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В последнее время наблюдается повышенный интерес к некото­

рым аспектам теории бесконечных алгебр Ли и их представлений. 
В частности, имеется доказательство, что алгебра Вирасора воз­

никает во всех двумерных, конформно-инвариантных локальных 

квантовых теориях поля /l/. Проверка этого утверждения в кон­
кретных теориях сталкивается с определенными трудностями. Они 

связаны с тем, что в квантовой теории не существует аналога 

теоремы Нетер для построения сохраняющихся величин. Процедура 

перенормировок иногда не дает даже никакой возможности опреде­

лить сохраняющиеся квантовые токи в соответствии с классич ес­

кими /речь идет о различных аномалиях в квантовых теориях/. 

Модель Тирринга /2/, ввиду ее точной решаеt~ости / 3 ,4,5/, кон­
формной инвариантности и отсутствия аномалий весьма удобна 

для проверки различных гипотез относительно квантовой теории 

взаимодействующих полей. В частности, на примере этой модели 

можно проверить упомянутый результат работы / 1/ . 
При такой проверке,однако,возникает трудност~ связанная 

с наличием в литературе двух разных выражений для тензора энер­

гии-импульса в модели Тирринга. Одно из них получено в работе /б/ 
исходя из классического, нетеровского вида этого тензора: 

rl i - ...._. - ,__. g .. Р 
8 /lv (х) ~ 4 (tf; у/1 дф +фу vдф) + 2 1111' ' J,) о /1/ 

Здес~ ф(х) - поле Тирринга; у11 - двумерные матрицы Дирака, 
j р ~ ф Ур ф - ток поля Тирринга, g - константа связи и 1/11v -
метрический тензор в двумерном псевдоевклидовом пространств е 

(ry 
1111 

... (1, -1)). Использованием определенного в / 7/ "нормального 
произведения" операторов ф в /6 / удалось распространить выра­
жение /1/ и на случай квантовой теории. Так как решение Клай­
бера /4/ строится в гильбертовам пространстве свободного б е з­
массового спинорного поля, то квантовый тензор энергии им­

пульса, соответствующий выражению /1~ также следует рассмат­

ривать как оператор в этом же пространстве. 

Второе выражение может быть получено на основе mормулиров­

ки модели Тирринга в терминах сохраняющихся токов / 5,8,9/. Оно 
содержит в себе только сохраняющиеся токи и имеет вид /10,11,12/ 

(3/lV (Х) = :Ь (2 : j/1 j V : (Х) - 1/ /lV : jp j р : (Х)) ' /2/ 

где : ••. : обозначает обычное нормальное произведение /напомним, 

1("': ., .. 
v - - :"\'~' ~ 

о ;.. !.'1!-/~i! i .. : .. 1 
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что токи в модели Тирринга являются свободными вектор­

ными полями/. 

Два упомянутых выражения для тензора энергии-импульса воз­

никают, следовательно, из двух различных формулировок модели 

Тирринга. Если данные формулировки эквиваленты, то эти два вы­

ражения должны совпадать. Существует, однако, утверждение / 13/ , 
что это не имеет места. 

Здесь на основе бозонизации модели Тирринга /8,9,14-20/ мы 
покажем, что существующие два выражения для тензора энергии­

импульса совпадают. Тогда очевидно, что справедливо и упомя­

нутое в начале утверждение работы / !/,поскольку из выражения /2/ 
возникает алгебра Вирасоро. 

1 • Здесь мы будем пользоваться результатами и обозначениями 
работ/17,18,19/.nоле Тирринга в бозонизированном виде имеет 
следующую форму: 

2 а +{3 2 

ф (х) = : е -iаф + i{3y5 ф 
: u; 

411 
u = ll_ 1 у217 - ( 1 ), ll > о . 131 

где ф(х) и ф(х) - свободные скалярные поля: 

дll ф~х) + lllv дv ф(х) =О, llf/lV 11 = ( -~ ~ ) /4/ 

/см. о них / 17 ·18/; • Нормальное произведение в /3/ берется по 
скалярным полям. 

Квантовый оператор тока определяется следующим образом: 

. 1 . 4 
. (k) 

]
11 

(х) = 4: 11m!. Jll (х, lv ), 
г f-+0 k= 1 

/51 

где f~l)=fp; 
Тill''llll v ,;, о 

l <;> = -lll 
(3) v - - . (4) - . 2 2 2 

l ll = lllv Е = l ll , l ll = -lll , l = l о - l 1 
и кроме того 

- l R(l) l 
jll (х, l) = ф(х + 2 ) yll е ф(х- 2 ) !61 

/здесь ф бозонизированы/. 
Величина R(д определяется из равенства 

i 1 - l 1 5 --
-R(l)=-(d--2)0 ( -)+(s--

2
)y D (l), /7/ 

417 ll 

a2+f32 f3 _ 
где d = 417 ; s = ir· а о-(х)и о-(х) - отрицательно-частотные 

части перестановочных функций скалярных полей Ф и ф. 

2 

Как это впервые было замечено в/21 1 , подобное определение 
тока дает возможность распространить его и на случай, когда 

d и s принимают неканонические значения. Тогда 

j (х) = ..!!:._:!_/}д" ф (х). 1 8! 
ll 217 r 

Из этого определения тока мы видим, что в квантовой теории 
классическое выражение для спинорного тока fyllф заменяется 

выражениями /6/ с последующей симметризацией и предельным пе­
реходом,согласно равенству /5/. Можно, используя формулы /3/, 
поступить подобным же образом и с классическим выражением /1/, 
поскольку в него входят подобные классическому току выражения. 

Это нетрудно сделать, и тогда мы можем записать следующее вы­
ражение для квантового тензора энергии импульса 

. 1 4 
к81lv (х) = f lт 21m k:l [Eilv(x, l ~k)) + Evll (х, с ~k))ll- 71 lll/f:(x)' /9/ 

где 

- l ..... Ro (f) { 
Epv(x, f) = : ф(х + 2 ) yll дv е ф(х- 2 ): /10/ 

и 

R0 (l) = R(f) 1 s= d = 0 - 2d lnll; /11/ 

Легко показать, что в /6/ тоже можно заменить R~) на R0 ~). если 
при этом взять нормальное произведение операторов. 

В квантовом лагранжиане /в его кинематической части/ тоже 
сделан подобный сдвиг аргументов. Поэтому он имеет вид 

4 
f:(x) = l [f lim I Е ll(x, f(k) )] + 

f-+0 k= l ll 

. g 1 . 
4 

. (k) 1 . 4 . (f) ] . 
/12/ 

+ -2 : [-4 l1m I Jll(x, l )] [-. l1m ~ Jll(x, f ) . • 
f->0 k= l 't f-+0 у; l 

Поскольку везде присутствует бозонизированное выражение 
для поля Тирринга /3/, то нормальное произведение в верхних фор­
мулах берется по полям ·фи ф. Очевидно, что в квантовой теории 
выражение Е ILV(x, Е) из 110/ заменяет классическое выражение 
фуllаvфточно таким же образом, как jll (х, Е) заменяет фyll ф. 

3 



Следует замет и ть, что ква нтовый лагранжи а н /12/ приводит 
к пра в ильному уравнению движен ия /кван товое пе ренормированное 

уравнение Ти рринга/, кот орое на самом деле решалось в / 1 7 -20/. 
Выполня я необходимые вы ч исления в выражениях /10/ и /9/ , 

получим * 

2
11

!J(x, f)=-2i l :a j
11

(x, f)[C{; Ф+ 0 (f 2 ) ] : +: f3jv (x , с)[д 11 ф+ О (с 2)]: -

Отсюда: 

4 

- f3 ТJ !lv: jp (х , с) [дРф(х) + О (с 2)] : \. 

lim l '= (х с) "" '= (х) = '= (х) = 
4 с->0 k= 1 -llv ' -llv - V/1 

= -477i : [j (х) j (х) ·- __ /3_ ТJ j (х ) j Р (х)] : 
11 v а+/3 !l!J Р 

Кв а нтовый ла гранжиа н /12/ п ри этом при н има ет вид 

~(х)=-:: jp(x)jP(x) : . 

/13 / 

/1 4/ 

/1 5/ 

Наконец , п одс та вляя / 14/ и /15/ в /9/ , получаем оконча тельно 

к е (х) = 7Т : [2j (х) j (х) - ТJ j (х) jP (х)] : 
/lV . /1 V /lV р 

/ 16/ 

/ нормировочную пос тоя нную к можно определит ь, если учесть, что 
Р 11 = J8o11 dx 1 я вля е т ся гене ратором т рансля ц ии, т .е. [р 11 , Ф(х)] = 
= iд11 Ф(х) для любых операторов Ф(х) 1. 

Таким образом, мы показали , что, исходя из квантового выра­
жения для тензора э нергии-импуль са, соотв ет ствующего классичес­

кому виду /1/, можно привести его к виду /2/, что и доказывает 
наше утверждение . 

2. Теперь покажем, как из выражения / 16/ следует алгебра 
Вирасоро. Для этой цели заметим , что ®11v(x) имеет толь ко две 
независимые компоненты. Е сли ввест и конусные переменные Х± = 
= х О ±х 1, то окажется, что эти независимые компоненты можно вы­
брать так,чтобы каждая из них зависела лишь от одной переменной 
х+или х_. Эти две независимые компоненты имеют вид 

®± (х±) "" ~ (8оо± 81о) = :11:. : [j±(x±)] 2 : , /17/ 

*Подобные в ычисления провод ились в работах/ 1 7 · 201 . 
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где 

. - 1 с · + . ) 
J±- 2 Jo - JI. /18 / 

Используя вид /8/ т ока и коммутационные соотношения для полей 
ф (х)/см. /1 71;, можно получить следующие коммутаторы: 

[j± (х±), j ±(у± )] = ~ 8 '(х± -у± ) /19/ 

/ остальные коммутаторы равны нулю/. Здесь постоянная Ь выраж}l ­
е тся через а и /3 , но для дальнейше го это не имеет особого зна­
че ния, поэтому эту связь не выписываем. Зная эти коммутаторы, 

можно вычисли ть и коммутаторы компонент®± тензора энергии­

имnульса. 

Снач ала заметим, что компоненты с разными значками коммут и ­

руют между собой: [® +' ® _] = О . Не коммутируют компоненты с оди ­
н а ковыми з начками , но в разных точках. В силу симметри и по 

з на чкам±, в дальне йшем мы будем их опускать, помня что . полу­
ченные нами формулы справедли вы для обеих компонент . 

С уч етом сказан ног о выше нетрудно получить 

[®Ш. ®( 17)1 = ~~2[2iЬ : Н~ j(17) : 8 ' (~- ТJ) - ~ 8"'(~- ТJ)l . / 20/ 

Пе рвый член в n ра вой части последне го ра в енства можно n реоб­

ра зовать с помощь ю тождест ва 

: j(~ j( 7]): 8 '(~ - 7]) "" : [ : j(~2 : + : j ( ТJ)2:] 8'(~- 7]) /2 1/ 

и получит ь окончательно / после учета соотношения /17 / / 

~ [®Ш.®~ry)]=(®Ш+®(ry)l8'C~-ТJ)- 2~"8"'(~-ТJ), /22/ 

где мы уже провели упомянутую выше нормировку, которая свелась 

к равенству к= 211Ь. Как из в естно, формула /22/ задает оп реде­

ленную алгебру т ипа Вирасоро . 
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Стоянов д.ц., Хаджииванов л.к. Р2-84-466 

О квантовом тензоре энергии-импульса в модели Тирринга 

Исследуется возможность построения улучшенного тензора 

энергии импульса в случае квантовой модели Тирринга. С ис­

пользованием метода бозонизации этой модели удалось локазать, 

что существуюu~е в литературе два различных выражения для 

квантового тензора энергии-импульса на самом деле совладают. 

Это nриводит к возникновению алгебры Вирасоро и в этой модели. 

Получен также вид квантового лагранжиана, из которого воз­

никает перенормированное уравнение Тирринга. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 
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Перевод О.С.Виноградовой 

Stoyanov D.Ts., Hadjiivanov L.K. Р2-84-466 
About Quantum Energy-Momentum Tensor for the Thirring r1odel 

А possibility to construct the symmetrized traceless energy­
momentum tensor for the quantum Thirring model is considered. 
Using the bosonization method, the equivalence of both expres­
sions for this tensor, that are currently used in the litera­
ture, is proved. This leads to the appearance of the Virasoro 
algebra in this model too. The quantum Lagrangian is also ob­
tained, that gives rise to renormalized Thirring equatian. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 
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