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В работах Паризи и Ву /I/ ( ом . та:ае 121 и обзор /З/) обсужда­
ется метод стохастичесхоrо квантования (МСК) евклидо:вых полей. Этот 
метод овявав с увеличением числа измерений исходного евклидо:ва 

пространства •), т.е. 

~+.х. t (х~ Е1>); l.f(x)-. t.p(x~ t). 

Наряду с заменой tp(:x;)+ tp(J!> t) посту.лируется стохастичес­
кое диqф3ре1ЩИ8.1IЬliое уравнение (уравнение Jiанжевена) , которое описы­
вает BВOJIЩИJJ поля lf'(X> t) в <Iактивном времени t . Эrо уравне-
ние ДJIЯ поля о действием S ['Р]= So [t..p]+ Sr[<f] мо:кно 
записатъ в виде 

otp(x,tJ 
- -ot 

J'S[ч>J 
J''f(:r~ t) 

+ 1(::c>t). (I ) 

G.пучайвую ~ 1 ( ~ t) , имеuцую rауссово распредмени(' 
pr7]=expE- J'dD.:Cdt ("'~{ос;~J,называют "бе.JIЫМ шумом" вJ. 

Метод стохастического квантования основан на том , что коррмя-

циоинне фувкцп, построенвые из решений !f1 (r> l) урав-
нения (I), о6.118Д8Ш IIpll t-+ С)С) nределом , р8.ВНЪ1М фУн1щИям 
Швинrера ставдартвой евклидавой теории nоля с действием ~> 

~~ <' ~(з;;Q· .. ~(Xл~fJ1= <.срс.:с1}" <N~п)>о :::: 

-{ 'П - S[tp] ==: N .J .ж ]) Cf e lf'(Xi) ... t.р(хл). 

•) Допо.лвите.львое измерение t. принято называть фиктивным вре-

менем. 

в) Усреднение проиsвоnиоrо фующиоиа.ла !'[1] по 7 
определяется обычным образом: <.rrcyJ') = IП"Ь(РС71 F[(]. 

ё .:x:,t 



Метод квантования, rrредложешпd Паризи и Ву /I/, свя:зан с опре­
делешwми техническими тrдностями при вн:числении корреляционных 

фу'нюJ)tй и). Поэтому в / 4 был предложен моди<tицированннй вариант сто­
хастическоrо квантования, свободный от упомянутых трудностей при вы­

числении по теории во~ений. 

Новое в подходе i За.RJII)чается в том, что &ВOJIJЩIIЯ ПОJIЯ <f(.r> tJ 
с действием $= So + SI в фиктивном времени t оiШсывается урав­
нением 

ro'fcx~f) __ д'SoC<fJ + ~сх .. -;) ~ 
rot - otfC..JC.;t.) 

(2) 

в правой части котороrо стоит вариационная производпая JIИШЬ от сво-

6одноrо действия So [tp] • При этом распределение Р С5] слу­
чайной ве.пичинн j выбирается так, чтобы для корре.пяциовных 
функций < 'PJ ( х.1• t.) • • • · 'Рт (~п> t) )I , построеиных из реше-
ний этоrо уравнения, ВЫПОJПIЯJiось равенство 

/i." < <f, (Х,, f.) ··· <p,r (Хп t)>. == < 'f(.:C,) ... Ц'(.Хп))ь · i-.oo J ) r 

Таким образом, в новом подходе "шум" ответственен не только за кван­

тование классической системы, но и за реализацию взаимодействия в 

ней. 

В / 4/ было подробно рассмотрено квантование скалярннх полей. 
Настоящая работа посвящена изучению стохастическоrо квантования абе­

левых калибровочных полей. Для простоты рассмотрим скалярную безмас­

совую электродинамику с действием: 

s= sdJ>~ {с~ Ч')t).ft4> tf)+ : ~ rfl4VJ ~ (З) 

и) Во-первых, число диаrрамм, отвечапцих векоторой корре.пяциоиной 
функции и подлежащих вн:числешm по теории возмущений, существенно 

больше числа стандартных фейнмановских диаrрамм для соответству»­

щей фун:кщш Ш:винrера. Во-вторых, в стохастических диаrраммах не­

обходимо провести сложные интегрирования по фzктивннм временам. 

2 

~· 

.. 

"' 

где , как обычно, 

~=~-t.e~ :> &u= ~Jlгd.JJ1_,ц. 
Решения ~ений (2) для полей tp(.:c_. 1:.) и ~(~i)можно запи­
сать так * : f. 

S А .'\ 1 s ]) {.к:..;х: tp(~>"t)= dS ~.:r(~,i.-SiJ{~~s) > tp(x_.t) (ЬJ:ЬI~ d ~е.'('(~~' 
о 

r.i -1 s 'JCX ~(Кj;)= Jds ~J~~:Jt-s)JvC",~; ~(x,t)= (-'Jr)l>l.e dD~<e(. ·-;:5-pc,-fj. 
о 

Функции G (к) t-~ и ~-J (к, i-~ 

G (к);-s)= е.:х:р{- к:.2(t.-S)} ' 

имеют вид 

<;}r)i-s)= (~г K.мк.~v)exp{-к-2(l-s)j+ ~I(J 
Jr::~ 

Рассмотрим далее прои:звоЯJtiЦИЙ фун:кционал 7.., [J,.Л1J\.~] 
для стохастических диаrрамм /Б/. Он получается из выражения 

2 [v~.л,.Jt+] = S:ь~~Ч' JЧ'+D ~ 1J f~J+ Р [ J"., "f. J•j х 

6(~-~r) o{tp-tf!J) o(rt «f-/) х 

ехр( Jd:ькd.S (~~+.Л+tр+.Лср)] . 

и) Предполаrается, что наЧЗJIЬНЫе условия имеm вид 

~ (X;t) 1 :::0 j 
ft=o 

tp{:x;t.)j =о. 
t=o 

Ро~ начальных условий рассматривается ниже. 
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Функционал Р [J.,,r,Jt-J опис!:lБ8ет распределение "шумов" 
1'.14 > J > I + и в рассматриваемом случае имеет вид 

р [~,J, S+]= ехр {- 4" sd~KdS t(~,<3) fA(-.t:.,S)-

-; sd-ькdSJ+c~s)y(к.,s)-

5 d-ьк.dt Zr (Cfr, lfr,liJJcrc-t-'1')], 
где 

":! (rO tO+ 1 J\-- g_ sd~ d l>К. d])q Х ~.I 'J .> тr '".JЧ ..J- (~) ~l.e 1 <е 1 

tpf+-(к.,) 'ff (C'.2)~f(q) 0:::1+K.t).;tt 0{ K1-K~-q) + 

+ (~; sdь.t(dl>к.t d)>r1db~ д{к,-К,t-9,-9.,) )( 

t.рт+с к:.,) <fJ ( ~~) ~тrq1) ~'r9.t) • 

Здесь Т - некоторое qиксировашюе значение фиктивного времени t . 
После интегрирования в ( 4) получаем Д7Ш l [.;;.. .Л,~ • J выраже­
ние 

Z [~.л;..+]= е.хр(с:)'Ь!~ s d"Ь~iD~d~ х 

Б" д д С ) е-2 r: ~ I> ь 
o .X(t:1;JY) .r-..л (k:2. ,'Т') cr cJ.Jq. 7') к:,• к.~ './'f -(-'.Jt)~ Jd ~ cJ ~ d c:1 dDк.e х 

d(""- К:.. -q, -ч.) .r-.>. • r к,,.,.) о.;.. (q,,.,.J о .z.rq.:r:J <N "'-fi"J d d д д ])( 

е.х:р [; s~кdSdt i: (к,~ ~" ( .;s,~ .;:(, (-к, "S) + 

.j. 

... 

\!. 

+ jd 1>~dsdtл+cк:,S)l>c~,s,tJ.лc~,.l-)J, (5) 

где 

D.~~~v(к:;S;~= (d;v- ~;J) ~.2 { exp[-к_!lJt.-sJ]-

- t2xpfк.~Jt+sa] + .2 miл{ t,sj ~к-> 

[)rк) s,t)= -
1
- {е~ [-~::~/t-sl]- е.хр [-~~lt+sl]l 
~~ J . 

Вычислим теперь с помощью производящего ~онала (5) корре-
лsщиоШiую ~ <. ~ (к.1,'Р) <f-/U: . .a,rr)) . в ну-
левом приближении по теории во3МУЩений она имеет tид 

/ + ..f..O) 
'- !f>J(~Gt,'l') tpJ ск.~. ,7')"'1= ]J (A::1.~rr>) 6'{кгк.t)= 

( 6) = :Ь (к.., .. т) ос~_, - к:.t.) . 

Функцию ]) (Х:; -r) будем наз!:lБ8ть стохастическим пропаrатором 
поля tp • При '7'-+~ ]J(~rr) равна фу11I<щш Швингера дан-
ного евклидового поля. 

Аналогично, коррелsщионную ~ /....AfiJ(P1/1') .А} (Р.с/1')). 
можно выразить через стохастический пропаrатор ])..At.J (Р;7'), 1 
который имеет вид 

1\ .\ /.J'" к к:. ) " г -.2'Т'к.2.J v. (~'Т'_;= l ~v-~ - L 1- е + 27' ..t::..н~ 
~v к к:.2 к.г 

Из найденного выражения следует, что стохастический пропаrатор 

D.J4v ( k:) 'Т') предст8I!J1Яет собой сумму фейнманавекого пропаrатора 
в ка.л:иброВRе Ландау и расходящейся при '7'-...о- части. 

Непосредственным вычислением можно у·бедиться в том, что часть 

~J , расходящейся при 'Р~о- , порождается продоJIЬНой 
частью поля ~ { ~)-;) • Действительно, запишем уравнение 
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данжевана для свободного nоля отдельно для nоперечной и nродольной 

комnонент : 
""\л tJaл~. 
~(~,t_) 

_ ~ л izonJ. ~ t'2.::11"1. 
------ - - К:.""U'. + ( 1 

'О t. ;:)4 .}4 

fЬпа .. 
~~{K,t) "-

(7а) 

(7б) 
t-=n:J . 

rot -t ~ tu~. 
где, как обычно, Jfi {~'i)= {d,;.;-~~v!К:.P).A.,;rк,i)~ ~(k,t)= 

== ~ .t::"v/к;:.t. ·Jl..;{K,i). "&~'/(у и '(JЧ (<fc;.o являmся поперечной 
и nродольной частью "шума", соответственно, и имеm гауссово распре­

деление (nоскольку рассматривается свободное nоле). 

ЛеГJ<о убедиться, что 

(О) [ -Lz..::.~ . i..z.c,JЧ 
~~ (P1)rг).Av (-Р:;.,'Р)';> =- 1.. ..д..А СР1,ГТ')Jl.; {- h7J'> + 

+ I..J/.!r~~'l') J1Je,~(-p~7)'>] > 

где 

i_~f1(~~7') J1,;~~:т)'>= d(Р~ - Р.г.) 1!2 7' J:.,.. KJ/К:!J., 
что и требовалось доказать . 

J:Wmс.лим далее вклад в корреляционные функции 

L... 'f+(Р,/Т') t.p(PI../7')> во втором порядкё по теории возмущений. 
о Jf ) 
н имеет вид (

2
) 

/...IP+(P1:r) tp fPvT)'5 = (~I> d(P1-fi)]) ( Р1 , r) JJ(P.t /Т'J )( 

(8 ) 

sd~ [o:: +P,~}!,.J(к: - P, I 'Т')(~ +A,) D {t::,т)- 1>~{~, ".)] . 

И ) На примере вклада В KO]JJ !€ЛH !I,II01Шy !: фуНКЦИЮ !.. !..(! lf) ВО BTOJIOM ПQ­
рядRе по теории возмущР ни!'. 11 J JrJIO уселиты:я 1 ч 'J о предложенный НIJМИ 

способ стоха с тического кван1 оНВJшя существенно nроще метода Пари­

зи и Ву . По Паризи и Ву л.ля вычисления аналогичного вмада необхо­

димо Вll'ШСЛИТЬ 7 диаграмм ( вместо наших 2) , в вершинах которых 

нужно произвести интеr]JИ}JОВIШие по фиктJШНuм временам . 

«• 

1 

1 

После несложных преобразований из (8) при т-.ос> nолучаем 

n ~J е2 ~"' <l..f+(Pf,'Т')tp(P_a,'1'))= ,r--ъd(~-!i) 1>(Р1 ,'1')Ь(Р~,'Т') х ,.,.___ \..») 

{ S 1> [ 1'7.- Р. ~ & -Р. -2)2 ) " 3 ] 
d к. \..(к.+,) - (t::-~).2 .Ac::.t(k: -P,)2 - к:.<. + 

( 9 ) 

-+ ~7'Jd 'J>к: [ ~2-Р,~)~ - -~J} 
( 1::.-P,~IC.'- • 

Часть выражения в nравой части (9), н е за висящая от Т , ПJ~д­

ставляет собой известное выражение в калибровке Ландау , т. е . вклад 

nоперечной комnоненты nоля ~~;~~ • Ilродольная часть nоле Л 
~ ответственна за возникновение rа сходmце!kя при 'Т'~ е><> 
части. Другими словами можно сказать , что ч.леР. ~Т эю,ивалентен из-

менению равновесного проnагатора t:. !f+ l.fl> . при добавлении к 
равновесному nроnагатору <~t.zo,.,Лvtto:> калибровочного члена 

т /C..AiJC.'!/К.,_ = !...~&~;_,!}'~> . 

Рассмотрим далее корреляционные функнии для калибровочно-инва­

риантных объектов. В частности, в нулевом приближении величина 

t_ !J../~/1') ~ (- JC., 'Т')> имеет вид 
~. (~ 
~·r>? 1... P.,jK/1') Fo." (-1(./Г')';>= 

,.,., ... ~ .", J-' 

К: iC<J., ct.J:>- К.; К..13 ~- 1$<- J::...в cfJot-- 1<:'..; ~ с1:.13 = ~ ~~ 

Это означает' что при т~ ос::> калибровочно-инвариантный 
объект ~ ,l);..., Р r:J../3 > достигает стационарного предела. Неnосредст­
венным вычислением можно убедиться, что учет радиационных nопранок 

не нарушает основного свойства калибровочно-ин iJВ риантн11х величин. 

Действительно, в этом легко убедитъ r.я , Г. ! IЧИ слив первую J )8JП!fJ цион­

ную поnравку для корретщионной функции ,( F.. , ( i.: '7•\ r::: t'- к. r ) ) 
(,2) J • U 1 J C>'-jj ) 

<. fj...;( ~ 7') F;.13 (- ~/Т') '5 :::: К.,.. Ко,/... Л.; f к, 'Т' ) .!1_;3 (-к; 7j ( t<.J + 
/ ,\ А (2.) {..:_ ) + К...; 143 {. ..JI.,;.. { IC./1' .Nid. (-к,".) '5 - s. Кд ~.J(I ( t:, '7') Ji d. ( - к., т J';> -

(I О ) 

/(J К...;.. <'..дJЦ (1:.,'7") J/13 (- к, 7?)),(R.) 
с • 

7 



Используя производящий <wнкци:онал, можем :вwшслить в:клад во 

втором порsщке теории возмущений значений корре.тщионных функций: 
/ С..2) е.г 
<..~(~'1')~0~ .• '7')"5 =- д(f?t+Ji) )( 

(f2Jr)1J 
l>o.~(P~/P) 1>д.J(~1Т) [-.2<&;.v fdi- ])(К:/Т') + 

+ ~d~ (~х-Р1~~ (к.-Р,).v J)(~е)])(Р.,-к:~ 
Если подставить это выражение в (IO), то получим 

<. ~IJ о~./1') ~.в (-к:,'1') -j2}_ ~ r Kv 7.6 f. 2 J: Si!t ]) 1 о "., ..... + 
(~~l ~4 ~ у llJ~ 

+ Sc/~(2q-к:)~{2q-к);.D(к.-q,7')1>Cq~rr)] + 

+ К.дК:-J Е.гд,;р sd~ ?J(q~т)+ Ja~ (2q-J())Ф.q-J:;)Jj D(K-9/Ij])(tz~]-

- к.J к:d- r-~fм r d~ 1J (q,'EJ+ SrA~{-29-~.JЭ с.,.9-4 iJrк-q) тJ дrq,".,3-
k~ JC 

_ ': ;.t< {-.2 d..ь. s d Dq ]){q?) + ) с/~ (:! q-~ (t9-.,)"' lJ r~ -q:IV ])(ч, ~J[j . 
Поскольку функция ]) (q~'Т') при 'Т'-+ ос имеет стащrонар-

ный предел, то,очевидно, выполняется равенство 

&т 'О<.РР> =О 
rp~c:;:..c '7) '7' > 

что и требовалось доказать. 

Таким образом, для аселевых калибровочннх теорий, как можно бы­

ло убедиться на проатом примере скалярной электродинамики, используя 

предложеНRый нами метод, можно получить правильные Бliражения для ка­

либровочно-инвариантных величин. Особо отметим, что при вычислениях 

нам не ионадобилось qиксировать калибровку. В этом и заключается ос­

новное отличие МСК от стандартного квантования. Единственное наруше­

ние калибровочной инвариантности мы произвели при ВЬiборе начальных 

условий ~ (сх:> о)= о . 
Убедимся далее в том, что значения калибровочно-инвариантных 

величин при т~ с::>с:> не зависят от выбора начальных условий. Для 

8 

этого вернемся к рассмотрению уравнений (7) для продольной и попе­
речной части. Общее решение уравнения (7а) можно записать в виде 

Allta:щ,.:л - z~i:uщ. (o) _fl Ьo/lt· --"~ 
1.:./:]Ч (К,т;v= ~ {K,t.) + <-';}Ч (;::.)о) е ~ 

(II) 

tza~to) 
где ~(к, t) - решение для случая с нулевыми начальными данными, и 

J1.).1-614"i{ Je1 о) представляет собой произвольвые начальные значения 
для ~r.а"У,к t) . Из решения (II) .ясно, что при 
t.~~ ~~J,."j{~,V стремится к .Л.)14"i·k~iJ и не 

зависит от ~'tit::нt+(к.1 ci) • Соверпенно по-другому об-
стоит дело с продольной частью nом ....,.(ц&Ч.(к.,i:.) • 
Так как в уравнении (7б) нет члена, описывающего затухание, то 

продольная часть "случайно блуждает~ и роль начального значения су­

ществует даже при f:. ~ с::>с> 
Исходя из того, что калибровочно-неинвариантные величины чувст­

вительны к выбору начальных значений, можно через функiЩональное 

распределение 'ачальных даНRЫХ ввести в теорию калибровочный пара-

метр о'-. /б . Представим для этого Р [ ~) ер, l.f +] / в 
виде /t=o 

_Q ~) ~ ч>:J} = 
i.=O (I2) 

== е.хр[-~ sd])к~(к.) ~JCvJIJ(-к.JjrJ[/f]o[iff-J. 
С учетом (I2) для производящего фун~онала получим выражение 

Z[~Jt+.Л]= expf.!E__ ldJ>кdь d 0 J'" х 
((..tll')Diz J 1 ~ о.л+r-=1~) о-.л.сч:-v ~rl(,-J(;rJ 

~1-tt".t.)fi -с~Р Sdl)к.,dl>~d1>q.d~~6{t:'1-к.t.-9;q .... ) )( 

d д d д 
(IЗ ) 

; --------- х t1Ji{~~J tГ.л(кJ,rr) о~ {P'J о~ rq~·;r-J 

ехр{ d S ibк:dsdt :J. {кJr:J [1J./4J(к)s) tJ+ cf. ?" JC..;]:J..; (-~ ~ + 

+ S cll>~:..dsdt .л+o~J;J]J(t:)t,S).Л(к)tJ) • 

1) 



Исnользуя этот nроизвоДЯЩИЙ функционал, для стохастического 

nролагатора nри rr- оо имеем 

е"., D.лJ (к_/Т') = [ ~~- ~t~., u-o.)J k~ + .2 'Т' !::.м к.~ . 
7~~ ~~ 

Конечная nри Т-+о- часть стохастического nролагатора 

(14) 

эквиваленiа стандартному nролагатору в d-- калибровке 
(сравни с 6/) • Благодаря тому, что в nредлагаемом nодходе ГГ" 
играет роль лишь некоторого nараметра, то nодходящим выбором началь­

ного расnределения расхоДЯЩИЙся nри 'Г_. ос член в (!4) можно 
устранить. Для этого достаточно в (!2) сделать замену о(.-+~-'7'~<. 

Эак.лючение. Мы убе~сJ на nримере СRЗJIЯ]JНОЙ электродинамики, 
что предложенный в работе 4 МСК дает возможность nровести кванто­
вание абелевых nолей без фиксадан калибровки. Причина этого заклю-

чается в структуре оnератора 'OI'дt + ( 1(. ~q;..J - ~ KJ/.t:: l.) • 
Данный оператор не сингуляре/6/ nоэтому имеет обратный: 1>...,...., (K)t,~ • 
Как было отмечено в работе 6 , введение в теорию фиктивного времени 
и nродольного "шума" ( ( eoll.fj . ) nорождает добавочную стеnень 
свободы для поля, что сказывается в том, что корре~онные фуккцки 

nри Т_. ос::> содержат как nоnеречную, так и nродольную (расходящейся 

nри Т_..е>с> ) части. 
Мы nоказали, что калибровочно-инвариантные величины nри 

Т+ос стационарны. В калибровочно-неинвариантных объектах от 

членов по-Т можно избавиться nодходящим выбором начального 

расnределения, которое nриводит к результатам стандартной теории 

возмущений. 

Авторы искренне благодарны В.Г.Кадышевскому за nолезные обсуж­

дения результатов, nостоянное внимание и nомощь nри наnисании да.ю10й 

работы. 
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n с тохастическом квантовании абелевых nолей 
Предложен модифицированный вариант стохастического квантова­

ния калибровочных абелевых nолей, который nозволяет оnисать 

звоmоцию nоля в фиктивном времени уравнением Ланжевена, содер­

жащим в nравой части вариационную nроизводную лишь от свободно­

го Действия. В этом nодходе "шум" ответственен не только за 
квантование классической системы, но и за реализацию взаимодей­

ствия в ней. На nримере скалярной электродинамики nоказано, что 

этот метод дает возможность nровести квантование абелевых nолей 

без фиксации калибровки. 

Работа вьmолнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 
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On Stochastic Quantization of Abelian Fields 

А modified version is proposed for the stochastic quantiza­
tion of gauge Abelian fields, in which the field evolution in а 
fictitious time is described Ьу the Langevin equation. Тhе 
right-hand side of this equation contains the variational _deri­
vative of the free action only . In this approach "noise" is re­
sponsiЬle for quantization of the classical system and interac­
tion in it. It is shown Ьу the scalar electrodynamics that this 
method allows quantization of Abelian fields without gauge fi-
xation. 

The investigation has been performed at the Laboratory of 
Theoretical Physics, JINR. 
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