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1:( 

Метод стохастического квантования /11СК/ евклидовых полей, 
предложенный Паризи и By l l / , представляет собой альтернативу 
к уже известным способам квантования. Он основан на связи между 

евклидсвой КТП и стохастическими дифференциальными уравнения
ми 1 2•3 / и интересен тем, что в нем нет необходимости фиксиро
вать калибровку при квантовании неаGелевых калибровочных по
лей /1, 4, 5, 6/ • 

Суть метода Паризи и Ву заключается во введени и в теорию до

полнительного измерения - фиктивного времени ~ - ф (~ ~ ф(х, t); 
х ~Е 0 и постулировании стохастического дифференциального урав
нения /уравнения Ланжевена/: 

дф(х, t) 

дt 

8S[ ф] 

8ф (х, t) 
+7](X,t). /1/ 

Это уравнение оп исывает г и потетическ и й , процесс винеревекого типа, 

протекающий в фиктивном времени. Случайную величину 17(x,t), 
имеющую гауссово распределение 

1 D 2 
P[7J) = expl-- (d xdt17 (х, t)\, 

4 
/2/ 

час то называют "белым шумом11 • Среднее значение функцианала .F[17) 
по "белому шуму" определяется обычным образом: 

<.F[ 7J) > = f F[ 7J) Р[ 17] П D17(x, t) • 
7J х, t 

Решения Ф17 (х,t) уравнения Ланжевена /1/ обладают тем свойст
вом, что их одновременные корреляционные функции <Ф17 (х 1 ,t) .... 
ф17 (xnt) > 17 в равновесном состоянии, т.е. при t~oo, совпадают 

с функциями 1(рина* стандартной евклид~вой теории поля с дейст-
вием S[ф(х)) : 

lim < ф17 (х 1 , t) ... ф17 (хn' t)>
17 

= < Ф(х 1 ) ... ф(хn) >0 , 
t .. 00 

/3/ 

где 

-1 
< ф(х 1 ) ... ф(хn)>О - N f ехр!-S[ф)\ф(х 1 ) ... ф(х.) ~ Dф(х). /4/ 

*Евклидовы функции Грина часто называют функциями Швингера. 
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ер (f<,t) =--< + -< + ~ • ~ ••. 
t 

Рис. 1 

Рассмотрим далее для определенности скалярное поле с действи-
ем: 

D . 2 1 2 2 1 З 1 41 
S=fd хl(дф) +-m ф +-gф +-Лф . 

2 31 .4! 
/51 

Уравнение Ланжевена /1/ можно переписать в виде интегрального 
уравнения в импульсном представлении: 

t D 
ф(k, t) = [ d8 'G(k, t- 8) 1 77(k, 8) --1- g f _!_L ф(р, 8) ф(k- p,s) 

О 2! (2ir)D 

!6! 
D D 

__ 1_>..[ d P~"qф(p,s)ф(q,s)ф(k-p-q,в)l, 
3! (277) 

где 

'G(k, t - в) = ехр 1 - (k2 + m2 ) (t - s) 1 • 171 

При записи уравнения /6/ мы воепользавались начальным услови
ем ф(х, О) = О*. Решение этого уравнения можно записать в виде 
итерационного ряда, графическое представление которого приведе

но на рис. 1 • Функции 'G отвечает прямая линия, а ''белому шуму'' 
71 - символ -с . 

В силу /2/, <77(k,t) 71(q,в)> 71 =2(277) 0 o 0 (k+q) o(t-8), 
и усреднение по 71 графически можно представить как спаривание 

символов ...r:.. При таком спаривании возникают стохастически диаг
раммы /рис.2!. Каждая из них имеет форму обыкновенной диаграммы 
Фейнмана. Отличие состоит в том, что разные вершины стохасти
ческих диаграмм могут быть соединены как линиями без 11кружочков 11 

/соответствующими функциям 'G(k, t-8)/, так и линиями с 11 кружочка
МИ11. Последние называются стохастическими пропагаторами и соот-

*В работе 141 доказано, что выбор начальных условий не влияет 
на значения корреляционных функций < ф71 ••• Ф71 >71 

при t-+ оо , и, та

ким образом, не нвляется существеннын. 
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Рис.2 

ветствуют следующей свертке: 

11 t2 

< J 'G(k, t 1- s 1) 77(k,81) d81 ( 'G(q, t2- 82) 77(q, 82) dв2 > 71 = 
о о 

min(t1,t2) 

= 2 f d8'G(k, t 1 - в) G(k, t 2- s) = D(k; t 1 , t 2). 
о 

!8! 

При вычислении стохастических диаграмм возникают две пробле

мы, которые, как отмечено в 111 , затрудняют практич.еское приме-
1-fение только что описанного метода квантования. Во-первых, ко

личес тЕс с то ха с тических диаграмм cyt•1ec твенно больше, чем число 

обыкновенных диаграмм с:>ейнмана. Во-вторых, интегрирование по 

фиктивным временам вершин -диаграммы оказывается громоздким 171 . 
Целью настоящей работы является построение схемы стохасти

ческого квантования скалярных полей, свободной от указанных труд-

ностей. 

Прежде всего отметим, что 11белый шум 11 77, под воздействием 
которого 11квантуются 11 классические поля ф, можно считать ев

клидовым полем со специфическим Функцианалан деi1ствия в[ 77] : 

8[77] =i-(d
0

xdt77
2
(x,t). Именно такое определение действия 11бе

лого шума 11 /или, что то же самое, определение функцианала веро
ятности Р[77] /2// обеспечивает выполнение равенства /3/. 

Рассмотрим далее новое стохастическое дифференциальное урав

нение 

дф(х, t) 
дt 

йSо [ ф] 
оф(х,t) + 77'(х, t) 191 

в котором S0 является свободным действием скалярного поля, а 
случайная величина 71' (х, t) имеет такое распределение, что вы-
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полняется равенство /см./4// ~ 

lim < Ф ,(х 1 ,t) ... ф, (х ,t)> , = < Ф(х 1 ) ... ф(х ) >
0

, 
'1/ '1/ D '1/ D 

/10/ 
t -+оо 

t 

ф , (k, t) = f G (k, t - s) 77' (k, s) ds • 
'1/ о 

/11/ 

Представим функционал распределения Р [ 77'] случайной величины 
77'(x,t) в виде 

P[l)']=expl-; fd0 xdtl)' 2(x,t)- [Z 1(1)')d 0xdtl 

' 
и определим производящий функционал Z[ J], такой, что 

SDZ(J] 1 
) -~.. (х t) > ,= ) J .. o <ф77,(х 1 ,t ... '~'77' ri' 77 8J(x1,t) ... SJ(xn' t 

/12/ 

Положим / 8/ 

-1 
Z[ J] = N J П D'77'(x, t) П Dф(у, s) Р[ 77']8(ф- ф , ) * 

х, t у, !1 '1/ 

D * ехр 1 _( d х dt J(x, t) ф (х, t) 1 Р [ ф (х, 0) 1 . 

Величина Р[ф(х, О)] описывает начальное распределение при t = О, 
В частности, при ф(х,О) =О имеет место равенство Р[ф(х,0)=8(ф(х,О)). 
После интегрирования по Dф функционал Z(J] принимает вид 

1 1 2 D D . 
Z[J] = N- Г П D77'expl-- f11' (х, t) d xdt- fd xdt 2 1(77')1 * 

х, t .4 . . 

* expl fd 0xdtJ(x, t) ф , (х, t)l. 
1/ 

" При подходящем выборе Я 1 ('f/') случайная величина "''(x, t) не-
сет ответственность не только за квантование классической систе

мы, но и за взаимодействие в ней. 

Представим Z1 (,.,') в виде 

. g 3 л 4 
Z

1 
(77') = [ -(ф , (х, t)) + -(ф , (х, t)) ]B(t- Т) , 

3! 1/ 41 '1/ 

где ф ,(х, t) является фурье-образом величины ф , (k, t), опре-

делен~ой выражением /11/, а Т есть некоторый фи~сированный мо
мент времени. Тогда производящий функционал Z[J] можно запи
сать в виде 

D 8 3 Л D 8 4 
Z [ J] = ехр 1 - .JL f d х ( ) - - f d х ( ) 1 * 

3! 8J(x,T) 4! 8J(x, Т) 

4 

t: 

1 

~ 
~~ 

т 

])(т) 

-r т ,. 

т 

Рис.З 

1 D D 
ехр 1 2 f d х d у ds dt J(x, s) D (х- у; t, s) J (у, t) 1 , /14/ 

: ( 1 n Шх-у) 
где D x-y;t,s) =--

0 
f dlte D(k;t,s), а D(k; t, s) oпpe-

(2tr) 
деляется вырамением /8/. 

С помощью /12/-/14/ можно вычислить одновременные корреля
ционные функции <Ф11 -(х , Т) ... Ф 11 -(х , Т) >Т/' , которым соответ
ствуют стохастические диаграммы рис.З. Они топологически экви

валентны стандратным диаграммам Фейнмана с той только разницей , 

что каждая вершина стохастической диаграммы характеризуется па
раметром Т /одинаковым для всех вершин/. Вершины диаграммы сое
диняются стохастическим пропагатором D(x- у; Т, Т) = D(x- у, Т). 

Особо отметим, что число стохастических диаграмм здесь равно 

числу диаграмм Фейнмана и что, в силу /13/, все интегрирования 
по фиктивным временам тривиальны. 

Очевидно, что в пределе Т-+ оо каждая стохастическая диаг-
рамма переходит в соответствующую диаграмму Фейнмана, поскольку 

lim D(x- у, Т) = D(x- у) • 
Т.-+оо 

/15/ 

Тем самым равенство /10/ можно считать доказанным для всех кор
реляционных функций. 

Аналогичным образом можно построить производящий функционал 

Z[J1, ... ,Jk] для системы взаимодействующих скалярных полей Фр·· 
Ф~r. При этом каждому полю фi необходимо сопоставить свой 11шум11 

1/; • 
1 Для иллюстрации вычислим вклад в 2-точечную корреляционную 

функцию < Ф 11 - (k 1,Т)ф 11 -(k 2 , Т)>( 2! во втором порядке теории в<>з
мущений при условии, что дейст~ие дается выражением /5/. Исполь
зуя /14/, находим 

1 

(2) 2 D D . L 
<Ф 11 -(k 1 ,Т)ф 11 ,(k 2 ,Т) > -g 8 (k 1+k2 )D(k1,T)fd pD(p,Tyu(k 1 -p,Т) x 

х D(k2 , Т). 
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Из /15/ следует, что при Т ... "" получается результат, эквивалент
ный стандартной теории возмущений. 

Рассмотрим более подробно интеграл A(k,T) = J d 0 pD(p,T)D(k-p,T). 
Из определения функции D(p, Т) !8! следует, что 

A(k T)
-4fdD JTd -2(p2+m2HT-ul) Т -2Щ-p)2+m2)(T-q2). 6/ 

•- Р ale Jda2 e /1 
о о 

При Т-+"" из /16/ получаем хорошо известный /при D 2 4/ 
расходящийся интеграл. Нетрудно заметить, что после замены 

ai =2(T-ui) стохастические пропагаторы оказываются за_писан-
ными в модифицированном представлении Швингера /при Т-+"" оно 
совпадает со стандратным представлением Швингера для функций D 1: 

D 2Т -al(p2+m2) 2Т -а2((1с-р)2 +m2) 
A(k, Т) = ( d р ( da 1 е ( da 2 е • 

о о 

В последнем интеграле расходимости возникают при значениях 

а i = О. Известно 191 , · что интеграл A(k, Т) при Т ... оо можно регу-
ляризовать, если функции D(k,T) записать в виде 

. 2Т -a(k2+m2) 
limD(k,T) =1Im JdaF(a,r)e , 
т ... .., т....., о 

где 

F (а, r) = { r, > О; 
а> О; 

lim F(a, r) = О, 
а ... о 

lim F (а, r ) = 1 • 
r-+ О 

/17/ 

Вспомогательную функцию F(a i, r i) можно выбрать таким обра-
зом, что регуляризованная фейнмановекая /т .е. при Т-+"" 1 ампли
туда будет выдерживать предельный переход r i ... О 1 1 - номер 
внутренней линии диаграммы/ независимо от того, имеются ли в 

диаграмме расходящиеся. подграфы или нет. Соответствующий сим

метризованны~ предел регуляризованной амплитуды Фейнмана и объ

является перенормированной амплитудой. Таким обра.зом, в рассмат
риваемой схеме* рецепт перенормировки не включает в себя вычи
тательной процедуры типа R-операции или удаления полюсных осо

бенностей по регулЯризующим параметрам. Необходимые вычитания 

ультрафиолетовых расходимастей происходят автоматически за счет 

особого выбора функции .F(a, r). 

* В литературе описанная процедура называется перенормировкой 
"без вычитаний" 191. 

6 

Не определяя конкретного вида функции .F(a, r), отметим, что 
представление /17/ для стохастического пропагатора D(p, Т) 
можно просто получить, если модифицировать распределение 11шума 11 

~(x,t) следующим образом: 

1 D 2 1 D ~ 2 (х, t) 
ехр 1 - - f d х dt ~ (х, t )1 ... ехр 1 - - I d х dt 1 , 

4 4 f(t, r) 

где f(2T -а, r) = Fт(а, r); 11m .F-t:a, r) = .F(a, r). 
т ... .., 

Резюмируем предложенный способ квантования скалярных полей. 
Функционал распределения 11шума 11 ~' определяется следующей фор

мулой: 

Р[~'] = expl-..!.. f d xdt ~' 2 (x,t) -Jd 0xdtZ 1 (~')1. 
4 ., .. -' 

11rlyм 11 ~, действует на рещения Ф.", стохастического уравнения /9/ 
таким образом, что корреляционные функции <Ф~, (xl'T) ... ф~, (xn ;Т)>~, 
при 1Т -+ оо эквивалентны регуляризованным функциям Грина перенор

мируемой евклидавой квантовой теории со взаимодействием Я 1 (ф). 

Автор выражает благодарность В.Г.Кадышевскому за помощь при 

написании работы. 
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В Объединенном институте ядерных исследований начал 

выходить сборник "Hpamкue сообщения ОИЯИ". В нем 
будут помещаться статьи, содержащие оригинальные научные, 

нпучно-технические, методические и прикладные результаты , 

требующие срочной публикац1:1и. Будучи частью 11Сообщений 

ОИЯИ 11 , статьи, вошедшие в сборник, имеют .. ••••••• 
- · статус официальных публикаций ОИЯИ. 
Сборник 1 1Краткие сообщения ОИЯИ 11 будет выходить регу

лярно. 

The Joint Institute fcr Nuclear Research begins puЬli
shing а collection of pap~rs entitled JINR Rapid Communi
cations which is а section of the JINR Communications 
and is intended for the accelerated puЬlication of impor
tant results on the 'followinq subjects: 

Physics of elementary particles and atomic nuclei. 
Theoretical physics . . 
Experimental techniques and мethods. 
Accelerators. 
Cryoqenics. 
Computi ng rnathematics and methods. 
Solid state physics. Liquids. 
Theory of condenced matter . 

' Applied researches. 
Being а part of the JINR Comмunication s , t he articles 

of this new collectio _ 
have the status of official puЬlications of the J INR. 

JINR Rapid Communications will Ье issued r egularly. 

Бужек З. 

Роль "шума" nри стохастическом квантовании 
скалярных nолей. 

Р2-84-435 

Пр~агается новый метод стохастического квантования для 
скалярных полей. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 
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Role of Noise in Stochastic Quantization 
of Scalar Fields 

• 1 
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New method of stochastic quantization for scalar fields 
is proposed. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 

Preprint of the Joint Institute for Huclear Research. Dubna 1984 


