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Процессы с участием волн разных типов представляют собой 

довольно распространенное явление и встречаются в гидродинамике, 

физике плазмы, физике твердого тела и ряде других разделов науки. 

Как правило, эти процессы описываются системами нелинейных эво

люционных уравнений, исследование которых представляет серьез

ные трудности. Однако в ряде случаев, используя те или иные 

сообра>:<ения, удается найти точные решения таких систем. В на

стоящей заметке с помощью идей, порождаемых методом обратной 
задачи рассеяния, найдены точные ре~енил для двух систем, опи

сывающих взаимодействие длинной волны с пакетом коротких волн. 

1. При известных условиях взаимодействие на плоскости х ,у 
длинной волны с пакетом коротких волн описывается следующей 

системой уравнений 

А+ се д.!!_+ а-а- I Ф\2 = о. 
дt ду дх 

/1/ 

i ..i.1!.. + ic 11.i!!. = f3u ф + у ~t-- + 8 1 Ф\ 2 ф, 
дt дх дх 

/2/ 

где u - nрофиль длинной волны, Ф - комплексная огибающая паке
та коротких волн, Cf - фазовая скорость длинной волны, движу

щейся в направлении оси у -ов, а с 11 - групповая скорость па

кета коротких волн, распространяющихся вдоль оси х -ов. Кон

станты а , f3 , у и 8 имеют в каждом конкретном случае опреде
ленный смысл и являются параметрами системы. Существенно, что 

все константы Cf , с , а , f3 , у и 8 могут принимать только 
действительные значе~ия. При у= х система /11, /2/ принимает 
вид, указанный в работе/ 1 ~ Следующая теорема определяет условия, 
при выполнении которых система /1/, /2/ обладает решениями ука
занного ниже вида. 

Теорема 1. Если входящие в систему /1/, /2/ константы а, 
{3 , у и 8 все отличны от нуля, то существует следующее решение 
этой системы 

U=_!.
ch2z ' 

где 

ф exp(i~z) 
= ь __ .!! 

chz 

z ... р(х + 2<-.ut) + v(y - Cf t), 

expli[ky - (р. 2 + а2 ) yt] 1, /3/ 

/4/ 
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a=-2ayf!_. \b\2 = _-:.'!r.iw_. /5/ 
af3 - 2&u af3 - 28w 

w с~ v с f /6/ 
а=--+--- - --' 

у 2у ' р. 2у 

параметры k , р. и v принимают IJЮбые действительные значения 

кроме р. =О, а действительный параметр w выбирается так, чтобы 
выполнялось неравенство 

y(J) /(af3- 28w) < О. 171 

Доказательство. Подставляя выражения /3/ в уравнение /1/, 
с учетом /4/ получаем соотношение 2w а+ а \ Ь \ 2 =О. которое вы
полнено согласно /5/. Следовательно, определенные посредством 
/3/ функции u и ф удовлетворяют уравнению /1/. Далее, подстав
ляя /3/ в уравнение /2/, с помощью /4/ находим следующие усло
вия обращения в нуль получающегося выражения f3 а+ 8\Ь\ 2 = 2 ур.2 , 
2p.w + р.с~- vce = 2 у р.а, которые оказываются выполненными в силу 

/5/ и /67. Таким образом, функции u и ф вида /3/ удовлетворяют 
также и уравнению /2/. 

Замечание 1. Элементатный анализ неравенства /7/ показывает, 
что при у8 < О допустимые значения w образуют интервал длины 

\af3 / 28 \, причем 

w G (0, -~). 

w G (-c.!li, О), 
28 

если а f3 8 > О, 
!81 

если а f3 8 < О. 

Наоборот, при у 8 > О допустимые значения w эаполняют всю дейст

вительнуl') ось за исключением отрезка длины \af3 / 28\ , причем 

(<) ~ [0, ~-] 
28 ' 

если а f3 8 > О, 
/9/ 

(<) G- [ ~8{3 • о] ; если а {3 8 < О. 

Отсюда следует, что при фиксирован ных у , 8 и af3 -+ О длина интер

вала допустимых значений w в первом случае и длина отрезка за

прещенных значений w во втором случае стремятся к нулю. Далее, 

устремляя 8-+ О, согласно /71-191 получаем, что при 8 = О 
и а f3 у 1- О множество допустимых значений w образует полуось 

w> O, если af3 y <O, и полуось w < 0, если af3y > 0. 
Приведенные выше решения определяют асимптотическое при t -+ "" 

поведение длинной волны и пакета коротких волн после взаимо

дейс т вия. Из равенств /3/, /4/ следует, что в результате взаимо
действия длинной волны с пакетом коротких волн длинная волна 

изменила скорость и н ап равление с вое го распространения, а пакет 

коротких волн занял с трого согласованное с длинной волной рас

положение. 
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II. Существует другой путь для изучения взаимодействия на 
плоскости х , у длинной волны с пакетом коротких волн. Такую 

возможность дает использование связанной системы уравнений, со

стоящей из уравнения Кадомцева-Петвиашвили /2/ и нелинейнаго 
уравнения Шредингера, т.е. системы уравнений вида 

2 3 2 
Ь -_д__ (а-дv- + {3-д_::_ + 2yv.iy_ + 8-д_-~-) = Л-д_- \ Ф\ 2 , 
ду2 дх дt дх дх дхЗ дх2 

/10/ 

2 
ip. aa-p+iv23kaд =aVI/J+Ьn+c\Ф\ 2 1/J, 

t у дх2 
/11/ 

где параметры а , f3 , у , 8 , Л , р. , v , а , Ь и с могут прини

мать только действительные значения. Следующие три теоремы со
держат условия, при выполнении которых система уравнений /10/, 
/11/ имеет решения указанного ниже вида. 

Теорема 2. Если входящие в систему /10/, /11/ константы а, 
у, 8 , Ь и с все отличны от нуля, 

Ь а8 
~=-- 3- > 0, 

с су 

то существует следующее решение этой системы 

А 
v = ~hf~-. ф = ~- exp[i(kx + my + nt)], 

chz 

где 

z = а (х + ту + w t). 

6а2 8 
А=---

у 

I B I 2 = 2a2 ~. 

k = !:__5:!~V T . 
2Ь --' 

(<) =- д_ - ~~ 
а 3аВ 

48 2 - ---а 
а 

т2 
+--' 

а 

/12/ 

/13/ 

/14/ 

/15/ 

/16/ 

/17/ 

/18/ 

параметры а и т принимают любые действительные значения, кроме 

а= О, а параметры m и n принимают произвольные действительные 
значения, удовлетворяющие условию 

2 2 
р. n + v m = (k - а ) Ь . / 19 / 
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Доказательство. Действительно, согласно /13/-/15/ имеем 

a2v 
Yv2 + 8--2- = 4 8a2v. 

дх 

'• /20/ 

Подставим теперь выражения /13/ в уравнение /10/. С учетом ра
венств /14/ и /20/ получаем соотношение 

(aw + 48а2 - т 2 + {3)А + Л \ В\ 2 =О, /21/ 

которое оказывается выполненным на основании /15/, /16/ и /18/. 
Таким образом, уравнение /10/ удовлетворено. Далее, подставим 
выражения /13/ в уравнение /11/. С помощью /17/ и /19/ находим, 
что получающееся выражение обращается в нуль, если справедливо 
условие а А+ с IB\2 = 2Ьа 2 ' которое оказывается выполненным в си
лу /12/, /15/ и /16/. Следовательно, уравнение /11/ также удов
летворено. 

· теорема 3. Если входящие в систему /10/,/11/ константы а, 
у , 8 , Л и Ь все отличны от нуля, р. 2 + v2 > О, с =О, а 

Ьу- ЗаВ= О, 

то существует следующее решение этой системы 

V= А 
ch2z ' 

где 

ф = l exp[i(kx + my + nt)], 
chz 

z = а (х + ту + w t), 

6 8а 2 

А=--, 
у 

1
2 2 2 6 8а 2 

\ В =(r-48a -aw-f3)--:yл-, 

k = ....t.:.~.X.:.' 
2Ь 

/22/ 

/23/ 

/24/ 

/25/ ' 

/26/ 

/27/ 

параметры а , т и w принимают произвольные действительные зна
чения, удовлетворяющие неравенству 

(т 2 -48а 2 -аw-{3)у.Л8 > 0, /28/ 

а параметры m иn принимают любые действительные значения, удов
летворяющие условИю 

2 2 
p.n+vm=(k -а )Ь. 
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/29/ 

\1 
\ 

Доказательство. То, что выражения /23/ удовлетворяют урав
нению /10/, проверяется почти дословным повторением соответст
вующей части доказательства теоремы 2. Действительно, с помощью 
/23/-/25/ убеждаемся в справедливости равенства /20/. Далее, 
подставляя выражения /23/ в уравнение /10/, с учетом равенств 
/20/ и /24/ получаем соотношение /21/, которое оказывается вы
полненным на основании /25/ и /26/. Подставим теперь выражения 
/23/ в уравнение /11/. В силу /27/ и /29/ находим, что получаю
щееся в результате выражение обращается в нуль, если справедли

во условие аА=2Ьа2 ; которое оказывается выполненным согласно 
/22/ и /25/. Таким образом, оба уравнения /10/ и /11/ удовлетво
рены. Наконец, неравенство /28/ является условием разумности 
равенства /26/. 

Теорема 4. Если входящие в систему /10/, /11/ константы а 
и а отличны от нуля, р.2 + v2 > О, с= О, а 

6.' = (уЬ- а8)ЛЬ >О, 

то существует следующее решение этой системы 

А 
V = ---, 

сь2 z 
ф = з~~ exp[i(kx + my + nt)], 

ch2 z 

где 

z =а (х + ту + w t), 

А= 6 Ьа2 
а 

\ В \ 2 = ~6.'а4 
а2~' 

k=~W+VT 
-~· 

w ==- .f! _ 2.ia2 + ~ 
а а а 

., ;1 =.!... (3 ь у- а 8), 
а 

/30/ 

/31/ 

/32/ 

/33/ 

/34/ 

/35/ 

/36/ 

параметры а и т принимают произвольные действительные значения, 

кроме а= О, а параметры m и n принимают любые действительные 

значения, удовлетворяющие условию 

2 2 
p.n+vm=(k -а )Ь. /37/ 
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Доказательство. Согласно /30/-/34/ имеем 

д2 ~ 
yv2 + 8- v2_ + Лitfrl2 = M72v, 

дх 
/38/ 

где ~ определено посредством равенства /36/. Подставим теперь 
выражения /31/ в уравнение /10/. С учетом равенств /32/, /36/ 
и /38/ убеждаемся, что выражения /31/ удовлетворяют этому урав
нению. Далее, подставим выражения /31/ в уравнение /11/. С по
мощью равенств /33/, /35/ и /37/ находим, что выражения /31/ 
удовлетворяют также и уравнению /11/. 

Замечание 2. Нелишне отметить, что неравенство /30/ может 
быть удовлетворено одновременно с выполнением условия /22/. От
сюда следует, что при С= О, Ьу- 3а8=0 и у..\> О системе /10/, 
/11/ удовлетворяют как решения вида /23/, так и решения вида 

/31/. 
В заключение отметим, что в работе /З/ найдены условия, при 

выполнении которых рассматриваемые здесь системы /1/, /2/ и /10/, 
/1.1/ допускают более детальное исследование с помощью метода 
обратной задачи рассеяния. 
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Труды VI Всесоюзного совещаниА no ускорителАм зарА
женных частиц. Дубна, 197В /2 тома/ 
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Труды Международного симnозиума no nоляризационным 
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Труды Международной wколы-семинара no физике 
тяжелых ионов. Алуwта, 19В3. 

Труды рабочего совещания по пробленам излучения 

и детектирования гравитационных волн. Дубна, i9B3. 

7 р. 40 к. 

в р. 00 к. 

3 р. 50 к. 

3 р. 00 к. 

5 р. 00 к . 

2. р. 50 к . 

2. р. 50 к. 

3 р. 60 к. 

5 р. 40 к. 

3 р. 20 к. 

3 р. во к. 

р. 75 к. 

3 р. 30 к. 

5 р. 00 к. 

4 р. во к. 

11 р. 40 к. 

2. р. 50 к . 

6 р . 55 к. 

2. р . 00 к. 
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