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При решенив уравнеивl нелвнейиых колебаивй асимптотическим 

Me'l'tlдOM KJ1UIOВ8-Бoi'OJПI6oвa (КБ)I ПOЯIWI8'1'0Jt Н8:КО'1'Орнl проИ8ВОJ[,Сво

Д11Щdся :к 'l'OIIJ, по в ~ом внсшем пpи6JolжeiDIJJ первне две r&J*O

н.x. вовкикают с новыми иеизвестИКIII козффвцвеитами иЛи :козффицв

ентВIDОI фув:кцвJDОI. В моноrрафп /I/ сбе гa}*OIDJКII прира:вниваЮтся 
:к иужю с цахью полученая однозначного результата в тех случаях, 

где обратвые не пo'l'p86oВ8JDicь. В § б гл. I ухазавной работы при 

построеВХJ стацвовариоrо ремеивя не:консервати~ой системы авторы 

:1cпo.n.soВ8JD1 в ВНСIШIIХ пpJr6Jolaeii:IЯX иенулевне :козффвцвен'!'W при 

Cos'/' , а :К08фii)IЦIIeH'J.'W прJ1 so..rf ПОЛОDП paВRWIII нулю. В :кур-

се механ.х. .n.д . .n.аидау и Е.М.Jl]фDица/2/, где раосматривался при
мер хонсерват.~виой системы, эти же величины та:кже предполагалисъ 

paвJUIIIII нyJII). Одвако :вн6ор атих BeJDIЧJIH должен быть проДJJRтован 

yo..oВUIIII постаuеввой saдaЧII. Кааuось бы, ДJIЯ уотраиеивя проиэ

ВОJiа доста'l'Очио приuечь :к рассмотрению два неэавиоИIII:IХ уСJiовия, 

' 
l't81t это делается при решении дифферевцвального уравнения второго 

ПOPJiдК8;l't81tOВIIII яuяется уравнеиве двоения. По первовачальному 

э8111:1слу автора T8l'tllll условием может CJIYDTЬ, например, требова

иве, Ч'l'Обы решеиве соо't'Ветствовало колебанию с предопределевиой 

точкой поворота. Та:кое оrраничеиве, одна:ко, оказалось достатоЧИ!:III 

'1'0J1Ь:КО дм одвозиачвоrо построеивя sтацвоиарных реuмов по методу 

КБ. Чтобы убед;~ться в Э'l'ОМ, рассмотрим нес:кОJIЬко случаев и режимов 

• при данном ограничении. 



I. Ковсерваnввwй случай 

mi'+ к~= l/(~) . (I) 

одномерное фвнитвое двваение предотавжяет co6ol воеrда коле6аЕiе. 

Ero первод r опредеJIЯется ФОJ*У.IОЙ 
rm/JIX 

Т= j . rlf • , • 

7,.",.,. 

(2) 

rде rmirJ , ?тах- RОрии трансцевдевтвоrо уравневия: 

~ 

U'= ~+tV(rJ= f. 
2 . 

U{r)=- J!rrJ'f· (3) 

Такие :вааине характервстпв к041е6аввя,lt81t xpyro:вu частота 
2.1i 

w .- 1' , 1118KODI8JIЬHOe (вли мввимальвое) удаление от полоаеввя 

равиовесвя,мопо по.пучитъ, реDв ураввеввя (2) и (3). Так IUUt атв 

уравнения содериат II8JПII параuетр, & ПОJiуЧаем Jr.Ц (1.), 7.. ... (юrн У",;.;) 
раs.1оаение по t при фпсврованвом звачевп аверrп Е • 

rде 

ВеличиВЬI 

().}::: Ц)о + €. t:.J,-r • • • • 

Q = а+ Е а, +. ·· • 
'"'·· 

V(aj (ii' 
а.= У~: - . С/1=- ты~~ 

1 

li' j_ J иrat.;Jt 
- GJ= ' • Ыо - • 1 41

0 
т.«']{ 

-1 

(4) 

(б) 

(б) 

(?) 

r'"«X В Cl 8С!'Ъ 1118КСВ118J!ЬВО8 yдaJieИie при ОДНОМ В 
том ае звачевп Е , но при ве равном в равном вуJШ звачевп па
раметра t . Поэтому, если мы представим ваlденвое тем ВJDJ :ииым 

способом решеиве при данвом Е в виде ряда Фурье, то в веrо 

войдут функции 

CQS n.6Jt , SttГn.tJt , n.= (), 1, :2, . •• 

2 

с ос:ii:оввой чаоt'отоl cJ , опреде.пеШiоl по (4), которая 'до.Ша со

r.пасо:внваri.ся с уОJiовием (б). 

Теперь Iфвoi'ymDf к решешlю УРввиеввя (I} по схеме КБ с уче

том (б} .' МВ остаиовимея ва оi'личип' эi'oro решения от сt'анд,арi'воrо 

/I/. В cooneTCfliП cfi/ ПOЛODII, ЧТО 

' 
~ = ~(,+ Е. r/ Etl-/ .. .. 
to = acost, f= (J)t. 

(8) 

ПоДсi'аВВМ (8} в (I} и Приравняем величиВЬI при одинако:внх сте

пенях l в правой и левой частях уравнения. Тоrда 

Jlf, .tfAJ1 1 ltq) Jrt + ~- ~ ~ = -;;йJ02 flto • (9) 

Раз.пОJIШМ фуНХЦИIJ ЙУо) в ряд Фурье, 
(fJ 

/(fJ= L fп (a)cosnf. (IO} 

Решеиве ищеt'ся в виде 

11 = L 'l ~J cЬsn t. (II} 

м 
/ · (q) lloJ[y'Чa ем: 

n-:f 1 · м 
"l"==- 11141/ (1- nt) (I2} 

. J 1 {1)1'. 
- :2ы., ы1а=- ra) 

т 1 (IЗ} 

Уравнеиве (IЗ) переопреде.пяет эваченве ю., . Оно здесь получено 
6ез учета ус.ловвя (б) • Одвако (J} 1 из ( 2} вычислено при фиксиро

ванном f , i'. е. с учетом (б}. Тем не менее о6а значения соваада

и (СМ. прилоаенве}. Это очевъ ваано. так как, вачивая со второrо 
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пpи6JIDeJDIЯ, ус.nо:вие (5) ~е В&'Ч]IВ&е'!' учJI'l'НВ&t'ЬСЯ при :ВWЧICJieВD 

tAJl, CcJ1, • • • • TalODI образом, Dpll учете (5) нет :ВИдllllblX Dpii'Ч]IB 

расхоцеВJЯ эвачеа.й c.J :в обоих меrо;цах ВН'ЧIICJieJDIЯ. 
(1) 

В (II) эвачеа.е ! 1 поu еще остается веопредмеВВНII. Его 

эдесь не СJiедует прира:&ВJiвать вуJШ, тu :ках 8IIILJDI'!'yдy а.. в (8) мы 

интерпретируем не :как nOJШY]),a :как аwшитуду га:tМошrческого КОJiе

бания пpJf даВВОМ f И f-=0 • Если :ве.пичина ct ваделева 8ТDI 

свойством, то при учете Н8JD1Нейности естест:вевво появятся поправ

кв к ней, которые не ваходятся :в проти:вореЧJJИ с (5). Мы Dеем 
(4} ~) 

возмоаиость опреде.п~ 'l, 1 • вообще tl, .. . 

решение (8) Dpll У= О CT8JIO ра:ВИНМ r,щ 

, требуя, чтобы 

СОГJ18СВО ( 5) • 

В первом при6.11Dеип 

~:t (!f'=O) = Cl,1, 
{t) 

Подста:вляя сюда ( II ) , оковчате.пьно ваход1111 t f : 

t ftJ = а - r м- L z,/''J 
1 f () 11=~ • 

(I4) 

(I5) 

.Авалоi'JI'ЧВЫII образом вьt'ЧИСJIЯJ)'l'СЯ t ~~ . . . . При подборе f. о 
В :ВИДе acost КОЭ4ФJщlеиты при sмrf' , ПОЯ:ВИ:111П118СЯ В :ВЫСШИХ 

при6лижениях, равняются иуJШ в cuy уСJiовия i ('f~c/-=0. ТalODI обра
зом, :в случае консерватИвной системы произвол асDП'l'ОТJЧескоrо 

метода полностью устраняется и решение,описы:вающее колебание с 

точкой поворота (5), ваходится одвоэвачво. 

2. Случай cИJlbl, за:висящв:l от скорости, 

i'+ c.J.,flt= ~ /rf.iJ . (Iб) 

Хотя энергия в этом случае не является ивтеrрапом двваения, Dея 

в :виду разлоаеике 

rr~.i)= lorrJ+~l{fJi1L. 

4-

oпpeд8JDIII фУJПЩJiю . V (О па фoJJiiiлe 

vro .= - j 1 (f, oJ. r.l,. . 

Тоrда K9PRJI ура:ввения J t 

Б= ~~ + [ V(J) 
1.. 

(I7) 

со1111ество с i = о являютоя ТО'ЧК81111 поворота, в которых звачевие 
энергии задано и ра:вво Е. , так :ках 

А 1 (~".."'о)- (l).t j,щ ~о, 

" f( ~ m !". ;"',о)- Шо iмitv>O • 

Здесь f".,. выражается фоJ>)(У.пами (5) и (6), где :вместо U(f) 

фигурирует V(~ • , 
При нестациоиарном реавме '1'0~ -поворота соответствует состо-

янию процесса :в определенвый момент времени. Переобозначим ( 5) . 

ru о о 
;;: (l + Е({,+ • • • ".., 

ао_ амп.питуда гаJIЮвическоrо колебания ВJDJ 

И Е= 0 • 

В схеме КБ ПОJI8гают, ·Ч'l'О 

(I8) 

D ,", .. при .uаввом Е 

~~ = (l)o + B,(~t) Е+ · .. • (I9) 

Ja. ·= Е .!l.(a) + •••. , (20) 
. dt 

и после. того, как фувкцn ../,-{а), 8.-(a.J определены, 811ПJIИТУда 

« иаходится квадратурой. Дм к:вадратуры мы моаем пользоваться 
начальным условием 

(1°= (t/лии.~ . 
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.. 

УрввнеJDJе JJJXЮro J -ro при6JDrаения Dеет вид . ~ 

J~fi 1 2А · а в. 
- -t r. = F ,a,tfJ + .:..J si.ry+ :.::..::;.. c.osr. 
Jrl. i J 41иm ~о~.м 

(2!) 

При условии, что все предндущве 1, 2, .. . , (j-1) -е пpибJQiaeJDJЯ вай

девн, функция 6 {а . t) стаиовитая опред~еииой~ ~азлаrая ее в ряд 

Фурье, вaxoдJDI ; в виде 

lj} (j) 
~. = :L t 11 faJc.osllr+ :>lt (aJ)IIIII.r ; <22> 

• J lt 
ljl <1) 

причем r., (а) , s., (~А) уравнеJDJем (2!) ие опредеJIЯЮТся. ФуИКЦi1В 

A. tca) 8 - {а) вахоДf{тся в~ тре6оваJDJя периодвчиос'!'В. д1IЯ вн6ора 
J 1 1 . 

t/(t), ~/f(IJ мн требуем, чтобы peшeJDJe при 7.Jr""o превра'1'ВJ1ось 
в точку поворота: 

t{t=c)= r: .. x, (f)ft=o)=O. (23) 

В J -ом првблваении имеем: 

Q . (t=_c)=fl.~ , {iJ./t=o)=O· 
•• JJ ' 'j J J 

Скобка с индексом j указывает· ва · то, · ч;rо в.з вырааения j сле

дует брать коэфt)ициеи'!'Нуl) функцию При f. 
3 

• Пиmем их в развервутом , ... - . 

виде: 

1
1 

(f'=o)= f t:(tl.) ~ r./{tJ~J~ t!faJ . '. . (24) 

;1 .(a:J+(Jp,B +·· · + 'k'8+ a~ J.. +· .. + 't-, ~~1~+ 
) 

0 Э 'f }-1 7> f' 1 М 'J- f ~ .lf') 

r=o 
(25) 

со 1 i 
+w.L. mS",fa:.)+w.S1fi.}=O . 

mc z ., 

6 

. . 
' 't. Если в обоих уравнениях все величины, кроме 1,1 { q.) , S., ,ll.), уае 

определевн, отсюда · мн мо~ем най'!'В '1'0JIЫto lj {ll.) , sj (tt.). Значения 
э'!'Вх функций при других значениях tJ. остаются про:вэвольиыми. 

Условие (23) не снимает произ:во.п:а в этом а.пучае. Однако задача ре

шаете;~ оди<?значио , если иа Э'!'В фУИКЦilВ 1111е.етоя оrраиичеиие: оии 

до.шшы быть поотояииЬJМИ. Тахое оrраничеиие принимается, если 

ищется стационарное решение. Одиахо при построении стационарноrо 

решенИя уравнения (!6) приходится видоизменять условие (23). 

Поэтому рассмотрим ero дополнительно. 

3. Стационарное решеиве 

в этом случае 'li, s/ j:2, 3, ~ .. ЯВJIЯI)ТСЯ 'ПОСТОЯИИЫМВ. Из каJr,Цо-
' . . . . . • t 

ro прв6лвжеивя доJШШ определяться три велвчвиы:две из них -t<~, S.,, 

i. = ~ . 3. . . . и третья - значение !А)· • Однако в квадом при6JDrае

ип кроме двух условий (23) мы ·используем еще два уравнения, :ко

'l'Орые получамоя из требования периодичности решения. Поэоrому за
о 

дачу в даииом случае невозмоано решать при фиксированном а < в 

(!8). Друrим:и словами, не существуеоr стациовариоrо решения при 
О· 

Jm6011 f., И фвКСJ11>0В8ИНОМ {( • 

Полаrаем, что оно моае.т существовать при даииом & только 

д11Я Определеивнх эначеНJIЙ tl
0 

, 'r оое • 

«о= Со+ ЕС1 + • • • (26) 

ЗдесьС.,с •. С2.,· .. - ие:взвествне пока постояииые. ПодстаВJIЯ.Я (26) в 
(5), получаем 

Q • ==Со+ (с1- ..Lz . V(') ). Е+ Гс- j_ (vYc.J- 1/(с.)')ст 
Vm11 y тw. с. L't т ы.Z Со С/ 1 

7. 



,f . vr' ( 1 v/c.) J] ( + -- 1r.) v (с.) - - € + ••• 
2rnw; н. 

(2?) 

Решение ищем :в виде ( 8) при 1 о = с. cos f. Уравнение пер:воrо првбп

аенвя 

Jtr~ + (/ = t + ~r.J4 с. cosf • {28) 
«fa. 1-~ ~ w.m ~ 

rде F1 - определев:ная периодичесiUUI фушtЦIIЯ. УСJiо:вве периодnвосп: 

F1~, (с.)=- о > F (л ) ~fA/4 Со 
и '• + -- =0. 

w. ·m · 
(29) 

Эти уравнения, такие ае, хак 111 :в случае, rде 8МПJD1туда при первой 

rарюнике фпсируе'l'ся и IIIH'l'epпpe'l'JIIpyeтcя lt81t пОJIН8Я. 

Мы используем (2?): 

.,. 
1 

,f F (с.) 
Q (• lг- )- ~1+/('+.L 'r =с-- ·-. (30) ;~ у ~- О - 1 о n=2 • ~ т (А)•" Со 

(

• ~ "" 1 
~)~ (-r=o)= {A).(s.+~2 пs" )== О · (3I) 

~ 1 
BeJIJIIЧJIIИЫ 't lt • s n при 11 = о, 2, з, . .. опред8JIЯ1)'1'0Я уревнеВJfем· (28)·, . 

" 1 1 ~1 В8ХОд111М JIЗ (3r). Уравнение (30) содерп'l' 'l.- ,. С1 , • КО-

'l'Орые под.11еаат определению. Вв.ОЧJI!ва "l: ваходlтоя из CJ[e.QD

щero пpи6JIJIIaeИJIIЯ: 

"'l. r,_ " F:~ zы .. с. 
- .t + q = t~ .t + -- cosf + q •t 1~, тш. tf.t. 

. (32) 

~ , i.. - Определенине период111Чесuе по переме!IННМ t фyJПЩIJJI. 
EcJIJII разлоuть эти фующп :в :ряд Фурье , то мы ПOJIY'ШI: 

8 

'l/ F;1 (с.)+ 2r.J~, с. + 1.1 (с.)= о ' 
(А) о 

(33) 

1 ~ 
Z1 F,~ (с.) + 3~~ (с.)= о. (34) 

1 
Находя '[1 ИЗ (34), МЬ1 дальше BЫЧJIICJIЯeM U/L ИЗ (33) И C.f 

(30). TaltiiiМ образом, моано продОJIDтъ процесс решения уравнения, 

поскоJIЪку при JIJ)6oм 71. -ом при6JIJ11аенп в правую часть уравнеИJIIЯ 
7Н 

Z i , 4171. ВХОДЯТ JIJIIHeЙНO, КВК И В ( 32) • 

Переопределение fmo.'J( в виде (27) позвомет однозначно ' 

решать задачу построения отаЦJJоварноrо реаима с допоJIВИ'l'еJIЪИЫМ 

условием. Смысл этой процедуры состоит :в увязке решения с 'l'очкой 

поворота, пареметр которой ct не ЯВJIЯется сво6о.д.:нш~ и зависит 

от Б • 
А:втор :внраDет 6Jiaroдapиoo'l'ь проф. В.Г.СОJiовъеву и Л.А.Малову 

за совет и замечание. 

ПPИIIODIИE 

ФоJ:WУлу (2) прео6разуем х виду 

J 
r",н 

2. 4 к 2 ~ 2 JD 
т= ..;. , - 2 (Е- _r _ е и) ;{9 = ~ 'Е 

2/щ 'iJE ~ r уут " 

f",;-.~ 
PacCМO'l'pJDI ИИ'l'erpaJI .Р O'l'ДeJIЪHO. С ПОМОЩЬЮ ПОДС'l'аНОВЮf 

~ ... ,- f",,,., i 
1= .2. 

r..,"+ r ... Af 
+ ---

~ 

ero пepeПJIIIIIeм :в виде 
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1 

]) = ( f. - q ) j {Е-.!. { r"..,-f",,.,., i",.t+f,.,,.,.).t. 
trrQr r",,,_ R .. "t + -

-1 ~ 2 

_ t-U{ rмc·~'·""t:.,. 1-·:r,.,,")}~t. 

Разлагаем этот JJJrrerpaJI по t с точвосn11 до :второrо пори,дка: 

Ото11д8: 

ИJIИ ае: 

fi1 ~ ~ uмfиv ~ J ' (/(с-~) V D = ~~ л Е- с · Ji -- + - --,---::> t1.t. t. 
k 111 CJJ.' а ГЕ у 1--i.~ • _, 

Т=-~ 
(А) и 

2'1i -w= т-

.j 

_ . _3_ . _3 dQ 1 _(l'(ai) t Ji 
/ %,' {Ё dE ~ 

-1 

Cci0 + t.J, Е+ · · · о 

/ 1 
r.J, = J (/(at.) t. 

W
0 

mtl. 7/ 1 tif _, 1- il 

. & • 

С .цруrой стороны, COГJUICBO (13) 

(.J1 = - ._/_ 1 (f) 
2 WJo ll.m ,( (q) 

где 

1i 

({а)= 7,. J t {acos<f') c~st df 
о 

Если учесть определение (3) и провести замену переменной 

t= ccst , 
то интеграл приобретает вид 

~f (ll) = _!. J 1 
u'(alJ t ~i 

• 1i 11-tt' 
- 1 

Теперь видно, что (35) и (36) одинаковы • 
... 

10 
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(36) 
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НЕТ ЛИ ПРОБЕЛОВ В ВАШЕЙ БИБЛИОТЕКЕ? 
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