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I. Применение метода интегрирования по путям для квантования 
физических систем наталкивается на затруднения разных типов. 
В частности, отсутствует применимое в общем /негауссовском/ слу
чае корректное математическое определение интеграла по путям, 
которое приводило бы к однозначным результатам. 

Известно/1/, что возникающие неоднозначности эквивалентны не
определенности задачи квантования классических систем, отмечен
ной еще в начальных работах Шредингера/2/. В литературе встречают
ся разные определения интеграла по путям как предел N -кратного 
интеграла при N -»»,/ЬЗ-9/ /см. также ссылки в/'°//. Обычно при 
этом утверждают, что проводится суммирование по всем траектори
ям на фазовом пространстве Mjj" классической системы /с п < ~ 
степенями свободы/, однако ответ зависит от выбора конечномерной 
аппроксимации. 

g/lO/ б ы л о показано, что применяемая на практике процедура 
конечномерных аппроксимаций неявно предполагает некий выбор 
подмножества путей, по которому в действительности проводится 
суммирование в интеграле по путям. Справедливость этого утверж
дения доказана анализом свойств классического действия'" 0 - 1 2/. 
Решающим обстоятельством оказывается существование бесконечного 
множества траекторий с одинаковым классическим действием, кото
рые лежат на гиперповерхностях Майера/'^в пространстве состоя
ний М 2™+ • механической системы. Показано/'°/,что при вычислении 
квантовой амплитуды перехода для малых времен At = t"-С сле
дует учитывать только один путь на соответствующей поверхности 
Майера М"^'(0) /в предположении, что она просто связана/. 
Ориентируемые поверхности Майера можно задавать как (п +1)- мер
ные гиперповерхности уровня полной инволютивной системы из п 
первых интегралов Q a (p. q, t) (a - 1 п) рассматриваемой класси
ческой сис-емы с гамильтонианом Н (р, q, t): 

Я, (P. q. t) = С = const 
/1/ 

[Qa ,Qp] = 0 -a, /3=1 n. 
где [ • ] - скобка Пуассона. 

Учет только одного из бесконечного множества путей, соединяю
щих две точки на такой поверхности, аналогичен факторизации Фад-
деееа-Попова /6,7,14,13/ д л я с и с т е м с о связями. Однако в нашем 
случае нет никаких ограничений на движение классической системы. 
Так как введение детерминанта Фаддеева-Попова не проходит, при
ходится проводить факторизацию прямым путем. 
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8 KOHe4HOM C4eTe OKa3~BaeTCR/ 1 0/, 4TO npH KOHe4HOMepH~X an
npOKCHMa~HRX B HHTerpane no nyTRM cneAyeT Y4HT~BaTb TOnbKO no
MaH~e TpaeKTOpHH B M20 i I, KYCKH KOTOP~X nelKaT Ha rHnepnosepx
HOCTRX MaHepa /1/ 3aA:~Horo THna. 

B~6op Qa npHBOAHT K onpeAeneHHOMY AeHCTBHIO ¢Q(p, q, t; t 0 ) 
KaK C!IYHK~HH Ha npOCTpaHCTBe COCTORHHH/11/, H onpeAenReT KJlaCC 
TpaeKTOPHH, no KOTOPOMY 11YCPeAHReTCR 11 npH HHTerpHposaHHH no ny
TRM. RBH~H y4eT 3TOrO o6CTORTenbCTBa n03BOnReT H36emaTb B03HHK
HOBeHHR KOHCTaHTHbiX 6eCKOHe4H~X MHOl!<HTeneH, C T04HOCTbiO AO KOTO
p~X HHOrAa C4HTaiOT, 4TO onpeAeneH HHTerpan no nyTRM. 3TO AaeT 
B03MOlKHOCTb nony4HTb KoppeKTHOe MaTeMaTH~eCKOe onpeAeneHHe 06DeK
Ta. 

BHAHO, 4TO KBaHTOBaR aMnJlHTYAa nepeXOAa 

/2/ 

t ~~~-

0 (q"'; t'~; qp,. t') = < q" \Texp (- F J H dt) I q'> = 
t' 

. t 
,. 

= [11 (p,q)exp 4i- J(pdq- Hdt)] B(q"-,q(t'~))B(q'-,q(t')) 
t' 

HMeeT xapaKTep YCJlOBHOH aepORTHOCTH, a MHOrOT04e4H~e C!IYHK~HH 
fpHHa - ycnoBH~X cpeAHHX H3 TeOpHH BepORTHOCTeH. 8 3aBHC~MOCTH 
OT B~6opa Qa. MOlKHO noJly4aTb pa3H~e pe3YJlbTaT~, 4TO COOTBeTCT
ayeT pa3H~M KBaHTOBaHHRM KnaCCH4eCKOH CHCTeM~. 8 HaCTOR!qeH pa-
6oTe M~ npOAeMOHCTpHpyeM 3TO Ha OTAeJlbH~X.npHMepax. 8 HHX COOT
'aeTCTBY~He aMnJlHTYA~ nepeXOAa 3a Manoe ~t 

§ (q ", t "; q' It'). (} (~t) [ d llQ (C) exp cf-,~¢Q .. c> 
(C) 

/3/ 

o6JlaAaiOT nonyrpynnoB~M CBOHCTBOM, OnHc~eaeM~M ypaaHeHHeM CMo-
11YXOSCKOro-3HHWTeHHa-K011MOropoaa-YenMeHa-MapKOBa 

... ... ... 
§ , § , "' .§ n 1 ' t' .< t < t " 0 t ·t tt . t ·t . 

/4/ 

rAe §t'~t' eCTb HHTerpaJlbH~H onepaTOP C RAPOM /3/, a (} (~t) -
C!IYHK~HR XeaHcaHAa. TorAa AJlR nponaraTopa 3a KoHe4Hoe apeMR ~t /2/ 
nony4aeM 

a .. um§., § 
N-ooo t ·tN tNtN-1 §tl t' 

... 
= -~ ''t' t . . 

/3AeCb t'-<t 1 < .•. <tN_1 <tN <t'~/. 
B KJ1104eBoH AnR Hac CllopMyne /3/ 

t" 

~¢Q = c = ¢Q (p". q".-t";-n- ¢Q (p -. q •• t'; t ') .. tc (pdq _ Hdt). /5/ 

rAe nepeMeHH~e (p'~,q",t'} H(p',q',t') CBR3aH~ COOTHOWeHHeM /1/,T.e. 
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~¢ Q• c ecTb npHpa~qeHHe KnaccH4ecKoro AeHcTBHR npH ABHlKeHHH 
no TpaeKTOPHH, coeAHHRIO~qeH 3TH ABe T04KH Ha noaepxHoCTH M~+1(Q). 
TexHHKa a~4HcneHHR ¢Q H3naraeTcR a/ll/.gAeCb npHBeAeM nHWb tQop
Myny 

n n 
d ¢Q = I p dq . - H dt - I P dQa , 

aool a a a=1 a 
/6/ 

KOTOpaR AaeT B03MOlKH~H cnoco6 HaXOlKAeHHR ¢Q no 3aAaHHOMy non
HOMY Ha6opy KaHOHH4eCKH conpRlKeHH~X nepB~X HHTerpanOB CHCTeM~ -
Pa 'Qa• 

B oTnH4He oT APYrHx H3BeCTH~x npo~eAYP KOHe4HoMepH~x annpoK
CHMa~HH HHTerpaJlOB no nyTRM/1-9/, npH nOMO!qH /5/ H /6/ M~·a~-
4HCJ1ReM T04HO npHpa~qeHHe AeHCTBHR Ha nyTRX H3 8~6paHHOro KJlacca 
B CJ1Y4ae raMHJlbTOHHaHa H (p, q, t) o6~qero BHAa. 

B 3TOH pa6oTe M~ 6yAeM HMeTb Aeno TOJlbKO c opHeHTHpyeM~MH 
noaepxHoCTRMH MaHepa c npocTeHWeH TononorHeH - o6DeAHHeHHR He
CBR3aHH~x KOMnOHeHT, KOTOp~e RBJlRIOTCR TOnonorH4eCKH-CBR3aHH~MH, 
npoCTO CBR3aHH~MH AHC!l«<lepeH~HpyeM~MH nOAMHOroo6pa3HRMH pa3MepHo
C T H (n + 1) B M 20 + I • pqt 

nPHAaBaR KOHCTaHTaM Ca B /1/ BCeB03MOlKH~e KJlaCCH4eCKHe 3Ha-
4eHHR, nOJ1Y4HM CJlOeHHe /16/ npOCTpaHCTBa M ~: I, COCTOR~qee H3 
rHnepnoaepxHocTeH MaHepa, KOTopoe Ha3oBeM cnoeHHeM MaHepa - ~Q· 

8 /3/ npoBOAHTCR CYMMHPOBaHHe no CJlORM ~Q C MePOH 

~n,., ~ ,_ 

d 11 Q(C).., ,..., -<lacp'Q'II acp'QI>''~ 
(2"n )0 

171 

rAe PQ(q,t; C) onpeAeJlRIOTCR HeRaHo ypaaHeHHRMH /1/, a !acPQI
cooTaeTcTay~Q~qHe RK06HaH~. TaKOe CYMMHPOBaHHe OnHC~BaeT HHTepelle-

peH~HIO cnaraeM~X exp (.!_f..¢ ) H3 KamAOro CJlOR ~Q, KOTOPYIO ec-
1\ Q=C 

TeCTBeHHO Ha3BaTb HHTep<J>epeH~HeH ~1aHepa. 

Ha B03MOlKHYIO ponb nosepxHocTeH MaHepa npH KBaHTosaHHH yKa3~
sanocb e~qe a /17,18/. 

npoCTOH B~6op 

Qa (p, q, t) = Pa a= l,. .. ,n 

npHBOAHT K KOHe4HOMepHOH annpOKCHMa~HH nOJlHroHanbH~MH nyTRMH, 
KOTOpaR AaeT KBaHTOBaHHe 60pHa-~OPAaHa /5,8,9/, TorAa 

dnp 
dj.LQ (p) = (it~); . 

CllyHK~HH Qa "' p a 3aAaiOT neps~e HHTerpan~ CHCTeM~ TOnbKO, eCJlH 
H=H(p). 
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B HaCTOR~eH pa6oTe MW He 6yAeM o6cy~AaTb BWBOA /7/ B cny4ae 
Qa ~,q,t) O~ero BHAa, a orpaHH4HMCR ee npHMeHeHHeM B npOCTWX 
KOHKpeTHWX npHMepax. BamHO, 4TO coo6pameHHR HHBapHaHTHOCTH onpe
AenR~T Mepy d~Q(C) OAH03Ha4HO*. 

0TMeTHM TaK*e o6~y~ ~OpMyny AnR MaTpH4HWX 3neMeHTOB KBaHTOBO-
ro raMHnbTOHHaHa H: · 

<q, IH I q '> = ifl at,G (q ",t'~; q',t ') IL\t=+ 0 
!81 

BenH4HHa 

I (q",q') = G IL\t,.,+O /9/ 

no cMwcny AOnmHa 3aAaBaTb RAPO eAHHH4Horo onepaTopa f Ha rHnb-
6epToaoM npOCTpaHCTBe KBaHTOBWX COCTORHHH. KaK yBHAHM Ha npHMe
pax, npH HaWeM.cnoco6e BW4HCneHHR G, /9/ n03BOnReT CYAHTb 0 BH
Ae 3Toro npocTpaHcTaa H onpeAenRTb era KaK HHaapHaHTHoe noA
npocTpaHcTao onepaTopa i. npH 3TOM TaKHX HHBapHaHTHWX npOCTpaHCTB 
MO~eT cy~eCTBOBaTb HeCKOnbKO, 4TO AaeT COOTBeTCTBY~~ee KOnH4eCTBO 
Cnoco6oB KBaHTOBaHHR. CHTYa4HR TaKara THna He 6wna H3BeCTHa npH 
APYrHx cnoco6ax BW4HcneHHR HHTerpanoa no nyTRM. 

II. nepeHAeM K paCCMOTpeHH~ npHMepoa. 

A. Cao6oAHaR 4aCTH4a c OAHOH cTeneHbiO cao60AW (n = 1): 

06~ee peweHHe ypaaHeHHH faMHnbTOHa c H ... p2 /2m ecTb p =Po, 
q = q 0 + p·L\t I m H AaeT B03MOmHoCTb HanHcaTb ·a Ka4ecTae nonHero 
Ha6opa KaHoHH4ecKH conpR~eHHwx nepawx HHTerpanoa Ha4anbHwe yc-
noaHR 

P0 =P· q 0 =Q-pl\t/m. /10/ 

1 . Bw6op a Ka4ecTae ~YHK4HH /1/ 

Q =Po = P /11/ 

/ 6/ ~ 2n + I 
npHBOAHT, cornacHo , K AeHCTBH~ Ha Mpqt 

p2 
rP ~. q, t; t 0 ) = pq _, - L\t • 

Po 2m 
/12/ 

*ABTOP 6naroAapeH 6eoTpaMy KocTaHTY 3a 3TO 3aMe4aHHe. 

4 

, 

OTKYAa Ha noaepXHOCTRX Q = p = const 

p2 
l!..rf> "' p L\q - -l\ t. 

p
0 

=P 2m 
/13/ 

B 3TOM cny4ae diL ~) = dp I 2rib, H /3/ .aaeT 
Po 

(i) ""(" )( m I/2 i ml\q
2 

1:j = o ut ::-:t..--) exp (-.=- --), 
2"in L\t n 2L\t 

/14/ 

4TO 3aAaeT xopowo H3BecTHYIO ~YHK4HIO fpHHa14~ TaK KaK /14/ yAoB
neTaopReT /4/, To G = §. YcnoaHe /9/ AaeT 

G I = 8 (q ,, - q ') 
l'i.t=+O 

H noKa3WBaeT, 4TO npOCTpaHCTBO COCTORHH~ npH AaHHOM cnoco6e 
KBaHTOBaHHR COCTOHT H3 KBaApaTH4HO•~HTerpHpyeMWX ~yHK4HH Ha 

HHTepaane q '"·(-oo,""). 

/15/ 

2. Bw6epeM a Ka4eCTBe Q caM raMHllbTOHHaH. nocKOllbKY H = H (p ), 
/6/ np~BOAHT CHOBa K /12/. 0AHaKO noaepXHOCT~ 

2 
Q = _e:_ = E = const 

~m 
/16/ 

+ -: 
yme HMe~T .aae HeCBR3aHHwe KOMnoHeHTW - nnocKOCTH p = PE = ±y 2mE. 
no3TOMY npH KamAOM 3Ha4eH~H E> 0 Ha /16/ ~MeiOTCR ABa nyT~ ~3 
(q',t') B (q",t"), Ha KOTOPWX 1 COOTBeTCTBeHHO, 

+ 
L\¢H=E = ±L\q 1/2mE - E L\t. /17/ 

dE rm 
Y4~TWBaR 3TH nyTH ~ HMeR B BHAY, 4TO ~H (E)"" --r-' V ~" nony-

2mt 2E 
4aeM 

(i) + _, m I/2 i m L\q2 
1:j = § + § = O(L\t) (--) exp (- --), 

2"m L\t tt 2 M 

T.e. pe3yllbTaT coana.aaeT c /14/. Era pa36HeHHe Ha 4aCTH 

(i)± "" dE !ii. il\t L\q '-"'=' 1 1:j = 8 (L\t) f -·V- exp [-, -- (E +' -·v 2mE) = 
o 2n11 2E 1\ L\t 

m 1/2 i ml\q2
1 1 Ti.' r;;-· · f""iil" 1 

= O(M) ( ) exp(-- --) -·±v-:-{C(L\qy~)-lS(l\q v--7-:-) l, 
il 2 L\t 2 2 nil L\t IT'fll\t 
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rAe C(z) H 8~)- HHTerpan~ $peHenR, COOTBeTCTByeT pa36HeHH~ 
nonHoi1 aMnnHTY.Il~ nepexoAa Ha aMnnHTYAY nepexona c p > 0 - §+ 
Hcp<O-§-. 

B oaccMoTpeHH~x cny4aRx /11/ H /16/, H3 /8/ cneAyeT 3HaKoM~i1 
BHA KBaHTOBOrO raMHfibTOHHaHa 

A p 2 £2 • 2 "=--=----a , 2m 2m q 
/18/ 

H KaK KnaCCH4eCKaR, TaK H KBaHTOBaR 3aAa4H o6naAa~T TpaHCnR~HOH
HOH CHMMeTpHei1 no q. 

3. B~6epeM Tenepb B Ka4eCTBe Q nepeb1.:1 HHTerpan 

Q Po pi\t -• =--=p(q- -) • /19/ 
.qo m 

EMy COOTBeTCTByeT KaHOHH4eCKH conpflmeHHbiH nepBbiH HHTerpan p = 

1 --q2-
2 0-

1 <PQ = 2 pq. 

1 -(q 
2 

p~t)2. u3 /6/ nony4aeM 
m 

TorAa Ha noeepxHOCTH Q = C = const 

~<P ,= ~-(q"2+q'2)- ~[q"2(1 + CM )-l+q'2(1 + £~)]. /20/ 
Q=C 2~t 2M m m 

B 3TOM cny4ae 

dllQ(C) .. dC lq'q"l1/2 (1+-Q.A!.)-1 
2rr~ m 

H 

§=O(M) (..!!~lq'q"l 1 /2 (1+ 9~.!)- 1 exp(l.~<PQ-c>= 
-oo 2rrll m 11 -

/21/ 

= O(M )_!I!_ I ~llq 'q "11/ 2 J (E!.l'l.!Ll )exp 1i [-~ (q" 2 + q' 2)- "l 1. 
il~t q' 0 t M 2b~t 

nerKO npoeepHTb, 4TO § YAOBneTBOpReT /4/ H, cneAOBaTenbHO, CoB
naAaeT c G. Tenepb 

'GI~t=+o"'2lq'q"l1/2 8(q"2-q,2) 
/22/ 

6 

\ 

' 

~ 

6yAeT RAPOM eAHHH4HOrO onepaTopa Ha npOCTpaHCTBe KBaApaTH4HO 
HHTerpHpyeMbiX ~YHK~HH, TOnbKO ecnH orpaHH4HTb HX o6naCTb onpe
AeneHHR AO (-oo,m,HnH A0(0,+oo), T.e. 3TOMY cnoco6y KBaHTOBaHHR 
COOTBeTCTBY~T ABe KBaHTOB~e 3aAa4H C pa3HbiMH npocTpaHCTBaMH 
KBaHTOBbiX COCTORHHH. B o60HX cny4aRX H3 /8/ nony4aeM 

-tl A2 ... p 
HQ = 2m 

1 

q2 .. ....!..1qr 112 p lql plql-
112

- /23/ 
Sm 2m 

BHAHO, 4To Bbl6op cnoeHHR Mai1epa e BHAe /18/ npHBOAHT K HecTaH
AaPTHOMY KBaHTOBaHH~ KnaCCH4eCKOi1 3aAa4H 0 CB060AHOi1 4'CTH~e. 
Ha B03MOmHOCTb KBaHTOBaHHi1 TaKoro THna yKa3~BanOCb B/2 • 

BamHO OTMeTHTb, 4TO npH 3TOM KBaHTOBaHHH KBaHTOBaR 3aAa4a 
TepReT TpaHCnR~HOHHY~ HHBapHaHTHOCTb, 4TO Ha nepBbli1 B3rnRA Bbi-
3~BaeT HeAOYMeHHe. 0Ha COXpaHReT KnaCCH4eCKy~ HHBapHaHTHOCTb 
C reHepaTOPOM /19/, KBaHTOBbiM aHanoroM KOTOpOrO RBnReTCR HHTer
panbHbli1 onepaTop c RAPOM 

<q"IQ I q'>= 

m B(q., ') i m2 I ; m .,2 2 M -q --h
2
M

2
1q'q"l 12 sign(q"2-q•2)eli 2,f;(q -q'.> 

MomHO npoeepHTb, 4TO OH YAOBneTBOpReT COOTHOWeHH~ 

A 1 A A at Q + rli [Q, H Q 1 = o. /24/ 

OTKYAa BHAHO, 4TO Q eCTb 3aBHCR~HH OT epeMeHH KBaHTOB~H nepBbiH 
HHTerpan CHCTeMbl C raMHnbTOHHaHOM /23/. 0AHaKO OH He RBnReTCR 
nepBbiM HHTerpanOM CHCTeMbl C KBaHTOBbiM raMHnbTOHHaHOM /18/. 

nony4eHHbli1 pe3ynbTaT cornacyeTCR c TeopeMoi1 BaH Xoea /19,20/, 
cornaCHO. KOTOpo.:\ npH KBaHTOBaHHH Henb3R COXpaHHTb BC~ KnaCCH4e
CKY~ anre6py cKo6oK nyaccoHa. B 4aCTHOCTH, Henb3R nocTpoHTb KBaH
TOBbli1 aHanor ecei1 anre6p~ nH H3 nepeblx HHTerpanoe KnaccH4eCKo.:1 
3aAa4H. HanOMHHM, 4TO KnaCCH4eCKaR CHCTeMa C 0 CTeneHRMH CB06o
Abl HMeeT 2fl ~YHK~HOHanbHO He3aBHCHMbiX nepBbiX HHTerpanOB 
I (p, q, t) /2 1( TaK KaK n~6aR ~YHK~HR OT HHX CHOBa eCTb nepBbli1 HH
Terpan, TO HMeeTCR 6eCKOHe4HOMepHaR anre6pa nH H3 nHHe.:\HO He-
3aBHCHM~X nepBbiX HHTerpanoB. Bee OHH RBnR~TCR reHepaTopaMH Ka
HOHH4eCKHX npeo6pa30BaHHH CHMMeTpHH /T.e. npeo6pa30BaHHH, KOTO
pble nepeBOART peweHHR ypaBHeHHi1 faMHnbTOHa CHOBa B TaKHe peWeHHR/. 
0TpH~aTenbHbli1 pe3ynbTaT BaH Xoea, noKa3~eaeT, 4To e KBaHTOBOH 
3aAa4e, no cpaBHeHH~ C KfiaCCH4eCKOH, fiYAYT yTepRHbl Te HnH HHble 
CHMMeTpHH, B 3aBHCHMOCTH OT cnoco6a KBaHTOBaHHR. Haw npHMep no
Ka3b1BaeT, 4TO, ecnH KBaHTOBaHHe onpeAeneHo Bb16opoM cnoeHHR Mai1-
epa npH noMO~H ~YHK~HH /1/, TO B KBaHTOBOH 3aAa4e coxpaHR~TCR 

7 



KnaCCH4eCKHe CHMMeTpHH, nopO*AeHH~e reHepaTopaMH Qa• liao6opoT, 
3aAaHHe KOMMyTaTHBHOH anre6p~ CHMMeTPHH C pa3MepHOCTb~, paBHOH 
KOnH4eCTBy CTeneHeH CBOOOA~ CHCTeM~, OAH03Ha4HO onpeAenReT cnoe
HHe MaHepa mQ. TeM caM~M Tpe6oeaHHe nepeHoca TaKOH anre6p~ CHM
MeTpHH H3 KnaCCH4eCKOH B KBaHTOBY~ 3aAa4y OAH02Ha4HO onpeAenReT 
cnoco6 KBaHTOBaHHR. H~ He 6yAeM AOKa3~BaTb 3AeCb 3To o~ee YT
BeP*AeHwe. 

CneAyeT OTMeTHTb, 4TO /23/ eCTb raMHnbTOHHaH C CHHrynRpH~M 
noTeH4HanoM, T.e. onepaTOp C OTnH4H~M'OT HynR HHAeKCOM Ae~eKTa. 
PeweHwe ~opManbH~x npo6neM, B03HHKa~~wx npw pa6oTe c TaKHMH one
paTopaMH, onHcaHo s/22/. B HaweM noAXOAe 3TH npo6neM~ He 04eHb 
Cy~eCTBeHH~, nOCKOnbKY raMHnbTOHHaH /23/ M~ nony4HnH nocne Toro, 
KaK pewHnH KBaHTOBY~ 3aAa4y, T.e. H3 ~YHK4HH fpHHa /21/. 

B~RCHHM Knacc TpaeKTOPHH, CYMMHPOBaHHe no KOTOPOMY 8 HHTer
pane no nyTRM BocnpOH3BOAHT H3BeCTH~e peaynbTaT~ /4/ B e~e ABYX 
npocT~x cny4aRx: 

Ei. JlBH>KeHHe e none nocToRHHOH cwn~ F"' const: 

~ 2 _. .... 
H= _E_ -F·r. 

2m 
/25/ 

nonH~H Ha6op KaHoHH4eCKH conpR*eHH~x nepe~x HHTerpanoe 3aAa~T 
Ha4anbHble ycnoBHR, KaK ~YHK4HH Ha M ~~[ I: 

-+ 
-+ -+ ~ • . -+ -+ p . L\t 2 ~ 
i! = 1' - r LlL , r = c - -- Lit + --- r· . 

o o m 2m 

8bl6epeM cnoeHHe t1aHepa npw noMo~H nonHoro HHeon~THBHoro Ha6opa: 

~ -+ ..... ... 
Q=Po=P-FM. 

TorAa /6/ npHBOAHT K 

-+ -+ p2 L\t2 ... -+ L\t 3 ;t 
r/J... = P· r - - L\t + -- p ·F - -- r· 

Po 2m 2m 6m 

OTKYAa 

L\f/J... ;t = c. (L\r - M\;>) - ~ c2 + F. r ... , L\t - M \;2 
~=~ 2m 2m ~ 

... 3... 3 
113/7/ BHAHO, 4TO dll-+ (C)~d C/(277ft), H TOrAa np11 nOMO~I1 /3/, 

Po 

npoeepRR /4/, nony4aeM 3HaKoM~H peaynbTaT/41: 

G = O(L\t) (-~)3/2 expl.2_[-~ Ar ... 2+ ~F· (;,_;,) _ ~3 
F2) 1 

2"iii L\t 1i 2 At 2 24 
/27/ 
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B. TpexMepH~H raPMOHH4eCKHH oc411nnRTop 

-+2 2 
H =_p_+~f"2 

2m 2 
/28/ 

B 3TOM cny4ae 

... -+ -+ 
P0 = P cos w M + mw r sin w L\t, 

... 
-+ -+ p 
r 0 '"' r cos w L\t - -- sin w M. 

mw 

CnoeHI1e MaHepa e~6epeM npw noM~I1 HHBon~THBHoro Ha6opa neps~x 
HHTerpanoe 

.... .... ....... .... 
Q = P 0 = p cos w L\t + m w r sin w L\t • 

TorAa H3 /6/ 11 /7/ nony4aeM COOTBeTCTBeHHO: 

r/J ... 
Po 

... -+ 2 1 -+2 2 2 -+2 
= p • r cos w L\t- -- (p - m w r ) sin (2w L\t), 

4mw 

... d3 c 3/2 
dll-+ (C)= --(cos w L\t) 

Po (2nti)3 

B peaynbTaTe HHTep~epeH4HH MaHepa, cornacHo /3/, nony4aeM aMnnw-
7".iMJ~ ~CpC~VMU 

tu m w :J/2 i m w -+ 2 -+ 2 -+ -+ 1 
~'"' 6(L\t) ( J expl- [(r" +r' )coswl\t-2r'~r11. /29 

27tih sin w L\t ii 2 sin w L\t 

KOTOpaR YAOBneTBOPReT ycnOBH~ /4/ 11 BOCnpOH3BOAHT H3BeCTH~H pe-
3ynbTaT AnR G /4/. 

TaKHM o6paaoM, M~ npoAeMoHcTpl1poeanl1 Ha npocTeHwwx npwMepax 
HeKOTOp~e B03MO*HOCTH H oco6eHHOCTH npeAnaraeMOH npo4eAYP~ B~-
4HCneHI1R HHTerpanoe no nyTRM. rnaeHaR ee 4epTa - 4eTKoe onpeAe
neHI1e Knacca nyTeH, no KOTOPOMY BeAeTCR CYMMHPOBaHHe B HHTerpane 
no nyTRM. KaK M~ y6eAHn~cb, 3TOT Knacc cneAYeT aaAaBaTb npw no
MO~H CnOeHHR. MaHepa m Q 8 KnaCCH4eCKOM npOCTpaHCTBe COCTORHHH, 
3TO 3KBHBaneHTHO 3aAaHH~ npo4eAYP~ KBaHTOBaHHR KnaCCH4eCKOH 3a
Aa411 H n03BOnReT npocneA11Tb CBR3b Me*AY KBaHTOBaHHeM H CHMMeT
PHRMH, 

npoAeMOHCTpHpOBaHO, 4TO npH KBaHTOBaHI111 Henb3R COXpaHHTb see 
KnaCCH4eCKHe CI1MMeTpHH, 4TO, B03MO*HO, fipocaeT CBeT Ha aKTyanb
HY~ npo6neMy KBaH~OBaHI1R 3aAa411 0 penRTHBHCTCKOH CTpyHe, CBR-
3aHHOH c KBaHTOBOH xpoMOA11HaMHKOH. KaK 113BeCTHol231, npwMeHReM~e 
B 3TOH 3aAa4e cnoco6~ KBaHTOBaHHR npHBOART K noTepe nopeH4-11H
eapl1aHTHOCTH Ha KBaHTOBOM YPOBHe. 8o3MOmHO, 4TO 3TO CBR3aHO 
C HeyAa4HO B~6paHH~M cnoco60M KBaHTOBaHI1R, 
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B HaweM nOAXOAe YAaeTcR on~caTb, Kasanocb 6~, 4~CTo KBaHToey~ 
npo6neMy KBaHTOBaH~R nOflHOCTb~ Ha KflaCCH4eCKOM RS~Ke. noA06H~e 
pesynbTaT~ HaMeT~n~cb ~ e ~opMan~sMe reoMeTp~4ecKoro KBaHToea
H~R / 24/, CBRSb KOTOporo C HaW~M nOAXOAOM >KeflaTeflbHO npocneA~Tb 
6onee AeTaflbHO. 

OTKP~T~M~ eonpocaM~ ocTa~TCR nonHoe o6ocHOBaH~e e~pa>KeH~R 
17 I AflR d IL Q B o6114eM cny4ae, a TaK>:<e AeTaflbHOe ~sy4eH~e CBRS~ 
Me>:<AY B~6opOM CflOeH~R ~1ai1epa :lJl Q ~ B~6opoM KBaHTOBaHHR. 

C ~HS~4eCKOH T04K~ speH~R OCTaeTCR OCHOBH~M Bonpoc 0 CM~cne 
pasH~X KBaHTOBaHHH. Mo>KHO HaAeRTbCR, 4TO CBeAeH~e npo6neM~ KBaH
TOBaH~R K B~6opy 4~CTO KflaCCH4eCKOro 06beKTa - CflOeH~e Mai1epa, 
~ HaMe4eHHaR B~We CBRSb C C~MMeTp~RM~ SaAa4H, nOSBOflRT paso-
6paTbCR B 3TOH np~H~~n~aflbHOH npo6neMe, OCTaBWeHCR HepeweHHOH 
CO BpeMeH COSAaH~R KBaHTOBOH MexaHHK~. 

AeTop rny6oKo np~sHaTeneH &.M.6ap6awoey sa nOAAeP>KKY, nocTORH
H~i1 ~HTepec K pa6oTe H MHOr04~CfleHH~e o6CY>KAeH~R, a TaK>Ke M.C.3na
TeBy, M.T.ToAopoey, A.~.~oHKOBy ~ B.B.HecTepeHKO sa CT~Myn~py~-
114~e A~CKycc~~ Ha pasH~x 3Tanax e~nonHeH~R pa6oT~. 

Oco6eHHO np~RTHo no6naroAaP~Tb B.H.nonoea ~ B.C.6ycnaeea 
sa o6CY>KAeH~e Hoeoro cnoco6a annpoKC~Ma~~i1 ~HTerpanoe no nyTRM, 
a TaK>Ke 6.KocTaHTa ~ A.A.K~p~nnoea sa A~CKYCCHH no .MaTeMaT~4e
CK~M npo6neMaM 3Toro cnoco6a. 
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