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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Релятивистская задача двух одинаковых тел, притягивающихся 

друг к другу с постоянной по модулю с илой, может быть представ

лена / l / как задача о двумерной минимальной поверхности в четы
рехмерном псевдое~клидовом пространстве Е tl,Э), задаваемой двумя 
функциями, ~(t) и k (t). Ось времени t считаем осью симметрии мини
мальной поверхности, так что если ее задать в виде 

-r= ; <Тj.t), /1/ 

то функция У нечетна относительно первого аргумента. Параметр Т/ 
меняется в пределах 

-~(t) ::: ·Т/ :s: ~(t ) , 

где ~(t) - упомянутая выше функция. 
Граничные линии Т/ = -~(t) и Т/ = ~(t) поверхности 111 рассматри

ваем как мировые траектории первого и второго тел . Мировая тра

ектория второго тела записывается также в виде 

-r = x(t) = y(~ (t), t), 

а ~ировая траектория первого тела - в виде 

-r = -x(t) =; <-~<t), t). 

Если импульс второго тела равен Р (t) , то импульс первого тела 
равен - ·Р (t). Импульс p(t) вычисляется по формулам релятивистской 
механики материальной точки: 

p(t) p 0 (t) Х (t), /2/ 

где 

p o(t) m [ 1 _ 1 ~ c(t) 12 ( У. /3/ 

m- масса покоя тела, с - с корость света. В качестве краевого 

условия для минимальной поверхности принимаем 

F 
pO(t) + - 2 ~(t) = ( ' 

с 

- -- '----· . ' . . .... '"""'"' ' 
1:-: ~:ж.~~~;~- . 
бИF· ,,_, с: ·~;:::~ ;А ~ 

~ --·-----·-· 

/4/ 
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rAe F - KOHCTaHTa S3aHMOAeJIICTSHfl Tell, € - KOHCTaHTa, pasHafl 
nOilOSHHe 3HeprHH CHCTeM~. 

4TO KaCaeTCfl ~YHK~I-11-1 k(t), TO OHa pasHa 

... ~hl ... 
k(t)=P 0 (t)x(t) + ~ J y( 71 ,t)d71. 

c 0 . . . 
/5/ 

npeAnOilaraeTCfl, 4TO OHa HMeeT Henpep~SHY~ npOH3SOAHY~ k (t) 
TpeTbero nOPfiAKa 1-1 4TO MOAYilb ee STOPOH npOH3SOAHOH paseH KOH
CTaHTe S3aHMOAeHCTSHfl, TO eCTb 

.. 
I k (t)i = F. 

C APYrOH CTOPOH~, noilaraeM 

..... c ~ 
y ( 11 • t) = -- [ k ( t + ..!1..) 

2F c 
~ 11 
k(t--)] 

c 

TaK 4TO 

rAe 

rAe 

x(t) =--£...[i (u(t)) - k (v(t))}, 
2F 

u(t) = t + {(t) 
c • 

v(t) = t _ ~(t) -c-. 

nepsafl KsaApaTH4Hafl ~opMa nosepxHocTH /~/ pasHa 

2 2 2 -+2 ~ ~ 2 2 
ds = c dt - dy = cos~t\(71.t)[c~dt - d71]. 

2 
F cos 2/1 ( 71 • t) 

. . . . 
k (t+ .!1..) k (t- .!1..). 

c c 

C4HTafl ee peryilfiPHOH, no11araeM 

TT _..!!... < M11. t) < 2 . 
2 

06oaHa4afl 

11(t) "' Mf(t). t). 

2 

!61 

171 

/8/ 

/9/ 

/10/ 

,. 

.. 

HaXOAHM 
'l-4' . •,.; 

F 2 cos2/1 (t) = x. (u (t)) k (v (t)) • 

B cooTseTCTBHH c /10/ no11araeM 

0~11(t) < ; • 

no ~PMYile /3/ noi1y4aeM 

po(t) = m 

yu(t) v(t) cos/1(t) 

Cor11acHo /7/ 

F .... < 1 a ~ 71 ... 71 -2 y 11.t)=--2 -[k(t+-)+ k(t --)1. 
c ~ c c 

noACTaBilflfl 3TO B /5/, noi1y4aeM 

p 0 (t) i (t) = ~ [k (u(t))+ k(v(t))]. 

A~epeH~HPYfl /5/ a CHilY ycilOSHfl /4/ noi1y4aeM 

• 1;' ~t) .:l • 

k(t) = p(t) +-; J ....::.. y(71, t)~. 
c 0 at 

noACTaSilfiR COAa /13/, HaXOAHM 

1 • ~ 
p(t) = "2[ i" (u(t)) + k(v(t))]. 

H3 /2/ H /3/ cileAyeT, 4TO 

0 ... 
P (t) = v m2 + [ P (t) ] 2 

c 

/11/ 

/12/ 

/13/ 

/14/ 

/15/ 

/16/ 

noACTaBilRfl C~Aa /16/, HapfiAY C /4/ H /12/ noi1y4aeM e~e OAHO B~pa
IKeHHe AI1fl p 0 (t). 

Aa11ee, H3 $QpMyi1~ /2/ CileAYeT, 4TO 

~· ... !o d p 0 (t) X (t) = p(t) - X (t)(i"tp 0 (t), 

noACTaBilflfl COAa /4/, /8/ H /9/, HaXOAHM 
·-: •-$' ~ • • 

p 0 (t) x (t) = -![ k (u (t)) + k (v(t))] u (t) v(t). /17/ 
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где F - константа взаимодействия тел, Е - константа, равная 
половине энергии системы. 

Что касается функции k(t), то она равна 

_, F ~(t)_, 
k (t) = p 0 (t) Х (t) + -:т J У ( 1) 0 t) dl) • 

с о . .. 
/51 

Предполагается, что она имеет непрерывную производную k (t) 
третьего порядка и что модуль ее второй производной равен кон

станте взаимодействия, то есть 

1 k (t) \ = F. 

С другой стороны, полагаем 

. 
у ( 1) • t) = - ~ [ k ( t + .!L) 

2F с 

~ 1) 
k (t--)] 

с 

так что 

где 

где 

x(t)=--Q....[~(u(t))- k(v(t))], 
2F 

u(t) = t + §QL 
с • 

v(t) = t _ ~(t) 
-с-. 

Первая квадратичная форма поверхности /1/ равна 

2 2 2 -> 2 ry ry 2 2 
d s = с d t - d У = cos- л (7] • t) r с- dt - d 1) J • 

2 
F cos2~(7J,t) 

. . . . _, ... 
k (t+.!l..)k (t-.!1..). 

с с 

Считая ее регулярной, полагаем 

" _.,.!_<~(7],t) < 2. 
2 

Обозначая 

Mt) ,., ~a<t>. t) . 

2 

!61 

171 

!81 

191 

/10/ 

., 
·' 

,1' 

находим 

~ : •,; 
F 2 cos2~(t) = k (u(t)) k (v(t)). 

В соответствии с /10/ полагаем 

o~~(t) < ; • 

По формуле /3/ получаем 

po(t) = m 
...; u (t) v(t) · сов!'! (t) 

Согласно /7/ 

F ... lд-о 7J _, 7J 
- 2 Y(7J,t)=---[k(t+-)+ k(t --)]. 
с 2дrу с с 

Подставляя это в /5/, получаем 

p 0 (t)x(t)= ~ [k(u(t))+ k(v(t))]. 

Дифференцируя /5/ в силу условия /4/ получаем 

~ ... F ~(t) д ... 
k(t) = p(t) + - 2 f - Y(7J, t)d7J. 

с о дt 

Подставляя сюда /13/, находим 

1 • ~ p(t) = 2 [ lt (u(t)) + k(v(t))]. 

Из /2/ и /3/ следует, что 

о ~ (t\ р (t) .= ym2 + [bl]2 
с 

1111 

/12/ 

/13/ 

/14/ 

/15/ 

/16/ 

Подставляя сюда /16/, наряду с /4/ и /12/ nолучаем еще одно выра
жение для p0 (t), 

Далее, из формулы /2/ следует, что 

~· ..s • d 
p 0 (t) Х (t) = p(t) - Х (t)dtpO(t), 

Подставляя сюда /4/, /8/ и /9/, находим 

p 0 (t) 1 (t) = -![ i: (u (t)) + \t (v(t))] u (t) v (t). /17/ 
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Эту же формулу можно получить, дифференцируя /15/ и учитывая 
равенства 

< 1 д2 д 2 ... . 
? дt! - дТj2) у (Т}, t) =о, 

~ д 
k (t) =- F......,- У(ТJ, t)l 

UТJ 7]=0 

Квадрат модуля 4-силы, действующей на тело, равен 

(~)2[( dp)2 
m аг 

В силу тождества 

2 dp0 

с <ar)2J = F2. 

i- d~l(p0)2[( ~f)2 -c2(dpo)2JI=(Po) d2x d2p ... 
dt d~2 dt2 

из /18/ следует, что 

.. .. 
х (t) р (t) = о. 

Вторая производная функции /16/ равна 

р (t) = ~ [ ~ (u) u2 + ~ (v) v 2 + If (u) и· + iZ (v) v] 

Умножая ее на /17/, в силу /19/, /6/ и /9/ получаем 

~ ~ ·~ ~ 2 
k (u) k (v) v 2 + k (v) k (u) u = О. 

/18/ 

/19/ 

/20/ 

Заменяя в этой процедуре /17/ на вторую производную функции /8/, 
находим 

~ .. 
1 k (u) 1 ti 2 = 1 k (v) 1 v 2 • /21/ 

Релятивистская задача двух одинаковых тел с постоянной по ве
личине силой притяжения, равной F,сводится к тому, чтобы по 

приведенным выше формулам найти функции .f (t) и k(t). 
Мы будем решать эту задачу при условии, что функция ,f(~ 

не зависит от времени t. При этом условии согласно формулам 
/4/ и /12/ функции P0 (t) и L'1(t) также не зависят от времени t, 
а сами формулы записываются в виде 

4 

• 

F 
рО + -,f 

с2 

Ро= ~ 
cos L'1 

l, /22/ 

/23/ 

Из /8/ и 114/ следует, что при ~ = const функция it(t) удовлетво
ряет уравнению 

mc ~ · ~ ~ ~ F ... ~ ... ~ 
--[ k (t + -) - k (t - -)] = -- [ k (t + -) + k (t- - ) ] 
2cosl'1 с с 2 с с 

Из формулы /8/ получаем 

1 i {t) 1 = с sin L'1 , 

а из формулы /17/ следует, что 

.. F 2 
1 х (t) 1 = - cos L'1 • 

m 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

Согласно /24/ функция k(t) удовлетворяет уравнению 

. . 
z (t - а) - z (t + а)= Л [ z (t - а)+ z ... (t + а)] 

/24/ 

/25/ 

/26/ 

/27/ 

с отклоняющимся аргументом. В этом уравнении а и Л - положитель

ные константы, равные 

а= -f , л = _F cosl'1. 
mc 

/28/ 

Дифференцируя /271 по t, находим, что такому же уравнению удое-. ~ 

летворяют первая и вторая производные k(t) и k (t). Третий раз 
дифференцировать поначалу мы не имеем права, поскольку предполо

жили, что существует непрерывная производная третьего порядка, 

а с четвертой производной никаких предположений не стали делать. 
~ 

Будем считать' ЧТО в уравнении /271 z(t) = k (t). Поэтому в со-
ответстви~ с /6/ к уравнению /27/ добавим условие 

1 z<t>l =F, /29/ 

угол между векторами z(t ~а) и z(t +а) обозначим 2L'1 и будем счи
тать' чт.о функция z(t) непрерывно дифференцируема. 

5 



До~ажем, что только из /27/ и /29/ следует, что угол ~ не 
зависит от времени . Для этого введем функцию 

... 1 ... ... ) z 1(t)= 2 [z(t-a)-z(t+a), /30/ 

связанную с функцией i(t) простым соотношением cz\ (t) = F it(t), , 
Согласно /27/ ее nроизводная равна 

~ л -+ -+ 
z 1(t) = "2[ z(t- а)+ z (t +а)], /)1/ 

в силу условия /29/ модуль 

1 i 1(t)l = F 1 /32/ 

не зависит от времен~ t. Действительно, умножая /30/ на /31/, 

получаем F1F1= Z'l(t)Z'1(t)= О, т.е. F 1 =Const,Taк как согласно 
/29/ и /30/ 

F 1 = F sin~, /33/ 

то и угол ~ не зависит от времени t. 
Модуль 

1 z 1 (t) 1 = а 1 /34/ 

ПРОИЗВОДНОЙ Zl(t) также Не ЗаВИСИТ ОТ времеНИ t, ПОСКОЛЬКУ ИЗ 
/29/ и /31/ следует, что 

а 1 = л F cos ~ • 

По существу формулы /33/ и /35/ эквивалентны формулам /25/ 
и /26/. 

/35/ 

Заметим, что функция /30/ удовлетворяет уравнению /27/. Дей
ствительно, согласно /30/ 

z1 (t - а)= ~ [ z(t - 2а) - z (t)) : 

... 1 ... ... 
z1 (t+a) =

2
[z(t)- z(t + 2а)), 

а значит, 

z\ (t - а) + z 1 (t + а) = ~ [ z(t - 2а) - . z(t + 2а)) , /36/ 

6 

С другой стороны, согласно /31/ · 

!о ,\ [ ... ... z 1 (t - а)= 
2 

z (t - 2а) + z (t) .), 

~ ,\ ... ... ) 
z1 (t + а)= 2 [ z (t) + z (t + 2а) , 

а значит, 

• ~ л -+ -+ 
z 1 (t - а) - z 1 (t + а)= F[ z (t - 2а) - z (t + 2а)), /37/ 

Сравнивая /36/ и /37/, заключаем, что функция /30/ удовлетворя
ет уравнению /27/. 

Из /31/ следует, что функция Z1(t) имеет неnрерывную производ
ную второго порядка, поскольку функция z(t) неnрерывно дифферен
цируема. Поэтому уравнению /27/ удовлетворяет не только функция 
/30/, но и ее производная 

• 1 • • 
zl(t)=2[z(t-a)-z(t+a)), /38/ 

Шаг, сделанный ОТ z(t) к zl(t), можно повторить, введя функ-
цию 

z2(t)= ~[z1(t-a)-z1(t+a)), /39/ 

имеющую непреры~ную производную третьего nорядка, поскольку 

~ ,\ [ .... ) ... )) " z 2 (t) = 2 z 1 (t - а + z 1 (t + а, , /40/ 

Эта функция и ее производные первых двух nорядков удовлетворяют 

уравнению /271. . 
Из ~ормул /34/, /39/ И /40/ следует, ЧТО модули F2 = 1 Z2(t)l, 

а2 = lz2(t)1 и угол 2~ 1 между векторами Z'1(t-a) и z 1(t+a) не 
зависят от времени t. Подобно /33/ и /35/ · 

F 2 = F 1 sin ~ 1 , а 2 = л F1 cos ~ 1 • /41/ 

Дифференцируя формулы /39/ и /40/, nриходим к выводу, что 
-' '..J • 

мо~ули а 2 = 1 z 2 (t) 1 , н2 = 1 z 2(t) 1 и угоЛ 26 между векторами z 1 (t - а) 

и z1 (t +а) не зависят ОТ времени t. Подобно /33/ и /35/ 

а 2 · = а1 sin6, Н 2 = ла 1 соs6. /42/ 

7 



Сравнивая /33/, /35/, /41/ и /42/, находим 

F2 = F sin ~ sin ~ 1 , 
2 

Н 2 =Л F cos~cosO, 
/43/ 

G 2 = Л F sin ~ cos ~ 1 = Л F cos ~ sin е . 

Следовательно, 

sin ~ cos ~ 1 = cos ~ sin е . /44/ 

Далее, из /30/ и /31/ следует, что 

-+ . 1~ .... 
а/ z(t) = Tz 1(t +а)+ z 1(t +а), 

-+ 1~ -+ 
б/ z (t) =Т z 1 (t - а) - z 1 (t - а). 

/45/ 

Равным образом 

~ 1 ~ ~ 
а/ z1 (t) = Tz 2(t +а)+ z 2(t +а), 

/46/ 
/ ~() 1~ ~ б z 1 t =тz 2(t-a)-z 2(t-a). 

Из этих формул следует, что при F > О , Л> О , а> О модуль Н 2 
не равен нулю. Действительно, если Н2 =0, то z-2(t) - линейная 
функция от времени t. В таком случае из уравнения /27/ /которому 
УДОВЛеТВОряеТ~ фуНКЦИЯ Z2 (t) / ВЫТеКает, ЧТО ТОЖДеСТВеННО Z2 (t) = 0, 
а значит, и z (t) = О, что противоречит условию /29/ при F > О. 

Равным образом отличны от нуля модули G 2 , F2 · , G1 , F1 , 

а, следовательно, углы~ , ~~ и О положительны и меньше чем " / 2. 
Рассмотрим теперь векторную функцию w(t), о которой, как 

и о ~«). известно, что она имеет непрерывную производную третье
го порядка и что ее модуль и модули ее первой и второй производ
ных постоянны, положительны и равны { , g , h соответственно. 

По условию имеем 

r 2 
. . 2 ..... 

h2, ~~ ~ ~ ~--ww = . w w = g , ww = 

. . ... ... -. 
->-> 

о, ->-> 
о, 

-> -> 
о, w w = w w = ww = 

->!J 
g2= о, .!t>!.l h2 ww + ww + = о, 

w~ = о. 

8 

Отсюда следует, что векторы 

-+ -+ .... ~ -+ 2~ 2-+ .... 2 4 2 ~ 
е 1 = w , е 2 = w , е3 = f w + g w , е 4 = g w + h w 

взаимно ортагональны. Скалярный квадрат вектора е3 не зависит 
от времени t, т. к. 

-> ~ 2 2 2 4 
е 3 е 3 с: f (f h - g ). 

Следовательно /ввиду трехмерности пространства, т.е. Трехкомпо

нентнасти вектора w 1, если е3 f, О, то е 4 = О. Однако е 4 = О и в том 
случае, когда е3 = О.Действительно, если е3 =О,то fh=g2 · 

~ -2 2 ... 2 -2 _.; -> 
и е4 =f g е 3 =h g е3 =0.Таким образом, функция w(t) явля-

ется решением дифференциального уравнения 

d3w -> 

2~ =о, h 
-- + /l /l = -
dtз dt g 

а значит, 

_. ( ) _. .'. sin 11 t ~ 1 - cos 11 t 
w t = w 0 + w0 -- + w0 ---

/l /12 

где w0 , w 0 и w 0 - значения функции w (t) и ее первой и второй 
производных при t = О, удовлетворяющие условиям 

-> w 2 .!, .!, 2 
wo о= f ' wowo = g , 

'-' !J 2 
w 0w0 = h 

w0 w0 =о, 
. 
-> -> 

о, wo wo = 

-> 
.. 

2 -> 
= о. wowo + g 

Как нетрудно видеть, конец вектора \Z (t) находится в равномерном 
круговом дви~ении с центром, лежащим в конце вектора 

-> -> ( ) -2 "..; "< ) ~ -2 "..; 2 2 q = w t + 11 W t = W о + /l w0 • Так как h qq = f" е е 
.... .... .... .... 3 3• 

то е 3 = О,если q =О, и q = 0, если е 3 = О.В этом частном случае 

_. -> -> sin 11 t W(t) = Wo COS/).t + w0 --
/1 

Прилагая полученный результат к функции z 2(t), находим 
~ (t) _ -> (О) ~ (О) sinы t ~ (О) 1 - coSыt z 2 - z 2 + z 2 --- + z2 ----- , 

ы ы2 / 47/ 

9 



где 

н2 
си=-· 

02 

Подставляя /47/ в /46/, видим, что согласно выражению а/ конец 
вектора z\(t) описывает окружность с центром, лежащим в конце 

~ ~ -2 ~ 
вектора q2 = z 2(0) + си z 2 (О), а согласно выражению б/ - окруж-
н_рсть с центром, лежащим в конце вектора - q2 • Следовательно, 
q 2 = О,а значит, 

..., ..., ~ sincu t 
z 2(t)=z 2 (0)coscut + z2(0)--, 

(L) 

причем 

н2 о2 
cu=-=-

02 F2 

Подставляя в последнюю формулу модули /43/, находим 

0=~~=~. 

причем 

(L) = ,\ cos ~ 
sin л 

Теперь формулы /46/ принимают вид 

а/ z\(t)"" _z
2

(o) sin(шt . +:Ua -М + i2(0) cos{cut + ш:- Л) 
си sin · 

б/ z
1
(t)=-Z

2
(0) sin(шt .-cua+~)+ i (О) cos(cut-cua+Л) 

~·-л 2 си sin ~ 

откуда вытекает, что 

~=ша 

и что 

..., .... sin си t ..: cos си t 
z1 (t) = - z 2 (О)-. -:г-+ z 2(0) --. --

sшо си sш~ 
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/48/ 

/49/ 

/50/ 

/51/ 

/52/ 

Подставляя /52/ в /45/, находим 

.... 1 [ ..., :. sincu t 
z(t) =- -. -

2
- z 2(0)coscu t + z 2(0) ] • 

Sln ~ си 

Итак, 

.. 
k(t) = ;(t). 

причем 

F cos
2 ~ 

cu=--.--
mc sin ~ 

Согласно /51/ м /28/ 

F( 
. ---,

mc 

Лsin~ 

cos
2 ~ 

/53/ 

/54/ 

/55/ 

/56/ 

Из /22/, /23/ и /56/ находим зависимость энергии ( от угла ~: 

то 

( 

m 
1 ~sinЛ 

СОsд + cos2 ~ 

Далее, так как 

~ с 
х (t) = "F z 1 (t). 

.!., (J) .... 

z (t) = - -- z 1 (t). 
sin ~ 

..., mc ..., ..., ..., mc2 2 .... 
p(t)= z 1 ~t), х(t)=Хц- -

2 
tg ~z(t), 

Fcos ~ F 
.... 

/57/ 

где хц - постоянный вектор, указывающий центр окружности, по 

которой равномерно движется конец вектора х(~. Подставляя эти 
формулы в /8/ и /16/, получаем хц =0 и 

i(t)= . mc z\(t). 
Fcos 2 Л 

/58/ 

Следовательно, 

..... mc2 2~ ~ !-. 
x(t)=---2 tg ~k(t), p(t)= cos~k(t). 

F 
/59/ 

11 



Располагая формулой /58/, нетрудно найти функцию /7/. Она 
равна 

У(ТJ. t) =·-
l<i1) 

sin с 
;(t). /60/ 

Таким образом, поверхность /1/ является геликоидом 12 1 ,раполо
женным ~трехмерной псевдоевклидовой гиперпл~скости.Е~1 2

L, со
держащеи ось времени t и начальные векторы х(О) и х(О). ' 'llод
ставляя /60/ в /5/, находим, что 

.. 2 
k(t)+w k(t)=O. 
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Шавохина Н.С. Р2-83-231 
О круговом реляти~истском движении двух одинаковь~ тел 

Предложенная автором система уравнений с отклоняющимся 
аргументом для двумерной минимальной поверхности в четырех

мерном псевдоевклидовом пространстве, описывающая реляти

вистское движение двух одинаковых тел, если они притягиваются 

друг к другу с постоянной по модулю силой, решена в случае 

постоянного отклонения аргумента. Полученное решение описы

вает равномерное круговое движение тел и задает в четырех

мерном пространстве геликоид,целиком умещающийся в псевдо

евклидовой гиперплоскости. 

Работа выполнена в Лаборатории ядерных проблем ОИЯИ. 

Препринт Об1>единенно_го института 11дерных исследований. Дубна 1983 

Shavokhina N~S. Р2-83-231 
On Circular Relativistic Motion of Two Identical Bodies 

А system found Ьу the author of equations with а deviat
ing argument for а two-dimensional minimal surface in the 
pseudo-Euclidean space which describes the relativistic mo
tion of two identical bodies, if they ·attract with the force 
modulo constant, is solved in the case of а constant devia
tion of the argument. The solution derived defines the heli
coid lying entirely in the pseudo-Euclidean hyperplane and 
describes а uniform circular motion of bodies. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Nuclear ProЬlems, JINR. 

Preprint of the Joint lnstitute for Nuclear Research. Dubna 1983 
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