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В последние годы возрастает интерес к супергравитации и уже 
начали появляться работы о решениях ее уравнений ! / 1- а /. В этой 
связи в настоящей работе строится суперсимметричный аналог 
классификации Петрова пространства Эйнштейна. Отметим, что 
в супергравитации имеется "материальное" поле, гравитино. Со
ответственно у уравнений Эйнштейна появляется источник, и поэ
тому тензор Вейля уже не совпадает с тензором Римана. Однако 
его можно классифицировать по Петрову / 8 /, и в настоящей работе 
мы будем использовать канонические типы тензора Вейля C a b c d . 
В супергравитации он входит в одно суперполе * аЯу с напряжен
ностью поля гравитино8 ао. Поэтому алгебраические условия, 
определяющие канонический тип C s b c d .сопровождаются соответ
ственными уравнениями, содержащими S ao„В данной работе иссле
дуются возможные суперсимметрические связи, совместные с клас
сификацией Петрова. 

Полученные формулы приобретают простой вид для вырожденных 
канонических типов. Обсуждается также линеаризованное прибли
жение. Как и следовало ожидать из плоской суперсимметрии, в 
этом приближении решения для гравитино в случае канонических 
типов!4] и [8.1] суть волны со спиральностью 3/2, распростра
няющиеся вдоль вырожденного главного изотопного направления 
тензора Вейля. 

Работа строится следующим образом. Сначала даются общие 
понятия, связанные с классификацией пространств Эйнштейна. 
В разделе 2 обсуждается суперсимметризация последней. В раз
деле 3 получены соответствующие уравнения для компонент супер-
поля W Qo минимальным образом ограничивающие напряженности 
8аау, для максимально вырожденного типа. Для некоторых из ос
тальных типов формулы приведены а линеаризованном приближении. 
В приложении рассматриваются решения некоторых связей из 
раздела 3. 

1. Напомним основные положения классификации Петрова для 
пространств Эйнштейна. Тензор Римана для этих пространств сов
падает с тензором Вейля C a b c d , который можно записать в двух-
компонентном виде''3,4/ как 

С . . = l / 4 < 7 a « < 7 ^ a ^ < 7 ^ ( C e Ri..(.I + C - . . . £ а( е ) , abed а Ь с d а/Зуб а$ у8 afiyS а/3 у8 
/ 1 . 1 / 

a.b, c f d = 1,2,3.4. а, /3 = 1,2, 
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где а а =|1,<7j I; о - i = l,2»3 - матрицы Паули; Caavs - пол
ностью симметрический по индексам спинор. Он допускает канони
ческое разложение 
, С«РУ8 =»№№>' "•" 
, а - четыре, вообще говоря, различных коммутирующих спинора; скобки означают симметризацию. 

Векторы 
к' =1/2<7а" ,','., 1 = 1,2.3,4, /1.3/ 
a a а а 

определяют главные изотропные направления тензора Вейля. Раз
ложение /1.2/ спинора Саау8 определяет канонический тип тен
зора C a b o d по числу совпадающих главных изотропных направле
ний. Каждый канонический тип может быть задан также минималь
ным уравнением для спинора CaQyg ъ . Приведем все канонические 
типы вместе с соответствующими им минимальными уравнениями * : 

[4] ,1 = Ч 8 = Ч 8 = 1 , 4 , с C f " s = 0, /1.4а/ 
а а а а ар/а' уо 

[8.1] ,1 -,".," , С - С ' С ^ =0, /, 46/ а а 'а apav yd py /i.tu/ 

[2.21 ,1 = ,8 ,,». ,4, ( С f*-re „Я" )(С +2ге )=0,/1 . W 

[2.1.11,1-,«>. ( С ^ - г е ^ > 8 ( С ^ + 2 г е ^ )=0,/ 1. W 

[1.1.1.11,1 У, J Mj (С /"-A e я ""(x 
a a a0 • 1 «P /1.W 

x<V'*'- AeV' W ) < CP«^ " A 3 « W >=°-
где 

e = 1/2 (f € д. н л „ ), /1.5/ 
upyS ay po ad fty 

r 2 =1,6C „ C a ^ , /1.6/ 
а числа Л 1 . Л 2 , Л 3 определяются из уравнений 

Ai f к г f A з = °> /]-7а/ 
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A 2 +A 2 + A 2 =C . С * ' , / 1 . 7 6 / 

А 8 л. A 8 j . Л 8 - Г Р " Г Р"7 П " ^ / 1 7 о / 
1 А 8 + Л 3 а/9 ° > Ср<т ' /1.7в/ 

2. В теории N=1 .супергравитации поле С ао g входит в су 
перполе " а д вместе с напряженностью поля Рарита Швингера 

Ь олее подробно: 

S „ / 3 y = W

a / 8 y ' в - 0 ' / 2 ' 1 а / 

C a /3y8 = D a W / 3yS ' 0=0 * . / 2 . 1 6 / 

Суперполе W 0 g v кирально: 

D.W „ =0, /2.2а/ 
а ару 

и на уравнениях движения подчиняется также условию ,ь>',/ 

D a W a =0. /2.26/ 
а/Зу 

Поэтому /в случае без космологического члена, то есть при 
R = 0 / / 7 / 

D A Vs= °- / 2 - 2 в / 

Минимальное суперсимметрическое обобщение уравнений /1.4а/-
/1.4д/ состоит в замене в них Caayg на суперсимметрично-кова-
риантный объект D a W o j.Ниже мы будем обозначать полученные 
таким образом уравнения как /1.4/.' Соответствующие уравнения 
для функций CaOyg и Sapy рассматриваются в следующем разделе. 

Приведем теперь другие возможные уравнения для суперполя 
*a/3v >Д а ю°1 и е с помощью дифференцирований DK или D KD K/1.A/,' 
и тем самым более сильные, чем последние. В формулах ниже 
справа указан соответствующий приводимому уравнению канони
ческий тип по Петрову. 

Уравнение для *aj8y Канонический тип 
1. W „ И!»" =0. [4] 

Фу 

2. D„W f l, sW y S'' = 0. [4] 
a pyo 
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3. D * А Л « ' " * «I = 0 . [3.1] 
a pyo щю 

4. D V»« »D aW^'"'V» j n y„ ~ 0. [3.1] 

5- V Vs + L DaV5- L r 6^yS = 0- [2'21 

- < D , V ) , e ^ =0- t2 ,81 

Аналогично несколько более громоздки уравнения остальных 
канонических типов. 

Здесь г определено формулой /1.6/ с заменой С в - на D \МД ~, 

Нетрудно видеть, что уравнения 1, 2, 3. *•, 5, 6 после диф
ференцирования дают уравнения /1.4/.' 

3. В этом разделе будут получены уравнения, которые следуют 
из /1.4/'для напряженностей /2.1а, б/. Отметим, что все супер
симметрические связи являются однородными уравнениями степени п: 

P n(W „,D W ) = 0, a/Зу ц каф 

Р " (аИ - ,aD W , ) = a n P n (W „ ,D W , ) / - ' 1 / 

а/Зу Р коф ару Р коф ' 

для любой константы а. 
В частности, уравнения /1.4/' допускают более простое, чем 

/3.1/. представление: 
P 4 V ) = 0 ' / 3 - 2 / 

отсюда в силу /2.26/ 
D ,<P>a wpya> = о- / з . з / 
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Уравнения /3.2/ приводят к следующим независимым уравнениям 
для напряженностей полей: 

p n < D a W / 3 ^ l 0 = o = O , / 3 . W 

о к о ; р п ( О а И / 3 у 3 ) | 0 = 0 = 0 . / 3 . W 

Все остальные уравнения, следующие из /3.2/, будут следствием 
/З.'о, б, в/. /Они будут получаться из последних с помощью 
ковариантного дифференцирования no x ,так как имеют место 
/з.з//. 

Выпишем связи /З.^а,б,в/ для уравнений /\.ha/. Ясно, что 
/З.^а/ дает как раз /\ Ла/ с учетом /2.16/. Остальные уравне
ния /3.4б,в/ связывают напряженности S -. и С я<-.причем эти 
связи для соответствующих канонических типов выглядят следую
щим образом: 

С я . С у 8 =0, /3.5а/ 

аруо щг 

'а. 8** 0*" ***»*:* ** •** 

D ™ s„«s D "У s ^ * 4 i ( S v / S ^ + V* 8лЭ« V S ** )СУ5""+ 

КУ «f ур 

+ 4iC я ^ ^ л ' " ^ ^ ^ ^ 8 ^ ^ 5 ^ -°- / 3' 5 В / 
аруо А Л Л 

Для некоторых из остальных канонических типов мы ограничим
ся линеаризованным приближением. Так как суперполе ^айу про
порционально гравитационной постоянной к в пределе к -»0, то 
в линеаризованном случае, по определению, вместо /3.1/ мы рас
сматриваем 

li„,_Lp n(W D ,W ) =0. /3 6/ 

Из уравнения вида /3.6/ можно получить другие уравнения для 
1№аоу и его производных с помощью дифференцирования. Отметим, 
что при этом коммутационные соотношения для некоторых кова-
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риантных производных отличаются от соответствующих плоских 
на члены, пропорциональные по W ag и D a W o y S .исчезающие при 
к -. 0. 

В рассматриваемом приближении формулы, естественно, укора
чиваются и для т и п о в о й /3.1/ имеют вид 
[4] д. S _ C " " . + C „ « ^ В ^ - О , /3.7а/ 

K/J apv уо apiw к уо 

д. S a a K / i S\ = 0, /3 .76 / 
K(i apt' уо 

а. s а " у в ^ с - c e J S * . в 8 у "а*"в 
ку а/SS W * a/3y8 KV vpa 

_а s с ^ а " s =0. 

/3 .8а / 

/3 .86 / 

Остальные уравнения для типов [ 2.2], [ 2.1.1] и [ 1.1.1.1] довольно 
громоздки, и мы не будем их выписывать. 

Итак, уравнения /3.7/, /3.8/ /или /3.5/ в нелинеариэованном 
случае/ вместе с /l.k/ придают суперсимметрически инвариантный 
вид канонической классификации тензора Вейля. При этом эти 
уравнения являются наиболее слабыми условиями на напряженнос
ти 3 „ и С „ „.гарантирующими суперсимметрию этой классифи-

ару аруо 
кацииГ' н' 

Авторам приятно поблагодарить А.Гальперина, Е.Иванова и 
Э.Сокачева за конструктивное обсуждение и замечания. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
Дадим решение линеаризованных уравнений /3-7/ и /3.8/, в 

которых S aa y выражено через потенциал: 
КРу=*«даа + ру± • /ПИ/ 

Спин-векторный потенциал удовлетворяет свободному уравнению 
Рарита-Швингера. Иными словами, имеет место представление 
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*«/# " / - Т » - в 1 к Ч * а ^ /П.2/ 
где вектор k a изотропен, а величины ^ ай4(Ю должны удовлетво
рять некоторым алгебраическим соотношениям с ка,явный вид 
которых нам не понадобится. 

Подставим напряженность /П.1/ в связи /3.7а,б/: 

д. д а ф а С > а ' ! ) > С о д . 1 1 д , / " ф „ . = 0 , /П.За/ 
кр у ^/Зем уд afiiw к * y8v " l o d / 

д. д . ф „• 0 д Ф - . = 0 . /п 36/ 

Здесь Ca«yg принадлежит каноническому типу[4].Согласно /1.2/, 
/ 1 .W 

Обозначим его главный изотропный вектор /1.3/ через ра.В силу 
/n.V 

р ^ р . - Р ^ Р • -о. /п.56/ 
a/3 ра 

Отсюда ясно, что /П.За,б/ имеет решение типа /П.2/ со специ
альным ограничением: 

ФаррМ =«4«t' -apWuja/3"(P.a). /П.6/ 
где а- произвольное вещественное число. Уравнение /П.6/ оз
начает, что спин-^акторное поле задается суперпозицией волн, 
распространяющихся вдоль направления 3-вектора р". Отметим, что 
этот результат заранее очевиден, поскольку канонический тип [ 4] 
описывает гравитационные волны вдоль направления вектора р*, 
а суперсимметрия связывает гравитационное и спин-векторное 
поля. 

Аналогичный анализ показывает, что это решение имеет место 
и для канонического типа [ 3.1]. Тогда 

°аРу8 ='(„'K"SV /П'7/ 

В данном случае имеются два главных вектора. Один из них трех
кратно вырожден. Именно для него, как можно убедиться, имеет 
место решение /П.6/. 
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