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/1*3/ 
В работах была поставлена и решена проблема реляти

визации уравнений 

dt 2 |x2-*ll d t i x2- xll 
Ньютона для двух точечных тел с линейным потенциалом взаимо
действия, т.е. с потенциалом 

U ( x r x 2 ) =G|x 8-Xj |, /2/ 
пропорциональным расстоянию между телами. 

В работе ̂ /сформулирована краевая задача для минимальной 
двумерной поверхности, лежащей в пространственно-временном 
мире общего вида. Доказано, что краевая задача эквивалентна 
уравнениям /1/, коль скоро в мире действует группа Галилея. 
Тем самым решение проблемы релятивизации уравнений /1/ све
лось к рассмотрению краевой задачи для минимальной двумерной 
поверхности, лежащей в пространственно-временном мире Пуан
каре- Минковского. 

В работах 7 8 , 8 7 формулы Монжа и краевые условия для минималь
ной поверхности записаны в специальном виде, приспособленном 
к той или иной заранее выбранной системе отсчета. В соответ
ствующем виде записаны интегралы движения. Доказано, что в слу 
чае притяжения тел, когда G>0, существует собственная ось вре
мени. 

В данной работе будем считать, что G>0 и что собственная 
ось времени лежит на мировой поверхности. Для этого случая 
здесь будет выведено дифференциальное уравнение с отклоняющим
ся аргументом, призванное заменить уравнение 

о"* "* 

dtB |K| 
тесно связанное с уравнениями /1/. Затем будут рассмотрены 
прямолинейное и круговое движения тел и переход к нереляти
вистскому пределу. 

1. ОБЩАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
/з/ В соответствии с минимальную поверхность задаем в виде 

x=x( 4,t)=^-[A(t + i ) + B(t--2-)], Д/ 
2 С С 
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где о - скорость света, t - время, JJ - параметр на поверхно
сти, меняющийся в пределах 

* i W < ч < ̂ 8
( t ) ' / 5 / 

и на функции 
A(t) = J-A(t) , B(t)=-£-B(t) at at 

наложены условия 
X 8 = i , 8 8 - i . /6/ 
Координаты рассматриваемых тел в момент времени t равны 

xi (t) = x(f i (t) , t) =§-[A(u , (t)) + B(v t (t))] , 
2 /7/ 

x 2 (t) = x(£2(t), t) = |-[X(u2(t)) + B(v 2 (t)) ], 

где 

u x(t) = t + - i — , v x(t) =t-
/ 8 / 

u g(t) = t + , v g(t) = t-
Если координатная и собственная оси времени параллельны, 

то краевые условия записываются в виде 

р (t)=£[A(Ul(t)) -B(v,(t))], 
8 / 9/ 

Р 8 W =|- t-A(u2(t)) + B(v2(t))], 

где P{(t) и p2(t) - импульсы рассматриваемых тел в момент време
ни t. Последние вычисляются через массы и скорости тел по фор
мулам 

-» о ох -»„ m р = р ° _ _ — , р" 

ftW 
с 

£яю 

dt .. 1 . d x 4 8 /10/ 
v l - 7 8 - ( - a r ) 

релятивистской механики материальной точки. 
Из предыдущего следует, что 
Р°,(О = g j + \е,(t), P»(t) = g 8 - - ^ - f 8 ( t ) , / i i / 



где ё х и ё 2 - постоянные интегрирования. Дальше будем считать, 
что собственная ось времени совпадает с координатной. Это 
значит, что е ,,, 

N = p°(t)x1(t)+p|(t)xa(t) + -% / x"(r,,t)d4=0. /12/ 
1 1 8 8 ° 8^(t) 

Сохраняющиеся величины, характеризующие внутреннее состояние 
объекта, суть энергия 

g = ё! +« 8 = p°(t) + p°(t) + -£L [f„(t) -£,(«] /13/ 
и момент 

И = [х, (t) , p"*x(t)] + [x2(t), pE(t) ] + 
f2(«> ^ /IV 

+ 4- / [lObO.JLl'&i.Olai. 
Так как 
1 _^_x(,, t) - J-i-[A(t + -l)-B(t - - ! ) ] , /15/ 

с 8 Л <fy 2 с с 
то интегрированием по частям нетрудно привести момент к сле
дующему виду: 

Ё. (ti • » И = - £ f [A(t + i)-B(t-i),A"'(t+-2-)-B(t--2-)]dJ,. /16/ 4 ^ с с с о 

2. ЧАСТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
Предположим теперь, что собственная ось времени лежит на 

поверхности /ч/. Это значит, что собственная ось задается за
висимостью i?=ij(t) . такой, что выполняется условие 

A(t + - ^ - ) = - B ( t - - ^ - ) . с с 
Дифференцируя это условие по t, получаем 

A4(t + -2^-)[i + i ^ - ] - B ( t - J ^ ) [ i - - 2 ^ - ] . 
Возводя в квадрат обе части полученного равенства, в силу 
условий /6/ находим 

т.е. g(t) =0, а значит, 7/(t)=const.Поскольку в заданной инерциаль-
ной системе отсчета параметр ц определяется с точностью до 
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аддитивной постоянной, то можно считать, что ij(t) =0, а, следо
вательно, 

A(t) =-B(t). /17/ 
Мы доказали, что в рассматриваемом случае минимальная по

верхность задается в виде 

x = x(,,t)=f[B(t-f)-B(t +-2-)], /!8/ 
л с с -» где функция B(t) по-прежнему удовлетворяет условию 

B E(t)=l . /19/ 
Для такой поверхности потребуем, чтобы выполнялось одно из 

краевых условий /9/, скажем, второе: 

p(t) =|-[B(v(t))+ B(u(t»], /20/ 
в 

где номер частицы опускаем и по-прежнему пользуемся формулами 
/10/. При этом 

x(t) = — [ B(v(t) ) - B(u (t)) ], /21/ 

а аргументы и, v равняются 

B W _, + i ff i . v(t)=t-J£L. nv 
К такой частной краевой задаче мы приходим в случае Dip», 

m 2 = т . Действительно, в этом случае собственная ось времени 
совпадает с мировой траекторией первого тела, а параметр т/ 
меняется в пределах 

0< ,<{(!}, /23/ 
причем Ut(t) = 0, f8(t) = f(t), x t(t) = х(0, t) = 0 , x2(t) = x(t) , pg(t) =p(t). 

Подобным образом решается случай m t= m, m 2 = ~ , когда соб
ственная ось времени совпадает с мировой траекторией второго 
тела. В этих случаях параметр ч меняется в пределах 

-f(t)<4<0. /2&/ 
причем f t(t) = -«lfc £2(t) = 0 , .x^t) =-x(t) , x2(t> = x(0, t) = 0 , 
P t(t)=-P(t). | 

К такой же задаче приходим и в случае m 1=т=т 2.ДейстЕитель 
но, если две предыдущие поверхности соединить в одну, застав
ляя параметр v меняться в пределах 

-£(t) <i;<f(t). /25/ 

w 



и если вместе с равенствами /17/ положить 

х (t) =x(t) = -x,(t) . 
/26/ 

P2(t) = P W = - P I W . 

то все условия общей краевой задачи, которая изложена в разде
ле 1, будут удовлетворены, коль скоро удовлетворяются все ус
ловия частной краевой задачи. 

Наконец, к частной краевой задаче дело сводится и при про
извольных массах т1г m g, если тела движутся по прямой либо 
по окружностям. 

3. ВЫВОД УРАВНЕНИЯ С ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ АРГУМЕНТОМ 
Итак, частная краевая задача содержится в формулах/18/,/19/• 

/20/, /21/, /10/, /22/, /23/. Из этих формул следует, что 
сохраняются энергия 

g = p°(t) + — f(t) /27/ 
С 2 

f(t) и момент 
Я - [ж(0 , p(fl ] + ° / [х(,, t), ̂ -х'(т,, t>3d/y = 

р АО ° ° • * . /28/ 
= £• J [B(t--2-) + B(t + -2.), B(t--1) + B(t + — ]<Ь,. 4 . с с с с 

По аналогии с /12/ рассмотрим функцию 
G ^ К(t) = p°(t) x(t) + / х(т), t) dr,. /29/ 
0 s О 

Нетрудно подсчитать ее производную: 

г(t)=p(t)+-%?lг i ? (' !' t ) d ," / 3 0 / 

а так как 

Т 0 i 
K(t)=GB(t) 

/32/ 
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Из /32/ и /19/ получаем 
|K(t)|=G, /33/ 

а из /32/, /18/, /20/ и /21/ 

*(>».») ="£§-[*(«-£)-К<« + ̂ И . / 3 V 

А О = •§-[* W O ) + K(n(t))], /35/ 
*"*(«) = -Jrf К W O ) - К W O ) ! • /36/ 

Далее нетрудно видеть, что функция / 3 V равняется 

3(».)-^-i-lfo-f) + ̂  + -})]. /37/ 
Подставляя это выражение в /29/, получаем 

Р°(0 J(t) = |-[К(*0) + K(u(t)) ] . /38/ 

Из /36/ и /38/ следует дифференциальное уравнение с откло
няющимся аргументом для функции 

-3|!^K(v(t)) - K(u(t))l - £[K(v(t)) + K(*t))]. /39/ 

Остается подставить сюда сдчо и? следупцих трех выражений для 
функции pc(t) . 

k. ТРИ ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ФУНКЦИИ p°(t) 
Первое вырашение лпя функции p°(t) дает закон сохранения 

энергии /27/• Второе получаем, подставляя в формулу 

с 8 

функцию /35/: 

p°(t) = V m B + - ^ - [ K W O ) +К«1))] Я . /1,0/ 4с 
К третьему приходим, подставляя в формулу 

р«рП1--^(^)*]= и« 
функцию /36/ и пользуясь условием /33/: 

гПтЪ 0,**w)5c»w) . . . . А 1 / 
2С« 



Уравнение /39/ надо рассматривать вместе с условием /33/ 
и со всеми тремя указанными здесь выражениями для функции 
p°(t). Таким образом, получаем систему уравнений для опреде
ления функций K(t) и £0). Если обычно в дифференциальных 
уравнениях с отклоняющимся аргументов отклонение заранее за
дается / 4 /, то в нашем случае оно подлежит определению. 

Ч. НЕРЕЛЯТИВИСТСКИЙ ПРЕДЕЛ 
В нерелятивистском пределе с-*°° оба выражения /40/ и /ч1/ 

сводятся к 
Р°(0=т, /42/ 

а уравнение /39/ переходит в обыкновенное дифференциальное 
уравнение _ 

-mf(t)KW =GK(t) '. /чЗ/ 
Так как условие /33/ сохраняется, то согласно /чЗ/ 

ш Ш = | К ( 1 ) | . /чч/ 
Подставляя /чч/ в /чЗ/, приходим к уравнению Ньютона /3/. Это 
и естественно, поскольку согласно /29/ и /42/ в нерелятиоист-
ском пределе 

K(t)=mJ(t). Л 5 / 
Что касается выражения /27/, то и в нерелятивистском пре

деле оно представляет закон сохранения энергии, а именно: 
JL(JL) +Q|i| = E, /46/ 
2 4 

где 
E = lim с й(ё-ш). /47/ 

Отметим, что в нерелятивистском случае собственная ось вре
мени всегда лежит на минимальной поверхности. 

б. ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНИЕ 
При рассмотрении прямолинейного движения все пространст

венные векторы коллинеарны и направлены, скажем, по оси х. 
Пространственно-временной мир можно считать двумерным. Со
гласно /33/K = ±G» а, следовательно, К(0-+-^(t-t ) 8 + к 0 , 
где t Q и К 0 - постоянные интегрирования. Из /Зч/ следует, что 
в таком случае xdj.tJT-̂ ij. Выбирая X=JJ, находим 
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K(t)=-£(t-t 0) 2 + K 0 . /l»8/ 
Располагая этими результатами, запишем /35/ и /36/ в виде 
p(t)=-G(t-t0)=K(t), A 9 / 
*(t) = £(t). /50/ 

Затем по формуле /ЦО/ найдем функцию 

p»(t)=Vm a + ̂ - ( t - t 0 ) i ! = V m + - ^ - , /51/ 
а по формуле /27/ - функцию 

«t)--^-[S -Vm 2
+-^-(t-t 0)2 ]. / 5 2 / 

Что касается формулы /*|1/, то она принимает вид 
P°(t) = m /53/ 

VI-о V 
и в силу /51/ и /52/ удовлетворяется. Наконец, чтобы удовлет
ворить уравнению /39/. надо положить 

-^-(ё г-п, 2)=ОК 0. / 5 4 / 

Это следует из того, что уравнение /39/ в рассматриваемом слу
чае принимает вид 

p°(t) £(t) + JL-£ ft) = K(t). /55/ 
2o 8 

Далее, возводя /27/ в квадрат и сравнивая с /55/. получаем 
;ё 2=р°2 + J G K(t). /5й/ 

с г 

Подставляя сюда /51/» находим 
- £ i ( g 2 - m 8 ) =-iK8(t)+GK(t), /57/ 
2 2 

откуда, если воспользоваться /Ь8/, и следует /5V. 
Подчеркнем, что рассматриваемое прямолинейное движение 

длится на отрезке времени 
2К 0 2К 0 'o-VV-^l'o W - ^ . /58/ 

8 



Минимальная,поверхность в частной краевой задаче в данном 
случае является областью на плоскости x,t, ограниченной 
дугой гиперболы 

( x _ ^ . 6 ) = _c 2 ( t - t 0 ) 2 = -5L!|i- /59/ 

и ее хордой - отрезком оси времени /58/. Иначе говоря, эту 
область можно задать неравенствами 

О < z < f(t) , /60/ 
где £(t) равно /52/, а время t меняется в пределах /58/. 

Заметим, что прямолинейное движение близко к нерелятивист-Ж 0 С скому, если безразмерный параметр — мал по сравнению 
с единицей. Это следует из неравенства 

_L (dx_) 2
 <

a K o G 1 
с 8 * - cz m2 + aKoG 

cZm 2 

В общей краевой задаче минимальной поверхностью служит об
ласть на плоскости x,t , ограниченная дугами двух гипербол 

G G /61/ 
,S г _ тЦс* 

<«--7T«.> -^(t-V 2 * G "•' * »- G 8 

стягиваемых общей хордой /58/. Постоянные ej и 6 £ связаны 
условиями 

° i ( g 2 - m 2 ) = G K 0 = -£L(g 2-m 2) . /62/ 
Иначе говоря, эту область можно задать неравенствами 

£!(»><*<£,<•). /S3/ 
где 

G 8(t-t 0) 2 

fi(t)=-%-tVm 2+ ^ fill-. 
s — /6V 

„8 G (t-to ) 
а время по-, «.жнему меняется в пределах /58/. 



7. КРУГОВОЕ ДВИЖЕНИЕ 

Круговое движение тел будем рассматривать в плоскости х,у. 
Воспользуемся векторными круговыми функциями / 5 / 

е(а) = i сова + j sina, g(a) = - i sina + j сова / 6 5 / 

и будем искать функцию K ( t ) в виде K(t) =Ae(<ut), где Л и си-
постоянные. Из услочия / 3 3 / находим A«u 2=G. Далее считаем: 

K(t) =-^-e(<ut) , K(t) - — g(cut) , К =-Oe(<ut) . / 6 6 / 

поэтому 

i-[ i t ( t - -2.) + K(t + -3-)] = K(t) cos-23- , 2 с с с 

* [K(t - i ) -K(t +- ! ) ] = K(t) u s i n - ^ , 2 с с с 

l [ K ( t -±) +K(t + -2-)] =K(t) cos-^. , 
2 о с с 

Ьк(и1) + к(1.Д)] =ic(t) c o s ^ - , 
2 с с с 
1 [ G S

 +*ib--2-)i?(t+-l)] =G2cos2-22_. 
2 с с с 

/f7/ 

Согласно / 3 4 / , / 3 5 / , / 3 6 / и / 3 8 / получаем 

хО* t) = "LeinfLiu, , /68/ 

p(t) = C o8-^ |^-K(t ) , / 6 9 / 

S(t) = ̂ L Sin-2iMR(t), /70/ 
u С 

p°(t) x(t) = cos—^-K(t) . /71/ 

Уравнение /39/ в данном случае означает: 
p o = _ G _ c t g ^ _ > / 7 2 / 

С со С 
Подсговляя это выражение в /21/, видим, что f и р° не зависят 
от t. 

«•vee согласно /40/ 
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о 

p = _ | c o 8 - ^ t , p ^ V m S - ^ - j - c o s " - ^ - , /73/ 

а согласно А 1 / 

m 

|oo.2L| 
Следовательно, 

/7V 

/77/ 

P P ° = ^ - . /75/ 
Импульс р и аддитивная масса р° выражаются через быстроту s 
следующим образом / в /: 

p = mcsh—, p°=mch—. /76/ 
с с 

Отсюда и из /75/ получаем трансцендентное уравнение 

с mc <u 
для быстроты s. Из /72/, /75/ и /76/ следует, что 

t g ^ = s h - L . /78/ 
с с 

Поскольку параметр ч на поверхности /68/ принимает значения 
меньшие, чемп/2, то из всех решений уравнения /78/ выбираем 

f = -i-arctg sh|- . /79/ 
<а с 

Заметим, что угол п/2-ш£/с является углом параллельности для 
отрезка длины s в пространстве скоростей. 

Сохраняющиеся величины /27 / и /28 / равны соответственно 
m +-Я-£. /80/ 

cos<u£/c с" 

М м - «Llf + i - H , ^ - ] , / 8 1 / 
в 2ш «и С 

где Jllj - единственная отличная от нуля компонента момента 5И. 
Мировая минимальная поверхность /68/ в частной краевой 

задаче является геликоидом п /. Что геликоид есть поверхность 
переноса, впервые заметил Софус Л и / 8 / . 

Поверхность /68/ удовлетворяет также и общей краевой за
даче, если параметр ц г*: тется в пределах ^j<i7<^2> где 
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^ - - i e o t g r t - L , 
с 

s, 
/82/ 

£„ = — arctgeh-
B a> с 

а быстроты Sjи s 2 находятся из уравнений 
.28! 2G .2s 2 2G ,.,, 
вп = , sh = . /83/ 

С IIljCu» С RlgCu) ' -" 
Круговое движение близко к нерелятивистскому, если безраз

мерные параметры в /83/ малы по сравнению с единицей. 
В заключение обратим внимание на то, что функция /48/, опре

деляющая прямолинейное движение, и функция /66/, определяю
щая круговое движение, удовлетворяют уравнению /3/. 

Отметим также, что вопросы, аналогичные изученным здесь, 
рассматривались в теории релятивистской струны / 9 /. 
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