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В работах 1 - 8' были построены статистические модели мира 
Фридмана, являющегося хорошо известной и популярной космоло
гической моделью в теории тяготения Эйнштейна. 

В общей теории относительности, в рамках которой и прово
дится наше рассмотрение, гравитационное поле описывается мет
рическим тензором Шци- При этом метрика четырехмерного прост
ранства-времени определяется следующим образом: 

где х - координаты точки в рассматриваемом нами римановом 
мире. 

Основными уравнениями теории тяготения Эйнштейна являются, 
как известно, уравнения 

JW -38 где R - R g , к ж 6,22x 10 с/г-гравитационная постоянная 
Эйнштейна, Т Д 1 / - тензор энергии-импульса материи. Отметим, 
что Тд„ здесь - так называемый метрический тензор энергии-
импульса, отличающийся в общем случае от канонического . 

В изучении взаимодействия полевой материи с гравитацион
ным полем исключительную роль играют известные уравнения: 
уравнение для скалярного поля Ф 

R оФ + -£-Ф- 0, /1а/ 

1 • — с/3 
здесь пФ» — <3a(V-g g дфФ). g- определитель матрицы, состав
ленной из ковариантных компонент метрического тензора; уравне
ния Максвелла 

V^vo + ?aV + М о д " 5, /'6/ 
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I 

r~e V ~- onepaTOp KOaap~8HTHO~ np0~3aO~HO~, ~a$- 8HT~C~MMeT
p~l.lHbl~ TeH30p 3JleKTpOMarH~THOro nOJlR; ypaaHeH~R ,ll~paKa 

1\zDa'I'•O, 
/lc/ 

r~e Ha - l.leTblpe MaTp~~bl ,llHpaKa, 'I'- 4eTblpexKOMnoHeHTHbl~ cnHHop, 
Da- onepaTop KoaapHaHTHOH npOH3aO~HOH cnHHopa, Bee ypaaHeHHR 
np~ae~eHbl AllR 6e3Maccoaoro cny4aR. 

0TMeTHM,4TO Kam~oe ~3 3T~X ypaaHeHHH onpe~eJlReTCR 38~8HHbiM 
a~~OM a3aHMO~eHcTa~R MaTepH~ c rpaaHTa~HOHHbiM noneM, B o6114eM 
Clly4ae a~~ a38HMO~eHCTaHR, a CJle~oaaTeJlbHO, H a~~ ypaaHeH~H 
MOryT fibiTb ~OCT8TOI.lHO npOH3aOJlbHbiM~ • nocKOJlbKy HeT 3KCnepH
MeHTOa, r~e fiblll fibl onpe~elleH THn a38HMO~eHCTaHR 6e3M8CCOabiX 
noneH C rpaa~Ta~HOHHbiM noneM, TO P83YMHO a K84eCTae Kp~TepHR 
HCnOJlb30aaTb ~YH~8MeHT8JlbHble np~H~Hnw, KOTOPbiM n0~4~HRJl~Cb 
6w ypaaHeH~R nonR. B HaweM cny4ae TaKHM npHH~HnOM RanReTCR 
np~~~n KOH~OPMHOH ~HaapH8HTHOCTH noae~eH~R 6e3Maccoawx no
lle~ 4

/, KOTOpOMy y,qoaneTaOpR~T ace Tp~ nepel.l~CJleHHbiX ypaaHe
H~R. 

,llaa PHM8HOabiX M~pa H83blaa~T H8XO,QRU4~M~CR a KOH~pMHOM 
COOTaeTCTa~~, ecn~ HX MeTp~4eCK~e TeH30pbl Ca.R38Hbl Clle,qy~~M 
o6pa3oM: 

, 82 
g~v • g~v ' 

a 
r,qe B - CK8I1RPH8R ~YHK~~R KOOP,QHH8T X , KOTOpble, KaK npe,qnona-
raeTCR, O,Q~HaKOabl a 060HX MHpax, 

TaKoe npeo6pa3oaaH~e MaTp~4ecKoro TeH3opa ~HAY~HPY~T npe
o6pa3oaaHHR c~Maonoa Kp~cTo~ellR ~ TeH3opoa Kp~a~3Hbl/s/. Ypaa
HeH~R /la, a, C/ OCT8~TCR np~ 3TOM H!£H3MeHHbiM~, HO noneable 
~YHK~~~ npeTepneaa~T npeo6pa3oaaHHR 5,7,8/: 

~---:r~. 
/2a/ 

'I'' • B~/2 'I' , /26/ 

, ~ 1 ~ 

~ -- J v B2 v • /2c/ 
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TeH30P 3HeprH~-HMnynbca Kam~oro ~3 paccMaTp~aaeMbiX noneH npeoG
pa3yeTCR cne,qy~HM o6pa3oM /5,7,8/: 

T;v = ~2 T ~v /3/ 

,llnR cny4aR cn~Hopoa 3,qecb Ha,qo c,qenaTb 3aMe4aH~e - KOMnoHeHTbl 
TeH30pa 3HeprHH-HMnyllbC8 a /3/ Bb16Hp8~TCR B KOOp,q~H8THOM 6a-
3~Ce. 

MHp ~pH,qMaHa, MeTpHK8 'KOTOporo a 6~c~ep~4eCK~X KOOp,q~HaTaX 
HMeeT aH,q 

2 22 2 .2 2 2 2 2 
ds • r-s (r )(dr - sm (de- -cos (d71 - d( ), 

r,qe r - paAHYC MHpa, r - apeMeHHaR KOOPA~HaTa, e- , 11 , ( - 6Hc~e
p~4eCK~e KOOP,Q~HaTbl a TpexMepHOM npOCTpaHCTBe, ~3MeHR~~eCR 

B npe,qenax 0,:;; ( ~.;.,Q~.e-. 71 ~. 277, H8XO,Q~TCR a KOH~OPMHOM COOT
BeTCTBH~ CO CT8T~~eCKHM C~epHI.leCK~M M~pOM, T8K me K8K ~ C 
M~poM ,lle CHTTepa. 

B nocne,qHeM ypaaHeH~R /la, a, c/ 6bln~ peweHbl Jr,, 7•8 /, H Ha 
OCHOBe o6114111X npHH~HnOB KB8HTOBOH TeOpHH nOJ1R B PHM8HOBWX MH
pax 6biJ1H nOCTpOeHbl KB8HT0Bble TeopH~ COOTBeTCTBY~U4HX noneH, 
TaKme YAOBJleTBOPR~U4~X np~H~~ny KOH~PMHO~ HHB8pH8HTHOCT~. 

CneKTp 3Hepr~H 4aCT~~ OKa3ancR ,q~cKpeTHbiM H orpaHH4eHHbiM 
CHH3y, 3Hepr~R OCHOaHOro COCTORH~R OK83aJ18Cb paBHOH 

he 
co= -r- (s + 1), 

r,qe s - cn~H 48CT~~. A 

OnepaTOPbl 3Hepr~~ H H 4~cna 4aCTH~ N ~Me~T o6bi4HbiH ,qnR 
KB8HTOBOH TeOp~H nOJ1R B~,q 

A + 
H - If PcPcP • p 

A + 
N • I CpCp 

p 

+ 
r,qe C p H C p- onepaTopw pom,qeH~R H YHH4TOmeHHR 4aCTH~, y,qoa-
neTBOPR~He KOMMyTa~HOHHbiM HJ1H aHTHKOMMYT8~HOHHbiM 1 B 38BHCH
MOCTH OT cn~Ha, COOTHOWeH~RM, P - 0606114eHHbiH HH,QeKC, HyMepy~-
1!4HH KB8HTOBWe COCTORHHR, Ep- 3HeprHR 48CTH~bl 8 COCTORHH~ 
C HOMepOM p, 3TH onepaTOpbl KOH!IlOPMHO HH88pHaHTHbl. 

3TH pe3yJ1bT8Tbl C,Qe/18J1H B03MOmHbiM pacCMOTpeHHe KBaHTOBOH 
CTaTHCTHKH B PHM8HOBbiX MHpax. CT8THCTH4eCKOe Cpe,qHee/g/ OT 
onepaTopa A oKasanocb aosMOmHWM onpe,qenHTb TaK: 
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Тензор энергии-импульса каждого из рассматриваемых полей преоб
разуется следующим образом'5'7,8': 

щ>" В 8 1ЧУ • /3/ 

Для случая спиноров здесь надо сделать замечание - компоненты 
тензора энергии-импу;,<>^ в /3/ выбираются в координатном ба
зисе. 

Мир Фридмана, метрика которого в бисферических координатах 
имеет вид 

de8-i*B8(r )(dr 2-stn B£d£ 8- o o s 2 ^ d 4
2 - d £ 2 ) . 

где '- радиус мира, г- временная координата, f.if.C- бисфе-
рические координаты в трехмерном пространстве, изменяющиеся 
в пределах 0£££4g-,0&f. ц £. Zir , находится в конформном соот
ветствии со статистическим сферическим миром, так же как и с 
миром Де Ситтера. 

В последнем уравнения /1а, в, с/ были решены' 6 , 7' 8 , и на 
основе общих принципов квантовой теории поля в римановых ми
рах были построены квантовые теории соответствующих полей, 
также удовлетворяющих принципу конформной инвариантности. 

Спектр энергии частиц оказался дискретным и ограниченным 
снизу. Энергия основного состояния оказалась равной 

he 
'о"-Г"< 8 + 1>> 

где в - спин частиц. « 
Операторы энергии Н и числа частиц " имеют обычный для 

квантовой теории поля вид 
H-S, pC +

pC p. N-ScJCp, 

где С р и С р - операторы рождения и уничтожения частиц, удов
летворяющие коммутационным или антикоммутационным, в зависи
мости от спина, соотношениям, Р - обобщенный индекс, нумерую
щий квантовые состояния, е р - энергия частицы в состоянии 
с номером р. Эти операторы конформно инвариантны. 

Эти результаты сделали возможным рассмотрение квантовой 
статистики^в римановых мирах. Статистическое среднее'9' от 
оператора А оказалось возможным определить так: 
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<A> 

H-,iN 
Sp(Aexp g ) 

exp- H- : t tN в 
/V 

Таким образом, усреднение осуществлялось по большому канони
ческому ансамблю. Величины ® и д в обычном случае имеют 
смысл температуры и химического потенциала, определение их 
здесь несколько сложнее. В качестве © и д оказалось необходи
мым брать так называемые глобальные величины, введенные в 
классической статистике Максвелла-Больцмана в римановых ми
рах ' 1 0 ' . Глобальные температура и химический потенциал позво
ляют добиться конформной инвариантности статистического сред
него от конформно-инвариантного оператора. 

В соответствии с общими принципами квантовой статистики ' 9' 
статистические средние вида /Ц/ от произведений операторов 
рождения и уничтожения частиц имеют следующий вид: 

< C p C q > - 0 , < C p C q > - 0 . 

< C p C q > - S p q A p . 

1 +1 где Л - —— - ц ' — ' * s " _ 1 B зависимости от спина частиц. 

Отсюда легко видеть, что средняя энергия и число частиц 
газа равны 

E-g,£ <pAp(p2-s2), N - g B 2 A ( p 2 - s 2 ) , 
P»S+1 P"8+l 

1 "fic 
где g s = 1 , /t, 2 для спина e=0,-r,l; f p « — ( p + 1 ) . 

Введение квантовой статистики в теорию относительности было 
бы весьма неполным и ограниченным, если бы рассматривались 
лишь пробные квантовые газы, то есть газы, не оказывающие 
влияния на геометрию. Однако оказалось, что квантовая статис
тика дает нам и в общей теории относительности возможность 
поставить и решить самосогласованную задачу вида' 1" 

/5/ 
Квантовая теория поля, 
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/4/ 

t<aHOHI-1-
IOT 

te a 
IX Ml-1-
n03BO

ro cpeA-
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/g/ 

CHI 6bt110 
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rAe <: T 11v : >"' T 11v - TeH30p 3Hepr"'"'-"'Mnynbca MaTeP"'"', onpeAeill'l
eM~~ Kat< CTaTI-1CTI-14eCt<Oe cpeAHee OT onepaTOpHoro TeH$Opa 3Hep
ri-11-1-I-1MnyJlbCa t<BaHTOBaHHOro nOJlR,/5/He RBJlReTCR npOCTO Ci-1CTeMO~ 
ypaBHeHI-1~, t<aK 3TO I-1MeeT MeCT0 1 Hanpi-1Mep, npl-1 paCCMOTpeHI-11-1 
caMocornacosaHHOH aaAa41-1 a paMKax Knaccl-14eCKI-1X Teopi-1H, B /5/ 
C ypaBHeHI-1RMI-1 3HHWTeHHa o6beAI-1HRIOTCR ypaBHeHI-1R, t<OTOp~M noA-
41-1HRIOTCR noneBbte onepaTOpb1, npaB1-111a KBaHTOBaHI-1R 1-1 npaBI-1Jla 
o6pa3oaaHI-1R cTaTI-1CTI-14ect<oro cpeAHero. B c1-1ny 3Toro /5/ npeA
cTaBnReT 6onee CJlO*HYIO aaAa4y, 4eM aHanori-14H~e 3aAa41-1 a Knac
CI-14eCKI-1X TeOpi-1RX, K CO*a11eHI-110, HenpOTI-1BOpe41-1B~M,06pa30M no
CTPOI-1Tb KBaHTOBYIO TeOpi'IIO n011R YAaeTCR He BO BCRI<OM pi'!MaHOBOM 
Ml-'!pe 1 4TO 3aBeAOMO orpaHI-141-1BaeT Kpyr B03MO*H~X peweHI-1H /5/, 

B pa6oTax11-a/, rAe enepe~e 6bt11a nocTaB11eHa aaAa4a /5/, 
noKaaaHo, 4TO peweHI-1e ee cyiJieCTByeT. B Ka4ecTee np1-1Mepa pewe
HI'IR /5/ paCCMOTpeH MI-1P ~PI-1AMaHa. 

3aAa4a /5/ AJ1R 6eaMaccoeoro raaa np1-1se11a npe*Ae ecero 
K He06XOAI-1MOCTI'I peWeHI'IR ypaBHeHI-1R 

R' .. 0, 

rAe R'- Kpi'IBI'I3Ha M1-1pa C MeTpi-1KOH ds' 2, Bbtpa*aiOillero TOT ~aKT, 
4TO c11eA MeTpl't4ecKoro TeHaopa 3Hepri-1~A-I-1Mnynbca 6eaMaccoe~x 
no11eH o6paiJiaeTcR a HY11b, Kat< ot<a3a110Cb, 3TO ypasHeHI-1e aaMe-
4aTe11bHbtM o6pa30M CBOAI-1TCR K ypaBHeHI-110 CileAYIOIJiero BI'!Aa, tCOB
naAaiOIJieMy c ypasHeHI-'!eM /la/ 

R 
o B + - B- 0, 

6 

rAe R- Kpi-1BI'I3Ha Ml'tpa, HaXOARIJierOCR B KOH~OpMHOM COOTBeTCTBI-11-1 
C MI'IPOM C MeTpi-1KOH ds' 2, B- COOTBeTCTBYIOIJII'IH KOH~OpMH~H MHO
*I-1Te11b. PeweH1-1e 3Toro ypasHeHI'!R a paccMaTpl-1saeMoM HaM"' c11y4ae 
OKa3a110Cb B03MO*HbiM B3RTb B BI'!Ae 

B • cos r • 

CAe11aeM 3AeCb He6011bWOe OTCTyn11eHI-1e AJlR TOro, 4T06~ OTMe
TI-1Tb PRA 1-1HTepeCHbtX ~aKTOB, CBR3b1BaiOIJII-1X KOH~OpMH0-1-'!HBapl'taHTHYIO 

TeOpi'IIO CKa11RPHOrO nOJlR C reoMeTpl't4eCKI-1MI'I xapat<Tepi'!CTI-1KaMI-1 
pi-'!MaHoa~x Ml-'!poe. Kat< Y*e OTMe4eHo e~we, ypaaHeHI-1e 

R' = 0 

3KBI'!Ba11eHTHO ypaeHeHI'!IO /la/ OTHOCI-1Te11bHO KOH~OpMHOro MHO*I-1Te-
11R, CBR3~BaiOIJiero ft7Tpl-1 KIA g~f3 1'1 gaf3. 3TOT ~aKT I'IC~OJl b30Ba11CR 
snepBble B pa60Te 1 , HO OC03HaH 6~11 111-'!Wb B pa6oTe 2/. KpoMe 
TOro, OTMeTI'IM, 4TO ypaBHeHI-1e 
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R'= const 

эквивалентно конформно-инвариантному уравнению'4' 

о Ф + ^ Ф - Г Ф 3 . 
6 

Здесь по-прежнему Ф-В,a f--g-R'. Наконец, последний факт состоит 
в том, что 

1 _, „. ± 
В 

Ra(8-TV--pTa/3(B). 
где Ra|8" тензор Риччи в римановом мире с метрикой %'ад* В g ag ; Т ао(Ф) - метрический тензор энергии-импульса безмассового скалярного поля. Указанные соотношения еще раз подчеркивают 
глубокую связь физики и геометрии. 

Задача /5/ привела к условиям следующего вида на тензор 
энергии-импульса в статическом сферическом мире радиуса 

<:f 0 i :>-0, <:f l b:>-i. W l k.<:f 0 0 =>. < : Т 0 0 :>. const, 

где coik - метрический тензор 3-мерной сферы единичного радиуса. Эти условия, как и было показано в' 1~ 3', удовлетворяются при 
следующем условии на радиус мира 

X p(p 2-s 2)A P , / 6 / 

где Ьшу/ -»1,05x10 см - планковская длина. Это условие -
Znc3 

единственное, налагаемое уравнениями Эйнштейна на состояние 
безмассового газа, заполняющего мир Фридмана. 

Прежде чем перейти к обсуждению построенных в ' 1 - 3 ' моделей, 
сделаем несколько замечаний. Прежде всего, еще раз обратим 
внимание на то, что усреднение производится нами по большому 
каноническому ансамблю, которое, как известно, возникает при 
отыскании наиболее вероятного распределения квантовых систем 
с заданным числом частиц N и энергией Е'* 8'. То же, очевидно, 
справедливо и здесь. Однако в силу уравнений Эйнштейна энергия 
газа Е однозначно определяется радиусом мира г 

р_ "Йог 
L ' 
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Таким образом, при усреднении мы должны рассматривать миры 
различных радиусов и наполненных частицами, число которых 
различно, то есть эффективно усреднение производится по 
ансамблю миров. 

Кроме того, мы должны сделать замечание относительно эво
люции мира. Соотношение 

В» oosr 
справедливо для любого газа и на первый взгляд не зависит от 
его состояния. Однако такое впечатление возникает вследствие 
того, что г - н е физическая координата. Мы можем определить 
физическое время t следующим образом:' 

1 - ~ ! В(Л)<]А. ° о 

В нашем случае t—— sin r, и как следствие, имеем 
I Т~Х 

B-v/l-
г Я~ 

Теперь видно, что эволюция зависит и от радиуса мира г, а сле
довательно, и от характеристик газа в силу /6/. Время сущест
вования мира Т равно 

с 
и также зависит от характеристик газа. 

Свойства моделей, построенных чами, могут быть описаны 
уравнением 

N - N(r,e ). 

которое мы будем называть уравнением состояния газа, заполняю
щего мир Фридмана. Получение этой зависимости в явном виде 
представляется весьма непростой задачей. Нам эта зависимость 
дается в параметрическом виде 

00 
N-N(e./9)» g„ £ (q 8-s 2)A q , 

-— oo 
-V-y( «,)3)»g, 2 q(q a-s B)A q . 
L q«B+l 

111 
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С fie „ 
где a"5"!i3-ga-~ безразмерные величины. Исключение из этих 
соотношений параметра а и дало бы нчм искомую зависимость. 
Разумеется, уравнение состояния будет зависеть и от того, 
каков спин частиц газа. Однако есть соотношения, общие для 
всех газов. Прежде всего, к ним относится неравенство 

г 5. L v'' N (s+ 1). 
которое следует из того, что энергия газа больше или равна 
энергии его частиц в наинизшем состоянии. Для бозе-газа 
равенство достигается при в=0, но это, вообще говоря, невер
но для ферми-газа. 

Также общим свойством является невозрастание числа частиц 
с ростом температуры при постоянном радиусе, то есть 

( Ж >г < °-
Отметим здесь, что, говоря об изменении числа частиц, мы 
всегда имеем в виду изменение числа частиц от мира к миру, 
например, изменение числа частиц от мира с температурой ©i 
к миру с температурой © 2 > ® i • Число пе частиц в отдельно 
взятом мире остается неизменным. 

Рассмотрим теперь бозе-газ. В этом случае /7/ можно пред
ставить в виде разложения по степеням фугитивности * » ехр а 
следующего вида: 

N-j:* nz nc0) / 8 а / 

г2 

F"-/ Z n W ' /86/ 
где Z ^ - J U f ^ ^ f f l - A j ^ * / » * , * случая з = 0 и 

8sh п/3 8shTi0 
Зе- Э п _ e - 3 / J n 3 1 

Z n (£)« - ; z „ ( |8)»=——j для случая s=1 .Формулы/8/ 
4sh 3 0n • 4 sh^/S 

справедливы при всех значениях и при учете ограничения на 
химический потенциал бозе-газа 

/ • i j - t s + l) , 

где равенство достигается при в-0. Химический потенциал ч в 
данном случае может принимать и положительные значения, но 
с ростом температуры газа он убывает, то есть 
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и при некоторой температуре 0 С химический потенциал обратится 
в нуль. В окрестности®=0 поведение химического потенциала 
определяется выражением 

„ , i£.( S+l)-e lntl + —»В8(8+1М28 + 1)1. 
Г г Л 

Температура 0с.которую мы называем критической, в приближе
нии г» L определяется следующим образом: 

tic 
Lr 

с точностью до несущественного числового множителя,слабо за
висящего от спина частиц газа. При г =1.вЭ^х!О,0 св.лет/пред
полагаемый максимальный радиус Вселенной/ в с » ЗОК, что на по
рядок превышает температуру реликтового электромагнитного 
излучения. 

В случае бозе-газа благодаря /8/ легко осуществить предель
ный переход г »~ от сферического мира к миру Минковского. Для 
пробного бозе-газа в сферическом мире плотности числа частиц 
и и энергии Е равны 

п 4в 3 ? к 7 гд^д 3 8 ® 4 X к 7 г«1Н 4 

п2Ъ3 с 3 k=i ir̂ lPc'5 k-l R 

При конечной температуре пределу г -»°° соответствует предел 
3 Ss 4 ^»s 

/3->0.Легко видеть, что в таком пределе имеем Z n # -» —. ,z n / 3 ->——. 
4 П 1 3 8n 4 

При этом для плотностей получаем выражения 

в 3 - ц 1 З в 4 " к 1 

совпадающие с известными выражениями для соответствующих плот
ностей в мире М И Н К О В С К О Г О / 1 8 / . 

Здесь надо учесть, что в силу свойств химического потенциа
ла при любых г и в выполнено строгое неравенство 

а < 2)8. 
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Поэтому и в пределе г -»«° будет сохранено неравенство 
* < 1. 

Однако в статистической модели мира Фридмана предельный пере
ход привел бы нас к тому, что при бесконечном числе частиц 
и энергии плотности их равны нулю. 

Формулы /8/ позволяют нам также произвести приближение 
исключение фугитивности. Из формулы /86/ необходимо полу "игь 
выражение для фугитивности, разложенной в ряд по степеням 
отношения r^L 2 . Подстановка этого выражения в /6а/ дает нам 
зависимость N«=N(г, в). Эта процедура вполне аналогична извест
ной процедуре получения вириальных разложений' 1 8 , ,3'. В пер
вом приближении мы получим N«Nj,rfle 

- • •зттйг и «..$-i"«-- e"-*> ' " 
для спина, равного 0 и t соответственно. 

Отметим, что N и Ni связаны неравенством Ni.N ,.Равенство 
достигается только при г«0, « и в = 0 , » . 

Формулы /9/ оказываются справедливыми в области больших 
и малых значений г , в . Оценки их применимости нетрудно полу
чить, рассмотрев следующее приближение для зависимости 
N=N(r,e). 

В случае Ферми-газа рассмотрим первоначально поведение око
ло точки в-0. Как известно, в этом случае A q имеет вид 

he 
0 при — Ч - и о > О 

A q. 
he 

1 при — Ч - д 0 <0. 
где до - химический потенциал при в»0. Значение до необходимо 
положительное, только в этом случае при в » 0 число частиц 
и их энергия отличны от нуля. Точнее, д 0 удовлетворяет нера
венству 

До* -p-(s + l). 
'до 1 'до 

Будем далее обозначать Чп"1 •*•£•] " целую часть — — . Тогда имеем 
u T1C -Ц с 

следующие соотношения: 
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q 0 - i 
N = 4 2 ( p 2 - i ) + 4<r (q 2 - - 1 ) . 

р=з/г * 0 4 

Ч о - l 

у- 4 X P(|r-i.) + Mq Z-i)q 0 , 
P-3/2 * " » 

1 й о Г <V 
где о*-чесли ^ — = ал,И(г«= 1 , если——>q„. Отсюда легко найти q„ 

2 вс « Не ° 

v*-«-i«*v[^-«.-i)]--f +4f 1(- 1f)-
Однако значение до можно найти, только если ст«=-~,в противном 
случае д 0 известно лишь с точностью до -£-. 4 s 4 Если же qQ»l,TO N» -я-Я0 и у - q , откуда имеем 

%- V7 -\/£- • 
Таким образом, в этом случае 

•Вс 
но- —=••-. v/rL 

При г =1,894x10 ю св.лет д 0«50К. 
Отметим также приближенное уравнение состояния ферми-газа, 

пригодное только для высоких температур, в отличие от приве
денного выше приближенного уравнения состояния бозе-газа 

N - i - i i a Ji-.. /ю/ 
3 L 2 2г0 

Рассмотрим случай, когда за геометрию мира ответствен не 
только безмассовый г а з , но и классические массивные частицы. 
Предполагая, что тензор энергии-импульса классической материи 
имеет вид 

T a ^ = ( P + O u a u / 3 - p g a ; 8 . 

где р - давление, е - плотность энергии, u a - скорости час
тиц, получим систему уравнений 
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2 
44+ B = ̂ -r2(r-3p)B3 /Иа/ 
dt ' b 

d, «-t-P dB 
dt = ~d В dt ' /116/ 

К этой системе уравнений относительно неизвестных <• ,р, В до
бавляется уравнение состояния (=<(р). Уравнения /11 а,б/ неза
висимо от вида функции < (р) допускают первый интеграл движе
ния, для которого в соответствии с уравнениями Эйнштейна имеем 

Подробно рассмотрим случай пыли (р=0). При этом имеем 

B=-j&+ (1 -) COST 

и следующее условие на радиус мира 

- d ( l _ 2 . l L ) = g s X q 8 « | 8 - e e ) A q . 
L/ г q=s+l 

2 У М .. где '„•—-ТГ-. М - полная масса пыли в мире Фридмана. 
В 377С2 

Время эволюции Т мира Фридмана в этом случае определяется 
следующим образом: 

Т = я + 2 - « Т , 
г где sin S Т » • ~ 'g Здесь также возникает ограничение сверху на число частиц 

безмассового газа 

ТГ-т^тп-- г*е Л = ^ 
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Для нейтринного газа приближенное уравнение состояния, обоб
щающее /10/, имеет вид 

1? 3 2г 0 

Для энергии Ферми здесь в том же приближении имеем (с =ц ) 
г О 

he г2 г 1/4 

Учет массивной материи ведет к уменьшению, вообще говоря, 
энергии Ферми нейтринного газа. Однако наблюдаемая масса ве-

••31 щества в реальной Вселенной с плотностью р»3х10 г недостаё т точно велика, чтобы оказывать заметное влияние на t F в мире 
с радиусом г =1,89бх1010 св.лет. Это дает основание для пред
положения о вырожденности реликтового нейтринного газа в 
реальной Вселенной. 

В работах' 1 4 , 1 5' высказывалось предположение о возможной 
большой плотности нейтрино, недоступных экспериментальному 
обнаружению, но которые могут давать большой вклад в плотность 
материи во Вселенной и влиять на решение вопроса о ее замкну
тости. В настоящее время этот вопрос оказывается тем более 
актуальным и важным, так как в работе /^/устанавливается 
существование отличной от нуля массы электронного нейтрино. 
Хотя нейтрино нами рассматривались как безмассовые частицы 
спина ~, однако наше рассмотрение оказывается в большем соот
ветствии с существованием массы у нейтрино, чем если бы мы 
воспользовались для описания нейтрино двухкомпонентными спи
норами . 

В рамках наших моделей рассмотрим спектральную плотность 
числа нейтрино, которая в нашем случае имеет вид 

P q= 4q(q + l)A q , 

где q- целое число lqi.1 | . Максимум р„ в случае мира радиуса 
г =1,8д6х10 1 0 св.лет и 0=2,7К, (что соответствует реликтовому 
излучению в реальной Вселенной!, достигается при q - Ю 3 0 . Энер
гия нейтрино при таких q оказывается - 1 0 - 3 эВ, при этом 
p m a x ~ 1 0 e l частиц. В то же время характерная нижняя граница 
энергетического спектра экспериментально обнаружимых нейтрино 
составляет/ 1 4 , 1 5/ -1 МэВ.В наших моделях число нейтрино с та
кой энергией оказывается практически равным нулю. 
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Таким образом, в нашей модели мира Фридмана оказывается, 
что при г=1,89бх10 1 0 св.лет основное число нейтрино имеет 
энергию много меньше, чем энергия ~1 НэВ. При этом, согласно 
построенной модели, именно эти нейтрино и ответственны за 
замкнутость рассматриваемой нами Вселенной. 

В заключение автор выражает глубокую благодарность профес
сору Н.Н.Боголюбову /мл./ за внимание к работе. 
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