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§1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
В серии работ /1-8/ изучалась квантовая теория поля, в ос

нову которой была положена гипотеза о неевклидовости четырех
мерного импульсного пространства. Конкретно в качестве модели 
пространства использовались два пространства де Ситтера, реа
лизованных на поверхностях 

Pg-P 2 -M*p2=-M2, / 1 . 1 / 

P« -P 2 + M V 4 = M? /1 .2 / 

где М - новая универсальная постоянная теории, называемая фун
даментальной массой. Обратная величина 

I -i /1.3/ 
соответственно называется фундаментальной /иногда элементарной/ 
длиной. Обычная "плоская" теория формально должна возникать 
при предельном переходе ?-» О (М -»<»), т.к. при этом все соот
ношения деситтеровской геометрии совпадают со своими псевдо
евклидовыми аналогами. 

Теория свободных полей, оперирующая с '•-импульсами, лежа
щими на массовой оболочке, практически оказывается нечувстви
тельной к кривизне импульсного 4-пространства. Однако при на
личии взаимодействия, когда мы вынуждены рассматривать '«-им
пульсы, не принадлежащие, вообще говоря, массовым поверхностям, 
отличие кривизны р-пространства от нуля становится весьма 
важным фактором • области высоких энергий. 

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы иллюстрировать 
высказанное утверждение, рассматривая задачу о двух взаимо
действующих частицах. Другими словами, нас будет интересовать, 
как модифицируется описание системы двух релятивистских час
тиц, если принять гипотезу о деситтеровости импульсного прост
ранства и, таким образом, ввести в теорию фундаментальную 
массу М. Из двух деситтеровских геометрий ниже мы выбираем ва
риант /1.1/. 
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§2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ИМПУЛЬСА 
В СИСТЕМЕ ДВУХ ЧАСТИЦ 

Рассмотрим упругое рассеяние двух скалярных частиц с мас
сами т, и т„. 5 - импульсы частиц в начальном и в конечном 
состояниях обозначим соответственно через (qf.Mq*) и 
(p'f.Mp*), 1=1,2. Все они, по определению, принадлежат по
верхности /1.1/. 

Пусть Ф„ „ (р ,.т>о) ~ волновая функция системы в отсут-
ствие взаимодействия между частицами. По каждому из аргумен
тов эта величина должна удовлетворять соответствующему уравне
нию типа Клейна-Гордоне /2.з,8/ 

2М 2(р* - c h ^ , ) ^ q q (pj.pj) =0, /2.1/ 

2 M * ( p * - c V 0 q i q s i ( P l . P 8 ) = O, П Л / 

где 
m? m g 

c h / i , - \ / l + — s - . c h ^ 8 - \ / l + — в - . / 2 . 3 / 
1 M 8 8 M 8 

В плоском пределе 
|p,|«M. |m ,|« М, pf-1 /2.Й/ 

каждое из уравнений / 2 . 1 / - / 2 . 2 / совпадает с обычным уравнением 
Клейна-Гордона. В полной аналогии с / 9 / перейдем от / 2 . 1 / - / 2 . 3 / 
к эквивалентной системе уравнений: 

2М 2[р* + р* - ( c h ^ + o h ^ ) ] ^ ч ( р г Р г ) = 0 . / 2 . 5 / 

a i E [ p 4

1 - P 4

2 - ( o h " i - o h " 2 ) 1 ^ 4 l q 8

( P l l P 8 ) = 0 - / г Л / 

Уравнение / 2 . 6 / есть обобщение "плоского" соотношения 

t p ' - P l - C m S - m B H ^ ^ . p ^ . O . / 2 . 7 / 

которое • подходе ̂ ^''рассматривается как дополнительное ус
ловие на волновую функцию двухчастичной системы, выполняющее
ся и при наличии взаимодействия. При этом /2.7/ используется 
для введения такой важной переменной, как относительный k-
импульс системы р'1. Напомним, что it-вектор р'1 является 
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ортогональным к суммарному А-импульсу Р** = р^ + р£ =q ' ' + q ' 
и в системе центра масс /СЦМ/, где * 

n ^ / 2 . 8 / 
Р^ = (Р 2°.-Р). 

приводится к виду 
р р = (О.р) . /2.9/ 

Сравнение /2.9/ и /2.8/ показывает, что в СЦМ ̂ -вектор относи
тельного импульса связан с ^-импульсами частиц посредством опе
рации сдвига вдоль нулевой оси. 

Нетрудно убедиться в том, что все рассуждения, которые 
в "плоской" теории ведут от соотношения /2.7/ к формуле /2.9/ 
для относительного импульса, могут быть обобщены на случай 
импульсного пространства /1.1/. 

Во-первых, постулируем, что соотношение /2.6/ остается 
справедливым и после включения взаимодействия. Далее переходим 
в СЦМ, где 

•*-<Р°|.?•«»!>• /2.10/ 
p|j-<pJS.-p.Mp£). (L -0.1,8.8,4), 

qJ-Cq^.qj.iiq^-CEj.q.iioh^), / 2 . n / 

qL =(q°,-q.Mq*) - (E „,-q. Mohp,). 
Вспоминая, что в импульсном пространстве де Ситтера /1.1/ роль 
сдвига вдоль нулевой оси выполняет поворот в /0k/-плоскости / а , 8 /, 
приходим к следующему деситтеровскому 5-вектору, непосредствен
но обобщающему величину /2.9/: 

p L = J L ( 0 . р, Мр 4) . /2.12/ 
"0 

* Подчеркнем, что в отличие от q'(' it-импульсы р,'1, вообще 
говоря, не принадлежат массовым поверхностям: р* . т* . Однако 
в силу /2.7/ всегда pj - т * »р* - т * . 
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где 
р 2 + М 2 р 2 = М 2 = М 8 + i-ts-M^ch,* j-ch^) 2] , 

Р „ /2.13/ 
s = ( q 1 + q 2 ) 8 = ( E 1 + E 8 ) a . 

Таким образом, в новой схеме относительный 3-импульс р при
надлежит '(-сфере /2.13/, радиус которой М 0 зависит от инва
риантной массы двухчастичной системы. 

Относительный импульс q* частиц в начальном состоянии, рав
ный по абсолютной величине 

_, [8-(m 1 +m„) 2 ][8-(m.-m„) 2 ] 
| q | - V - ^ — - . / 2 . \k/ 

допускает аналогичную геометрическую интерпретацию: 

q 2

+ M 2 q 2 = M 2 , 
где в силу / 2 . 1 3 / и / 2 . I V 

. 4 4 - | - V ( c h f t l + o h ^ g ) a - i L < c h M r o h ^ 2 ) a . 

Естественно положить далее: 

р "=М0 stall p n p , 0 < й р < » , 

Mp.=M.cosO , п 2 = 1 , 
4 О р р 

q = M.sinfi n , 0 < fi < п , 
О Ч Ч Ч 

/ 2 . 1 5 / 

/ 2 . 1 6 / 

/ 2 . 1 7 / 

Mq, = M„cosO , n 2 = 1 . 
4 0 q q 

После перехода к относительному импульсу р*. лежащему на 
А-сфере / 2 . 1 3 / , уравнение / 2 . 6 / удовлетворяется тождественно, 
а / 2 . 5 / принимает вид 

2М 8(р - q )ф (р). / 2 . 1 8 / 
4 4 q 

В плоском пределе /1.1*/ отсюда находим: 
(р 2-5 2)<А (Р) =0. / 2 > ) 9 / 
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Таким образом, /2.8/ следует трактовать как уравнение свобод
ного относительного движения в кривом импульсном пространстве 
/1.1/. 

§3. КОНФИГУРАЦИОННОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ. 
КВАЗИПОТЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 

В конфигурационном пространстве волновое уравнение /2.19/ 
выглядит как свободное уравнение Шредингера: 

аг и г Эг г и q 
где t - относительная координата, а - Д g J = L - квадрат 
относительного момента количества движения'. Согласно квазипо
тенциальной концепции / 1 8 / взаимодействие между релятивистскими 
частицами можно описывать феноменологически с помощью локальной 
функции V(r"; q) , параметрически зависящей от полной энергии 
системы. При энергии ниже порога первого неупругого процесса 
квазипотенциал V(r,q) должен быть вещественным, чтобы в этой 
области выполнялось условие двухчастичной унитарности. 

После работы Логунова и Тавхелидзе / 1 2 / в литературе обсуж
далось много уравнений квазипотенциального типа /в,Ю,п,1з-17/> 

От нерелятивистского уравнения Шредингера наименее отличается 
квазипотенциальное уравнение в форме Тодорова / п / 

Ч* •Ч*)ф (r)=-2^ V(?;q)<6 (?), /3.2/ q q ч 

где с = —— - "релятивизованная" приведенная 
масса, а З 8 определяется формулой /2.Tt/. Релятивистская 
двухчастичная амплитуда упругого рассеяния A(p,q), нормирован
ная "нерелятивистским" образом: 

£-|A(5.ft| , /3.3/ 
может быть записана а виде известного интеграла: 

A<p.q) - - -£»- / в"1*** \$;& А Й ) **. /3.V 

Отсюда с учетом сферической симметрии квазипотенциала находим 
для А(р. q) выражение в терминах величин, определенных в ев-
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клидовом 3-пространстве относительных импульсов: 

А(р. q) = - -r*-fVi(p-4)S:b<f> (х>)й3~р . / 3 . 5 / 
2п Ч 

Как модифицируется квазипотенциальный формализм при пере
ходе к искривленному пространству относительных импульсов 
/2.13/? Подобный вопрос возник много лет назад , и мы сейчас 
воспользуемся результатами цитируемой работы. 

Во-первых, введем в рассмотрение относительную координату 
г, канонически сопряженную неевклидову расстоянию на 4-сфере 
/2.13/. Пусть Lj, (ij = 1,2, Зд4) - генераторы группы 0/V, играющей роль группы движений р -пространства /2.13/. 

Положим 
Mjr'-i-L.jL.j ; i.J -1.B.8.4. /3.6/ 

Таким образом, координата г квантуется по закону 
r8=-^p-n(n + 2), п-0.1,2,8 /3.7/ 

Минимальное отличное от нуля расстояние определяется величиной 
~i—, которая в силу /2.13/ зависит как от фундаментальной 
Мл _ 
массы М, так и от инвариантной массы системы Vs. Из имеющихся 
экспериментальных данных можно заключить, что массы всех из
вестных элементарных частиц удовлетворяют ограничению 

т«М. /3.8/ 
В этом приближении из /2.13/ находим 

о 2 q a + m?+ m I 
М - М 2 + 4 - U + — ,' . в )• /3 .9 / • О - - - 2 т jm g+V? 8+n>i \/<f2+ го22 

Следовательно, минимальное расстояние между частицами в преде
ле очень высоких энергий " q 2 » M 8 есть величина порядка де-
бройлевской длины волны 1/q. 

В сферических координатах /2.16/ оператор Казимира /3.6/ 
принимает вид 

2 " " оов »п во an вш«п "•* 
Ортонормированные собственные функции этого оператора, отвечаю
щие спектру /3.7/, хорошо известны /см., например, 1 в /: 

в 



<n, ?,ml П , n > s ' p P 

,N." C 1 + £ » ( c o s n j s * e O c M ( c o s 0 ) s i n m < ? e i m * -tm n—I P p L m 

в<П, i,m |p> , 

где CJ!(z) - полиномы Гегенбауэра, a Np m - нормировочный 
множитель: 

„ 2 s f(n-e)!8(n+l)r 2(P + l) a 8 m + 1 (g -m) ! (3 f+ l ) rWA) 
£ r a V~r(n+£ + 2) V~r(f+m+l) /3 .12 / 

При выполнении определенных условий / 1 9 / функцию f(p*), задан
ную на сфере / 2 . 1 3 / , можно разложить по базису / 3 . 1 1 / : 

Г(Й = 1 f(n.f ,m)<n , t ,m |p> , / 3 . 1 3 / 
n, P, m 

причем 

f(n. t ,m) = / d n p f ( p ) < p | n . P,m> / 3 . 1 V 

/<m = — y - o/V - инвариантный элемент объема/. 

Применяя разложение /3.13/ и учитывая /2.17/, нетрудно про
верить, что уравнение /2.18/ равносильно следующему дифферен
циально-разностному уравнению в новом конфигурационном представ
лении : 

л д 

[ 4 a h B 4 - -=— + г— eh— re 
2 fti n+ 1 dn ( п + пи 

/ 3 . 1 5 / 
_ 4 e i n B - S - ] 0 (n.O,0) = O. 2 q 

По самому построению / 3 . 1 5 / описывает свободное относитель
ное движение нашей двухчастичной системы. Если перенести • но
вую схему концепцию кааэипотенциала, то для описания относи
тельного движения двух взаимодействующих частиц мы можем ис
пользовать уравнение 
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J) 

[4 sh2J- •-£- + - Ц - s h ^ ^ - e ^ - 4 s i n ^ ] 0 (n.0,0-
3 <Эп n+ 1 dn (n + 1) 2 2 ч 

я„ /3.16/ 
= -|^-V(n;q)0 q(n, в,ф), 

где V(n; q) - сферически-симметричный квазипотенциал, завися
щий от дискретной относительной координаты. В плоском пределе 
/2Л/ уравнение /3.16/ совпадает с /3.2/. 

Нормировка амплитуды рассеяния А(р, q) по-прежнему дает
ся соотношением /3.3/, а вместо /3.V и /3.5/ теперь имеем: 

A(p.q)=-|a_2;dnei^p|n.e,^>V(ii;4)^q(n,O,0), /3.17/ 

A(p,q)~.|a_;v(tpq ;q)0 q(p)dfi p . /3.18/ 
Благодаря сферической симметрии квазипотенциал в правой части 
/ 3 . 1 8 / зависит от 0/4/-инвариантной величины t p q - "искрив
ленной" передачи относительного импульса. Эта величина опре
деляется соотношением 

V M g - t p q - p . q + M 2 p 4 q 4 = M 2 c o s n p q . / 3 . 1 9 / 

Заметим, что с геометрической точки зрения i l p q есть неев
клидово расстояние между точками р и q* в импульсном прост
ранстве / 2 . 1 3 / . В плоском пределе, очевидно, 

М 0 П pq - V(P-4) 2 • / 3 .20 / 

Обратим также внимание на то обстоятельство, что на массовой 
поверхности p 2 - q * 2 в пределе сверхвысоких энергий 

q 2 » m f , q 2 » M 2 / 3 . 2 1 / 

формула /3.19/ сводится к соотношению 
p.q-q 2ooeO p q. /3.22/ 

Следовательно, в этой области угол рассеяния в совпадает с 
ОАЛинвариантной величиной О р : 

в-а . /3.23/ 
pq 
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Производя в /3-16/ разделение переменных с помощью подста
новки 

Ro(n;q) 
ф (а.0,ф) -, — Y» (в, ф), /3.24/ Ч п + 1 

приходим к следующему разностному уравнению для радиальной вол
новой функции R»(n;q): 

[ 4 B h 2 J ШЛП 4 8 in2^a]R.(n ;q) 
2dn (n + l)(n + 2) 2 l 

= fy V(n;q)R,,(n;q) . 

/ 3 . 2 5 / 

§4. КВАЗИКЛАССИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Для ряда квазипотенциалов V(n; q ) , в том числе "кулонов-
• г о " : 

V > ; q ) . 
0 п + 1 

разностное уравнение /3.25/ может быть решено точно. Некоторые 
методы приближенного анализа уравнения Шредингера, разработан
ные в квантовой механике, также могут успешно применяться при 
работе с уравнением /3.25/. В данном параграфе мы сформулиру
ем квазиклассический /ВКБ/ метод решения /3.25/ - с м / 2 0 / . 

Во-первых, примем во внимание, что из условия квазиклассич
ности угловой части волновой функции ф(п,0,ф) следуют стан
дартные ограничения на допустимые значения угла рассеяния 
в методе ВКБ / 2 1 / : 

ot » 1, u-ен» 1. /ц.\/ 
При больших орбитальных моментах это условие справедливо почти 
для всех углов, кроме небольших интервалов вблизи 0= 0 и 0-п. 

Положим, как обычно*, 
Mt+j)-4P -L. /it.2/ 

где р - прицельный параметр. С учетом /4.2/ уравнение /2.25/ 
записывается так: 

* Далее нам будет удобно вернуться к обычной системе единиц. 
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[ 4 sh a ^ g ± 4 sin 3 - i ] R (n;q) = V V(n;q) R, (n;q) . A . 3 / 
<ta 1ia(n+l) (n+2) s * Q f 

Его решение будем искать в виде 

R,(n;q) = A e T S C n : 4 )

; A . V 

где S(n;q) есть функция, имеющая размерность действия, а А -
произвольная константа с размерностью длины. 

В силу /3.7/ целочисленная переменная п связана с относи
тельным расстоянием г соотношением 

M*c 2 

В квазиклассическом приближении h->0,n» 1, имеем отсюда 

г=~-п. А.6/ 
М0о 

Данную величину естественно использовать в качестве незави
симой переменной в квазиклассической области. При этом вместо 
A . V будем иметь: 

ВКБ т ^ ч ) 
Щ (r;q)=Aefl . A. 7/ 
При подстановке А.7/ в уравнение А.З/ необходимо учесть, 

J.H d i „, , I „, j. IT „ 
+-«7"аГ T S (' : 4 ) T T s ( t ± T v : 4 ) А.8/ 
e e = e 
Наши дальнейшие действия разбиваются на следующие этапы: 
1/ Функция S(t±-3— ;q) разлагается в ряд Тейлора с точностью 

м0° и до членов второго порядка по степеням — — . М0с 2/ Экспоненты, в показателях которых содержится т, разлага
ются по степеням "Л с той же точностью. 

3/ Все члены, имеющие одинаковый порядок малости по it, груп
пируются вместе. 

U/ Налагается '"условие квазиклассичности", состоящее • том, 
что члены, не содержащие It, считаются значительно большими тех 
членов, которые содержат It • первой степени. 
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В явном виде "условие квазиклассичности" выглядит так: 

М~са М * с г г 2 М.с dr M o ° М^с^г* 

р(г) з - М ^ с о в Я - f i V( r ;q ) . / 4 . 1 0 / 
О q q 

В плоском пределе /4.6/ переходит в известное квантовомехани-
ческое условие квазиклассичности: 

\±- -5—1« 1. /4.11/ 
dr p(r) 

п2 
где р(г) =\/2M-n—V(r)) - классический импульс частицы. 

Процедура, описанная выше, приводит к следующему выражению 
для волновой функции /4.7/: 

ВКБ х -^ф^иМ**-^--?-] 
R j fr;q)= ?• е 'о М о 

/1 Й Й L g / 4 . 1 2 / 
V Mj»c 4~M ac 2r2 

где г 0 есть "точка поворота", определяемая из уравнения 

М * о * - р 2 ( г ) ^ =0. / 4 . 1 3 / 

С помощью /4.1/ можно найти фазовый сдвиг 8р , т.е. раз
ность фаз волновой функции /4.12/ в асимптотической области г-»~ 
и свободной волновой функции. Прямые вычисления дают: 

. i ^ o -.sk-. и ° ч an 
§5. РАССЕЯНИЕ ПРИ ВЫСОКИХ ЭНЕРГИЯХ НА БОЛЬШИЕ УГЛЫ 
В работах / Е 1. В 8 / было отмечено, что в квантовой механике 

рассеяние частиц высоких энергий на большие углы может быть 
описано как квазиклассическое рассеяние на эффективном глад
ком потенциале в области классически запрещенных углов. При-
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меним это соображение в рамках нашего подхода для нахождения 
сечения рассеяния на большие углы. 

В квазиклассическом приближении амплитуда рассеяния запи
сывается в виде 

ВКБ 
ВКБ , ВКБ 21SP (q) 

A (q,0)=— X (2f+l)P. (cos0)e , /5.1/ 
2iq £=0 ' 

где Pn (cos0)- квазиклассическое приближение к полиномам Ле-
жандра /80/.Далее естественно заключаем, что основной вклад 
в сумму /5.1/ дают те значения I, которые близки к корню урав
нения 

ВКБ 
d8» (q) 

2 — - ±0 = 0. /5.2/ 
df 

Подставляя сюда выражение для фазового сдвига /h.\h/, находим 
уравнение, связывающее угол рассеяния с прицельным параметром 
{ и содержащее фундаментальную массу М: 

мо°ю ( r _ 4 4 ) / ^ i l ? ^ ^ Mgc 2 

Легко видеть, что в плоском пределе уравнение /5.3/ перехо
дит в классическое уравнение траектории относительного движе
ния частиц: 

" dr л ±0 

При больших энергиях М§с гсовЯ » j i q V ( r ; q ) в / 5 . 3 / можно 
пренебречь зависимостью от потенциала и явно вычислить интег
рал. Это дает следующее приближенное уравнение траектории: 

r.coe-f-
р(0)« ° * . /5 .5/ 

Vl-Bln 8 n q 8in 8 | -

В области "классически запрещенных углов", где р(0) и г 0 

принимают комплексные значения, амплитуда рассеяния может быть 
представлена в виде / 8 0 /

В 1 / с » -»„ - . - * - " . 
12 



где действие S (0) определяется следующим интегралом: 
ВКБ 

S (0) = / L a 0 = q />(0)d0. / 5 . 7 / 

Принимая во внимание / 5 . 5 / , находим отсюда: 

S B K B ( 0 ) = 2Mocroarcsin(sinn s in | - ) . / 5 . 8 / 

Следовательно, при высоких энергиях М QC 2 cosil » u V(r; q) 
для амплитуды рассеяния имеем с учетом /1 .17/и / 2 . Г 9 / 

ВКБ 2M ncImr n fl v 

A (0,q)-exp[ У !i— arcsin(sinn sin—)] = 
n ч 2 / 5 . 9 / 

M nclmr n 

. м р [ - _ ± L Q P , ] . 
II 

Заметим, что /5.9/ не только переходит в соответствующую 
"плоскую" формулу 

:«"о ,,-. .• » 
ВКБ --—-s/lp-q) 

A ( М)-е /5.10/ 
/см. 3.20/, но и выглядит как прямое геометрическое обобщение 
выражения /5.10/ на случай искривленного пространства относи
тельных импульсов /2.13/. 

Комбинируя /2.3/ и /5.9/. получаем следующее выражение для 
дифференциального сечения рассеяния в рассматриваемой обпасти 
значений кинематических переменных: 

-32. . . L | A B K B ( 0 , q ) | 2 -
dt s 

4 М о ° , . , »pn /5.И/ 

. — е и , t = (p-q) . 
S 
/в/ 

В была получена аналогичная формула в рамках теории с импульсным пространством де Ситтера / 1 . 2 / : 
4Мс _ г о 

-^--^v-^-w^ — РЧ it 
• l m r f 

dt S 4 M 2 0 2 4 M 2 C E ) . /5.12/ 

Оба эти выражения, /5.11/ и /5.12/, имеют одинаковый плос
кий предел 
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Sim г о _ 
-v«. ^-i-e * P V /5.13/ 

at в 
Эту работу мы хотели бы резюмировать так. Если в природе 

существует новый универсальный масштаб - фундаментальная масса 
/или, что эквивалентно, фундаментальная длина/, то развитый 
здесь аппарат может служить для феноменологического описания 
двухчастичных систем во всей области энергий, включая /3.21/. 

Авторы искренне благодарны П.Н.Боголюбову, В.А.Матвееву, 
P.M.Мир-Касимову, Р.М.Мурадяну, А.Н.Тавхелидзе и Р.Н.Фаустову 
за полезные обсуждения результатов данной работы. 
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