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1. ВВЕДЕНИЕ 
Изучение моделей элементарных частиц на основе нелинейных 

уравнений поля, допускающих нетривиальные /солитонные, инстан-
тонные и другие/ классические решения, потребовало разработки 
последовательной схемы квантования подобных решений. Этой 
проблеме в последние годы было посвящено много работ. 

Известно, что как стандартная теория возмущений, так и не
посредственное применение методов континуального интегрирова
ния приводят здесь к бессмысленным выражениям ввиду появления 
инфракрасных расходимостей, обусловленных симметрией задачи, 
порождаемой некоторой группой непрерывных преобразований /на
пример, группой трансляций или лоренцевых вращений/. Возникшая 
проблема получила название проблемы нулевых мод. 

Как было показано в работе 4 / на примере однопетлевого 
и двухпетлевого приближений в двумерной теории нелинейного 
скалярного поля, сингулярности, связанные с решениями нулевых 
мод, в точности сокращаются, и обычная диаграммная техника 
с подходящим образом определенной функцией Грина применима 
при нахождении квантовых поправок к односолитонным решениям. 

Этот результат был обобщен в работе ъ' на случай произволь
ных порядков петлевого разложения. Следует подчеркнуть, что 
необходимым условием справедливости результатов работ / 4- 5 / яв
ляется квадратичная неинтегрируемость решений нулевой моды 
/соответствующие состояния принадлежат непрерывному спектру/. 

Другой путь преодоления обсуждаемых здесь трудностей опи
рается на использование метода коллективных координат, вве
денных Боголюбовым и Тябликовым в 1 Э'+Э году при формулировке 
квантовой теории полярона / 6 / и получивших дальнейшее обобщение 
в работах по проблеме сильной связи в квантовой теории поля • 
В этом подходе параметрам непрерывной группы преобразований 
симметрии сопоставляются динамические переменные /коллективные 
координаты/, причем канонически сопряженные им импульсы явля
ются интегралами движения. Накладываемые на теорию связи, 
устраняющие излишние степени свободы, они автоматически исклю
чают появление нулевых мод. 

Развиваемая на этой основе модифицированная диаграммная 
техника отличается от традиционной как выбором функции Грима, 
так и наличием целого ряда новых вершин. Последнее обстоятель
ство делает сравнение результатов метода коллективных координат 
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с вычислениями в рамках стандартной теории возмущений с уче
том упомянутого выше явления компенсации сингулярностей нуле
вой моды весьма непростой задачей. 

Как было показано нами ранее, при нахождении поправок 
к классическим солитонным решениям можно использовать опре
деленным образом модифицированный континуальный интеграл, учи
тывающий явным образом наличие непрерывной симметрии. Развитая 
на этой основе диаграммная техника позволяет доказать точную 
компенсацию вкладов нулевых мод в произвольных порядках петле
вого разложения. 

В настоящей работе,на основе метода континуального интегри
рования, детально обсуждается перенормировка в двумерной ска
лярной теории и компенсация нулевых мод для двухпетлевой по
правки к массе солитона. Показывается, что полученное конечное 
выражение в точности совпадает с найденным в работе ' на 
основе метода коллективных координат. 

2. КВАНТОВЫЕ ПОПРАВКИ К МАССЕ СОЛИТОНА 
Рассмотрим двумерную модель скалярного самодействующего 

поля <^(t,x)c функционалом действия 

S[^l= fdt/ dx[i-(^) 8-U(0)1. /2.1/ 

Предполагается, что действие обладает нетривиальной экстре
малью ф = ф ( t ,x) ,T.e. 

В дальнейшем для конкретности будем считать, что классическое 
уравнение / 2 . 2 / допускает солитонное решение типа ( ^ = c = i ) 

<A | U (t .x)=4>(r-r 0 ) , г - * ~ - v t

v . | v | < l . / 2 . 3 / 
\ / l - v 2 

где Ф (г) при | г | -» ~ достаточно быстро стремится к своим 
асимптотическим значениям 

+ 
ф(г)- . ф" , г - too . / 2 . V 

Соответствующее данному решению действие, как известно, ли
нейно расходится 

Ь[фм U - M o / d r ; r - A = = . / 2 .5 / 
V l - v 8 
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определяя классическое значение массы солитона 
М„=/<ИФ'(г)1 . / 2 - 6 / 

—ВО 

В квантовой теории масса солитона определяется как разность 
между энергией статического солитона и энергией вакуума 

М = Е с -Е 0 . /2.7/ 
/д/ Как было показано в работе •возникающие при нахождении 

квантовых поправок в односолитонном секторе ультрафиолетовые 
расходимости могут быть устранены теми же контрчленами, что 
и в вакуумном секторе. 

Известно, что в вакуумном секторе ультрафиолетовые расходи
мости могут быть устранены нормальным упорядочением лагран
жиана. С другой стороны, метод континуального интегрирования 
соответствует вейлевскому /т.е. симметричному относительно по
ложительно- и отрицательно-частотных частей операторов поля/ 
упорядочению лагранжиана. Поэтому для устранения ультрафиоле
товых расходимостей в континуальном интеграле необходимо при
вести нормально упорядоченный лагранжиан к вейлевской форме. 
Это делается с помощью следующей общей формулы: 

L(0)- L R (ф)= : t(<£): = 

=ехр^/а 8ха* уп< > ( , - , , _ _ _ , ь а д . 

(—1 \ 2 ^РСх—у) 2 2 
где D (х-у)=-5-/d ре 0(-Ро)Мр - m ) -отрицательно-
частотная часть перестановочной функции Паули-Йордана. Вслед
ствие локальности лагранжиана эту формулу можно перепи
сать в виде 

г b R <+>-f *„**"+-•§- Ф г itr r г 

г д е л 
y . - i D ( _ ) ( o ) - - i - ; fr . -L in-*- . 

* » -Л V pt + m s 2» т 

Л - ультрафиолетовое обреэание. 

/2.9/ 
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Введем в лагранжиан параметр петлевого разложения стандарт
ным образом 

[ДфЬь" {ф)=-\-Ь{аф). /2.10/ 
В вакуумном секторе имеем 

d 2 1 

/2.11/ 

~n=S n! n 2 

В односолитонном секторе следует учесть, что после замены 
/2 .10 / статическим односолитонным решением уравнении движения 
является функция -1-Ф (к-а )• Подставив ф в виде 

(Mt.xJ- i - 'Kx-a)* g(t,x ) 

имеем 

M e ) = А-Ь(ф) ~ Т ВНЕ+ ir f'u "(Ф)~ m 2 I 

- e x p | - i ^ ! i - r ( o g ) -
/ 2 .12 / 

где 

H - d f + h , h »-а*+и"[Ф(х-а)1, 

/2.13/ 
.0 («-ШФ(х-«)] -0 ' [ф(»-»)и(1 ,х) - | -и"[ф(«-») ] В

г (1А 

"«^'^r^U-**-*) 



При нахождении квантовых поправок к массе солитона будем 
исходить, следуя работе , из континуальных интегралов с пе
риодическими по времени /с периодом Т / граничными условиями, 
определяющих энергию основного состояния в односолитонном и 
вакуумном секторах 

. Т/г 
Е с = lim.-i-ln/ Dgexpl-i / dt / ds L°fe)!x 

т-<~ IT _ T / a

 B 

x 6 ( J > gdtdx)(l+ — & - I ^ g d t d x ) , 
TV Mo 

Д"«'" "m i f? 1 " ° е 1 ( в1^"'ф) ) - 2" ' d X V ( X ) 

- lim :i-Spln(l +D cV) - £ / dxV(x), 

/ 2 . 1 V 

T/2 
E0= U m .-i|r In/D^expi- i / d t / d x L ° ( 0 ) i . /2 15/ 

T-*oo 1 1 - T / 2 ' « - • - " 

где 

*„<«> - s s = - * i ( О - — a , « ( « - a ) /2 .16 / 
VMo V M 0 

нормированная функция нулевой моды: 

j / o " 1 ' 1 ' / 2 .17 / 

Первая квантовая поправка дается формулой 

/Dgexp | i - /gHgd B x | S ( / g ^ 0 d 2 x ) 

А М е

в ) . lim . i - lu /2 .18/ 
• T " ° ° i 8 8 

/ T></> expl-g-/ ф(а +m )<£d x| 

- | - ; d x [ U " ( 0 ) - n i 2 1 

и сводится к вычислению детерминанта 

/2 .19 / 

где V (х)-и"(Ф(*))-т8 и D 0 - причинная функция Грина ска
лярного поля, удовлетворяющая уравнению 
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( D + m a)D c(t ,x) = S(t)S(x). /2.20/ 

Последующие квантовые поправки определяются перенормированной 
диаграммной техникой, заданной операторными выражениями 

а 
expfl./KD + c ^ . ^ g ^ - l e 1 ( 1 + - ^ / в , ^ А ) | в _ 0 / г л и 

в солитонном секторе и 
S 2 • 

в Ч , 1 Т ' °°ТфТф1е ' * -0 /2.22/ 

в вакуумном секторе. Здесь 

r R

a [gU/e X p|-X__|_L.r( a g)( i tdx /2.23/ 

a 

Г а [ 0 ] = / в х р ! - ^ . J-jl-i^r,, (a^)dtdx. /2 .2V 

Функция Грина Q в формуле /2.21/ удовлетворяет условию 
/G(t,x,t', х')ф (х')йх'Л' = О и уравнению 

HG(t,x,t',x')=S(t-t,)S(x-x')-.i-0o(x)0o(x' ) /2.25/ 

с периодическим по времени граничным условием 

О ( t+T,x , t ' .x ' )=Q(t ,x , t , , x ' ) . / 2 . 2 6 / 

Такую функцию нетрудно построить'8 /, если известны собственные 
функции и собственные значения оператора h 

r n n rn о 
Действительно, имеем: 

^'^-кЛо Vi-Ja t l , ^Wn'(x'). / 2 . 2 7 / 

2ffin 

в 



Сумму 11.111, в которой отсутствует сингулярный член (п , т)=0, 
удобно представить в виде двух слагаемых G= G 0 + GR 

, « i i ' m ( t - t ' ) 
G 0 ( t , M ' . X O — ^ I / ^ Ф0(*)<!>0(*')- /2.28/ 

G K ( « . x , t ' . x ' ) = - n | 0 X ^ _ r — - ^ ( X ) V ^ ( « ' ) . / 2 - 2 9 / 
vm <°n f i e 

В формулах / 2 . 2 8 / , /2 .29/ суммирование по индексу мощно про
вести при помощи следующих равенств: 

~ 1 я 8 1 , , 1 а • 

+ 0 0 t пи • 
V _в П 003й)( 1Т-1 8| ) / 2 . 3 V 

т г = - ~ т 2 - ш

г + W ~ ~ 5 в*"™ 

ш-Ы - it . -Biriz £ 2n . 

Получим 
G 0 ( t . x . t ' . x ' ) = [ - 2 + - i | t - t " | - - ^ j ( t a ' ) % o ( x ) 0 o ( x ' ) . / 2 - 3 2 / 

i 0 0 8 i „ ( | . - | t - t ' | ) 
G K d . x . t ' . x ' ) ^ - L ^ • , ( 4 r ,

I ( 0 . / 2 Л З / 

Отметим, что в пределе Т-»» функция G R переходит в функцию 
Грина метода коллективных координат 

„ i * 1 J"«lt-*'l 
/2.3 V 

Вторая квантовая поправка к энергии солитона дается выражением 

A E ^ - U m - L * , , 
где W a- член, пропорциональный 0

8 ш выражении /2.21/ 
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w a = 

(a) - -Lf dt dxU^x)G ( t ,x , t , x ) - 2 - е dtdxU^x)G(t ,x,t ,x) 

+ - ^ f dtdxU 4(x) 

(b) + •— f dt t dXjdt2dXgG( t r Xj, t j , x , ^ ( x j) G( t j, x j , 12. x 2) U3( x 2) G( t 2, Xg, 1 2 , xg) 

+ ^-f dtjdXidtgdxgGfti.Xj.t l P x^U^ Xj)G(t 1 ( x 1 ? tg.x^UaC x 8 ) 
/ 2 . 3 5 / 

-\YZ( dt1dx1dtadXgU3( X j ) G ( t 1 , x 1 , t 2 , x a ) U 3 ( x g ) 

(c) + -— f d t , d x 1 d t a d x a U 3 ( x 1 ) G 3 ( t 1 , x 1 , t a . x 2 ) U 3 ( X g ) 

(d) Ц=г f dt 1dxidt 2dx g^^(x 1)G ( t , ,x , , t 2 .Xj)U 3(Xg)Q(tg,x 2 . tg.Xg) 

1^= Г d t j d x j d t j j d ^ ' ( spGCtj .Xj . tg .x^ U 3 ( x 2 ) . 
2 Т / М 0 

Соответствующие диаграммы имеют вид: 

(*>-i ОО-т ОС - i ПО =-тОО 

(Ь) *СЮ + ОС 4 О-О - | О-О 

(d) 4^0-i-«<) -4 • О 
• 



При этом выбраны следующие правила соответствия: 

G U a Л 

-1у U 4 х 

G - i y 1 ф - ф 
Т у м 0 

Как показано в приложении, вклады от нулевых мод в функции 
Грина, имеющих вид сф0- ф0 , сокращаются в Wg- Поэтому в формуле 
/2.21/ произвольный коэффициент можно для удобства выбрать 
равным Т/12 и работать с функцией Грина 

G' = G ' 0 , G K , 
CJ(t.x,t\x') = F(t-t')^ o(x)0 o(x')~ / 2 ' 3 6 / 

Учитывая, что F(0) = 0, а также 

С из< х) ̂ о'Ь'*'"0- Г из( х><М х) ̂ n(x)(A*(x)dx^0, 

находим, что Gg не дает вклада в диаграммы (a) ,(b),(d). 

Вычислим вклад от G'Q в диаграмму (с), обозначив его 
через С 0 = С(,+ Cs

0 

С о - - \ Г dt4 dxidtgdXjjM x,) U3(Xj) F( t,-t £ Ĝ ( 1 1. ^ , t a . x ^ U3( x £ 0O( x a ) 

/2.37/ 

C&-i-r dt ,dx 1 dt e dx g / o (x 1 )U 3 (x 1 )F 2 ( t 1 - t 8 )G k ( t 1 .x 1 . t 8 ) x 8 )U3(x 8 )0 S

d (x a ) . 

Примени! равенства 

\/Й"оГ «з<х>*Мх) k̂<x> 0*„(») d*-( <-8n~<"k)f 0*n(x)0i(»)dx. / г - 3 8 / 

\ / м 0 Г Uj( x )tfo( x ) W ) d x "»n f *'o<x> *n< x ) *«• / 2 ' 3 9 / 

получим 
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С 0 = - 1б¥о ъЛо ^ — f *l*B^l-*2)« 
«„onBinC^-j) в п Ц - j ) ^ o 

x cos5 n(-| - |t,-t8|) cos« k(2- |t.-t 8| ). 
2 

C° = «Г &U*H,h'-i* f d 4 dtaF2(tl-t2)COSoIn(-,|-|t1-ta|). 
° sin(<"rt^> /2.1,!/ 

Интегралы по tin t 2 легко берутся. В пределе l ^ . l как и следовало ожидать, нет членов, возрастающих быстрее, чем Т 
/такие члены могли бы возникнуть только в :• -вязанных диа
граммах/ . 

В итоге для второй квантовой поправки к энергии солитона полу
чим 

AE (f-lim-i-( a R f b K + o K + c 0 ) , /2.W 
Т-» t» 1 1 

где % , Ь к , с к - вклады соответствующих диаграмм, вычисленные с функцией Грина С к . Диаграммы (d) не содержат членов, растущих при Т-> »,и поэ
тому не вносят вклада в энергию солитона. 

В вакуумном секторе, как нетрудно заметить, все члены, кроме 
i з о . _ 

члена -тс^зГ D c B порядке а,сокращаются перенормировкой. Ес
ли V 3- 0 , то в этом порядке поправка к энергии вакуума также 
равна нулю. 

3. СРАВНЕНИЕ С РЕЗУЛЬТАТОМ МЕТОДА КОЛЛЕКТИВНЫХ КООРДИНАТ 
В работе вычислена вторая квантовая поправка к массе соли

тона • модели Sine-Gordon методом коллективных координат. 
Покажем, что, несмотря на отличие использованной • этой 

работа диаграммной техники от техники, развитой нами, резуль
таты вычислений • обоих подходах совпадают для второй кванто
вой поправки к массе солитона. 
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В модели Sine-Gordon потенциал U(ф) = 1- cosф . Решение урав
нения движения <t(x)=4arctge .В работе детально приведены 
формулы для, ортонормированной системы собственных функций 
оператора п-0 п(х), а также для перехода от суммирования по 
дискретному индексу п к интегрированию по непрерывному пара
метру к при L -> ~ . Здесь L- объем пространственного интег
рирования, на котором определяются функции 0 п(х). Следуя этим 
формулам, нетрудно получить для функций G^t.x.t',х') и 
GK(t, х, t, x)-iy следующие выражения: 

G K ( t , x , t ' , x ' ) - f - 2 L * _ = - P k ( x ) P * k ( * ' ) / З Л / 

S i n u n -

G ( t , x , t . x ) _ i y - _ ' f | E _ g k ( X ) , o j k = v ' l + k a . 
L - oo £ 2l7uJ k 

где Pk( x) ; нормированные на 2г?8(к-к' Собственные функции 
оператора h, принадлежащие непрерывному спектру и 

gk(x) = l - | P k ( x ) | 2 . / 3 . 3 / 

Для членов а к получим: 

а к = - "g- Г dtdxU4(x)[G(t,x.t.x)- iy]2= 1 2 fdx f \ ^ ' U4(x)gk(x)gk>(x). 
(2 17) w k w k ' / 3 . 1 ) / 

Если теперь учтем, что U 4(x)=-cos Ф(х)= - ( 1 - —rv—)- T O найдем, 
ch ex 

что вместе с членом с вклад от диаграммы d k в массу солитона 
соответствует сумме членов, обозначенных в / 8 / через c j 

lim -jjf( а к + С 0 )=> c j . / 3 . 5 / 

Аналогично 

_1 
T - . » i T 
lim -r^r b K . 

, /3.6/ 
Jjr f dt 1dx 1dt 2dx 8[aK(t 1,x 1.t 1 >x 1)-tHtV4^4-VV x2) u3<' l2)>< 

* (°к(1а-хгдг-хг)-1у1=' 
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1 dkidkpdkti 
°~Wf а в f ^^^^Ькз^иек/М)" 

(2)7) ч > к 1 й ) к а и к з 

х / ' d x 2 s l n * ( X g ) p k g ( x a ) g k a ( x a ) = > c 2 

dkjdkg dk 3 I f d x s i n O ( x ) p k ( x ) P k ( x ) P k f x)jS 

lim i . O . » - i | r

 l S 3 

Ш)г CI)L b i n u * , + ш к 
K a 

K 3 
) 

/3. .7/ 

л of * c 4 /3. 8/ l i r n ^ - l T C 0 = - f _ _ 5 ( _ - l ) | ( P k , p k . ) ! * o 

Вклад в энергию вакуума в порядке я отсутствует, так как\/3=0. 
Авторы глубоко благодарны Н.Н.Боголюбову, А.Н.Тавхелидэе, 

Н.В.Красникову, Ш.И.Вашакидзе и Г.П.Джорджадзе за интерес 
к работе и полезные обсуждения. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
Проиллюстрируем взаимное сокращение вкладов от нулевых мод 

на примере двухпетлевого приближения. Подставим в выражение 
для "а функцию Грина G+ci/,a 'Фа,- G определена в /2.27/. 
газобьем W a на члены, содержащие разные степени у 

Wg-A + У В + y 8 D . 
Рассмотрим сначала неперенормированную часть 

А 0 « Л 0+ сА,+ с А 8 + о A s , 

А 8 - (fdtdxU3(x),ia
3(x))2.0. 

А г - Г dtdxU4(x) 0j(x) 

-3 f dt1dx1dt8dxsv,J(x,)U3(x,)0(t1.x1,ta,x8)U3(!is)V'S(X8)-

12 



Приняв во внимание, что <Э а^ а(х) = - f dt1dx1G(t,x,t j ,x,)U3(x ̂  0 a (х ,), 
получим 

A 2 - 3 a fUa(x)(4^(x)dxdt 

l = - | l rdtdxG(t,x,t.x)!J4(x)^a(x) A,= 

- fdtidXjd^dXa^aCx^UgCx^Gct! . x ^ . x 2 ) U 3(x 2 )G(t 2 ,x a , t 2 , x 2 ) 

- f dtjdxjdtadXg ^ a ( x t ) L ,

3 (x 1 )G a ( t , ,Xi , t 2 .XgJU^Xg)v',a(x,j) 

- - i [ f dt dxG(t.x,t,x)U3(x) 0 a (x ) ] 2 ! . 

Последний член в A t равняется нулю, так как 

fdtdxG(t.x,t,x)U3(x)^a(x)-daln f D g e T g " S ( f ̂ ,ag d 2x) = 0. 

Применив равенство 
f G ( t 2 , x g , t .x)Ug(x) ,/,a(X) Gft.x.tj.x ,)dtdx = 

dx = - 5 a G ( t 8 , x ? t 1 . x 1 ) + J L t f a ( i j l f O ^ . i j W J ^ ' W * 

+ ТЧЛ" V l ) f G(t 8 . x 2 .t ,x)^ a '(x)dtdx 

к третьему члену и просуммировав все оставшиеся члены, убеж
даемся , что 

А,- а а f dt dxG(t,x,t,x) U 3(x) ф а(х)= 0. 
А с « A Q. 

Рассмотрим члены, пропорциональные у и уг: 

В с . В 0 + оВ,+ о 8 В г 

13 



В , - f dtdxU 4 (x) / a (x)_ 

-f d t 1 d x 1 d t a d x 2 ^ ( x 1 ) G ( t 1 , x 1 , t 2 . x 2 ) U s 0 4 ) U 3 ( x 2 ) = 

= d\ I U2(x)dx = 0 

D 0 = D 0 + oDj , D t - ( г и а (х ) ф a(x)dx) К о. 

Мы убедились, что Wc„c ) = W ( 0 ) . 
й 2 
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