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§ I. Введение 
В настоящей работе представлены результаты численных рас­

четов масс и лептонных ширин тяжелых векторных мезонов. Послед­
нее время для описания масс -vSf и X -частиц широко исполь­
зуется нерелятивистская кварковая модель, основанная на уравнении 
Шредингера 'У . Потенциал кварк-кваркового взаимодействия берет­
ся в виде, содержащем запирающий член на больших расстояниях 
и кулоновский член на малых, 

V'r> - - 1?*\Lf ^г>. 
Кулоновская часть потенциала является следствием обмена од­

ним глюоном между кварками на малых расстояниях. Форма запираю­
щего члена выбирается феноменологически. В работе ' ' было 
показано, что,по крайней мере, для легких мезонов такой подход 
не является самосогласованным, так как вклад релятивистских 
поправок оказывается того же порядка, что и вклад от нерелятивист­
ского гамильтониана, который первоначально предполагался основным. 

Поэтому необходимо использование существенно релятивист­
ского подхода. В данной работе вычисление спектра масс 
системы кварка и антикварка будет производиться в рамках квази­
потенциального подхода' . Как и в работах '^ мы будем ис­
пользовать релятивистское трехмерное двухчастичное квазипотен-
циальное уравнение, полученное Кадашевским ' ' на основе кова-
риантной гамильтоновой формулировки теории поля и позднее в ра­
ботах '^' на основе техники ковариантного приравнивания времен 
двух частиц у волновой функции (ВФ) уравнения Бете-Солпитера. В 
системе центра масс (р**»-Р= Ь ) это уравнение принимает вид: 



(1.2) 

В уравнении (I.I) удобно перейти к трехмерному релятивист ско-
*,ту конфигурационному представлению (PK1I), которое было введено в 
'' ' путем разложения ВФ относительно движения двух кварков по 
унитарным неприводимым представлениям группы Лоренца ' ' 

* (1.3) 
-1-,'гт 

7 w \ Ml J I (I. 
Воспользовавшись разложением функций (1.4) по сферическим 

гармоникам '7' для радиальной части ВФ п ^ ( г) 

/7/ 
получим следующее конечно-разностное уравнение ''': 

3- A 1 я е ~ ~mc. ~ к о м п т о н о в с к а я длина волны кварка. 
Регулярное в нуле свободное решение уравнения (1.6), как 

/7/ 
было показано в ' ; имеет вид: 

4) 
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ad. — 7 e+I (e+S) ' - / 

л -< т. 
•*• у (Cjb*) - функция Лежандра, a f-r/^J C **' - обобщенная 
степень, определяемая равенством 

иереи, g 
В нерелятивистской тчории х cr) -»/"• f что приводило к тому, с г-*о что для £ ^ О ВФ обращалась в нуль в начале координат. Такое 
поведение ВФ носит кинематический характер и связано с поведением 
при Г-» О свободных решений j e (к г ) —* (кг rJ* . В случае 
релятивистского уравнения свободные решения имеют существенно дру-
roe поведение при Г^» О , так что *$. (о) £ (-' при 

В § 2 мы найдем квазиклассическое условие квантования для 
конечно-разностного уравнения в РКП; в § 3 с использованием точ­
ного кулоновского решения при Г" о будет получено выражение 
для ширин лептонных распадов векторных мезонов, а в § 4 в качест­
ве применения формул, полученных в § 2 и § 3.,вычислены спектры 
масс и ширины распадов <Jrjf и 2* - частиц. 

§ 2 . Квазиклассическое условие квантования в РКП 

Прежде чем приступать к решению конечно-разностного уравне­
ния методом ВКБ ' , заыетш,^^ в выражении(1.7)комплекснын являет-
ся лишь множитель (-Г/lc) . Целесообразно выделить этот множи­
тель с помощью подстановки: 

*^При Г»О частицы находятся на расстоянии комптоиовской длины волны. 

3 



<"L) ТУ 

функция Ие ^г) будет удовлетворять уравнению: 

№aft + i$Usk(ei£)-Xu]W<Cr) -о. (2.2) 
Гамильтониан в уравнении (2.2) является вещественным. 

В отсутствие взаимодействия решением уравнения (2.2) являет­
ся функция Лежандра 

•J? (rf^i^i^^^^c-^j)^ {23) 

Ищем Н^ С г) в виде: 

(2.4) 
Подставляя (2.4) в (2.2) и удерживая члени нулевого порядка 

по н , находим дифференциальное уравнение для Ч-0(-г): 

j-fUr) ^апссА Хл (г)-1ш«пе£_А. -f.- (2.5) 

Хл(г)=ХСг)[1+(Л2.)2]^ /1 = е+1 . (2.6) 
Мнимая часть в (2.5) даст вклад в предзкспоненциалышй 

множитель в (2.4) и не скажется на виде условия квантования. 
Учитывая члены порядка п , приходим к уравнению для 

' X Л 
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Для фунюг- We Cf) получим таким образом: 

к?есг)=[х;сг^]-^(-г.;,А')-^ 
г 

хехр+ШсшА(сиМй * Л - / 

Здесь П ^ > - точка поворота .определенная из условия: 

Левая точка поворота Г_ не равна 0 даже в случае в. = О , так 
как при этом /I j£ с? . Аналогичная ситуация имеет место при 
квазиклассическом решении уравнения Шредингера, где производится 
замена eU*l) ->(€+ ±f ^ . Ъ случае Г £ Г_ » Л , что имеет 
место для энергий Е- « 2 т. , выражение (2.Я) упрощается. За­
писывая /f^CrJs виде стоячей волны, получим: 

К С г ) г = х [Хл

гСгЫГ(фЩ^г'меск Ул(г')] 
Г~ (2.9) 

Сожитель г компенсирует вынесенное нами выражение 
. Из (2.9) следует квазиклассическое условие 

f/яг-» =-
квантования 

J j rWcA ХАС")°*ЗГ(П~*)' «.ID) 

До сих пор мы не моняг.зтизировали вид потенциала V Сг). 
Для случая V(r) = Gr уравнение (1.6) решено методом Лап­
ласа ' Л При этом было найдено точное условие квантования: 

$cos[£(ishx-W-X.)]c/x =0 
~°° г .- < г л 1 > 

VV = Лте + Ь cjg 



Вычисление интеграла в левой части (2 . I I ) методом стационар­
ной фазы приводит в случае £. = о к 

7Г(п+ 3A) >^>1 , (2.12) 
что в точности совпадает с квазиклассическим условием кванто-

я для линейного в РКП потенциала, которое былс получено в 
&ия определения ширин лептонных распадов векторных мезонов 

ол 
цвета) 

вания для линейного в РКП потенциала, которое былс получено в '•"•'. 
в веки 

воспользуемся формулой Ван Роена - Ваископфа '*•'*' (с учетом 

LV-*e+e- <7 ' V '• ( з л ) 

Здесь М. - масса мезона, «а - заряд кварка, а %/Р (° ) - ЗФ 
систеглы кварка и антикварка, в качестве которой обычно используют 
нерелятивистскую ВФ системы. Мы будем подставлять в (3.1) реляти­
вистскую ВФ г (г) , заданную в РКП согласно (1.3а). 

При малых Г в потенциале (I.I) доминирует кулоновский член 
(область _/ на рисунке).В этой области ВФ совпадает с извест­
ным точным регулярным при Г= О кулоновский решением: 

г / ( е я ) (3.2) 

2е+2 j1-ехр С-йтс.)) 

• X L - - ^ * 
(3.3) 
(3.4) 

где eg -неизвестный нормировочный множитель. Этот множитель вхо­
дит в определение . Для того, чтобы найти его, рассмотрим 

С 



асшштотику точного нулоновокого решения при больших Г , записан­
ную в виде стоячей волны 

V(R)= . &_ +у(й) 

R ЗАП. 
I и 

Re(r) -^ Се *Ц(х*)**р[-£х+«+*)-х] х 

(3.5) 

где t?g - релятивистская кулоновская фаза: 

Че - «л? Г(***- <*). (3.6) 

Кулоновская фаза может быть также вычислена методом ВКВ: 

ВКБ rf пул Г ***&• -. 

Выполняя интегрирование в (3.7), приходим к следующему 
результату: 

вкб / , / А яе 

•/) 

т/э&Л' 
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<<*Х?Лг(с£ Хг) ***.\4} . 
В случае малой нулоновской константы с( <3£- ± , а именно это 
имеет место при описании спектра /Ч/ та 1С - частиц в нереля­
тивистской потенциальной модели 'J' 1 3' и согласуется с гипотезой 
об асимптотической свободе, последним слагаемым в правой части 
(3.3) можно пренебречь. Оставшиеся три слагаемых (З.Я) и выраже­
ние (3.6) по форме в точности совпадают со своими нерелятивист­
скими аналогами' °"'. Отличием является то, что ЗЕ определена 
соотношением (3.4), которое в нерелятивистском пределе переходит 
в безразмерную величину, используемую в уравнении Шредингера: 

^c-ZZo ЫГ • ф а з н Ч< и 1е "Р* x > > i 

различаются лишь в членах порядка а?" 1 '9'. Поэтому в кулоновском 
и/1""' ч,в*Б 

поле точное решение т (г) и квазиклассическая ВФ Y С г) 
совпадают с точностью до ыножителя в области больших Г (область 
П на рисунке )при условии М*< i- , X » ± . Если для таких 
больших Г еще можно пренебречь запирающей частью потенциала 
(I.I), то в области П можно "сшить" точное кулоновское решение 
(оно справедливо в областях I и Я) с квазиклассическим решением, к) найденным для областей П и Ш '. 

Таким образом, получаем для нормировочных констант соотно­
шение : 

е U^)€+l [Х

!(г)-1]Ц (3.9) 

*) Такая процедура сшивания для уравнения Шредингера была предло­
жена в работе '14'. 

8 



Константа ^-/ЗКБ находится путем интегрирования по класси­

чески доступной области: р + 

J //? tr)l Г «/Г J ^ V J - 1 
г-Лл (зло) 

Интеграл в (3.10) может быть вычислен путем дифференцирования 
по YX условия квантования (2.10) 

г I s J... ±**: у , 
2т. . 

(З.П) 
Вычисляя точную кулоновскую ВФ в пределе П~»£> , и, на­

ходя значение Се из выражений (3.9) и (З.П), получаем окон­
чательно: 

'V ' teste 1±£«* I с/* £ - л ? ) 

Это выражение отлично от нуля даже для состояний с t?Q 
Поэтому, воспользовавшись (3.12),мы можем, вообще говоря, при­
менить выражение (3.1) для описания распадов состояний с любым 
значением с 

§ 4. Сравнение с экспериментом 

Численные расчеты и сравнение с экспериментальными данными 
будем проводить для двух вариантов потенциала запирания, заданно­
го в РКП: 

Vc»fLr)=<Sr (4.D 
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Наша модель содержит три неизвестных параметра: массу кварка т. 
и два параметра <tf и (о , характеризующих потенциалы. 
Зафиксируем их по массам £ -состояний с главным квантовым чис­
лом H = i и п- 2 и по лептонной ширине основного состояния 
П -I . €-0 ' Экспериментальные данные взяты нами из обзора ' ' . 
Расчеты для системы А Л производились в предположении, что 
первое радиальное возбуждение имеет массу 1,573 ГэВ. Результаты 
расчетов спектров масс и лептонных ширин т , "V 'V и Т -час­
тиц представлены в таблицах. Численные значения параметров (см. 
таблицу Ь) соответствуют значениям, полученным в ньрелятивистском 
подходе ' '. Наши результаты согласуются с неравенствами работы 
/15/. 

т^-Ше > 3.29 Г->8 f лЛш >/V i S *>"^s\ 
В отличие от нерелятивистского подхода, не наблюдается равенства 
параметров потенциала для л А , С с и её г~аимодействия. 

Как следует из таблиц I и 2, потенциал запирания (4.1) дает 
несколько завышенные значения масс, а потенциал (4.?) - заниженные. 
Поэтому можно ожидать, что для точного описания спектра масс 
потенциал запирания должен расти медленнее f , но быстрее ,чем 
А и г , Такая же ситуация имеет место и в подходе, основанном 
на уравнении 1Г здингера ' 1 6'. в таблице 3 приведены значения 
l~V - правой точки поворота, которая характеризует размеры "час­

тицы в РКП. Видно, что размеры связанных состояний убывают с увели­
чением массы кварков и растут с увеличением квантовых чисел П, 
и {. . данные таблицы 3 позволяют оценить плотность энергии о 
внутри адрона, которая была введена в модели мешков / 1 , / и интер­
претируется как давление кварков на стенки потенциальной ямы. 
i таблице 6 приведены значения величины В (МэВ^ , вычислен­
ной по формуле: В- ^^/^'ТГ Р- . Наблюдается приблизительное 
согласие с оценками, полученными в работе ' 1 7'; В '*г*.£5'С>Чъй. 
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Таблица I 
Сравнение масс ^/Ц/ и 2* -частиц с экспериментальными 

данными: a.)V(r)=-$* +<з г ; 6)V(r)* -р-К2'&т_тГ . 
Значения параметров приведены в таблице 5. 

Я J/v СГЭБ) М.у < Г э 1 ) ) 

ю е Эксп. а) б) Эксп. а) б) 

I 
2 
3 
4 

0 

3,095 
3,686 
4,03 
4,41 

3,095 
3,666 
4,166 
4,589 

3,095 
3,686 
4,014 
4,242 

9,46 
10,01 
10,3» 

9,46 
10,01 
10,44 
10,82 

9,46 
10,005 
10,31 
10,52 

I 
2 
3 
4 

I 
3,5-22. 3,436 

3,945 
4,389 
4,762 

3,508 
3,899 
4,158 
4,350 

9,81 
10,27 
10,66 
11,01 

9,87 
10,22 
10,45 
10,62 

I 
2 
3 
4 

2 
3,772 3,708 

4,173 
4,592 
4,978 

3,770 
4,064 
4,277 
4,442 

10,08 
10,49 
10 ,85 
11,19 

10,12 
10,38 
10,56 
10,71 

I 
2 
3 
4 

3 
3,945 
4,381 
4,781 
5,155 

3,963 
4,197 
4,378 
5,525 

10,31 
10,69 
11,03 
11,36 

—_——. 

10,30 
10,50 
10,66 
10,79 

В таблице 3 представлены значения ширин лептонных распадов 
У , DW и 3f* -частиц, вычисленные по формуле (3.12) для 

S -состояний. Качество описания экспериментальных данных такое 
же, как и в нерелятивистском подходе. 
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Таблица 2 
Сравнение масс семейства V -мезонов с экспериментальными 

данными для линейного потенциала запирания. Значения параметров 
приведены в таблице 5. 

Му (Г8В) Лу? (гав) 

И. 1 Эксп. Теория а ) 

I 
I 
I 

0 
I 
2 

1,019 1,019 
1,331 
1,555 

2 
2 
2 

0 
I 
2 

1,573 1,582 
1,805 
1,990 

3 
3 
3 

0 

2 

2,218 
2,280 
2,373 

Таблица 3 
Значения правой точки поворота £ (ГэВ~^) и для систем АЛ , 

с? С и €€ при различных значениях квантовых чисел П и в для 
линейного запирающего потенциала. 

П. е 
Г+ (гэв-1) 

П. е АД СС #е 
I 
2 
3 

0 
8,2 

15,8 
22, 

4,1 
7,2 
9,8 

2,1 
3,8 
5,1 

I 
2 
3 

1 и. 
18, 
24, 

5,5 
8,4 

10,9 

2,9 
4,5 
5,8 
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Таблица 4 
Сравнение лвптонных ширин Y , v ^ и 1*-частиц, вычислен­

ных с использованием формулы (ЗЛ2) с экспериментальными данными. 
а) V(r) = - #s + G г 
б) V(r)= ~^s*G'€^y^r' 

£ , е * е - (КЭВ) G/v-^+e- Ш ) Р (кэв) 

п Эксп. 
Теория 

Эксп, 
Теория 

Эксп. 
Теория 

а) п Эксп. а) б) Эксп, а) е) Эксп. 
Теория 

а) 

I 1,33 1,3 1,3 4,8±0,6 4,8 4,8 1,27 
f А°4 

1,11 

2 
0,33 
±0,1 

0,88 0,59 2,1±0,3 2,6 1,7 0,28 

3 0,70 0,37 0,75±0,1 1,8 0,95 0,13 

4 0,60 0,26 0,44±,14 1,3 0,67 0,08 

Таблица 5 
Значения параметров модели, найденные из сравнения с экспе­

риментальными данными. 

V(r) =-±S + Gr 

ГПс/ (ГЭВ) oLs G (ГэВ?) 

Г(П) 0,305 1,58 0,066 

э,* (её) 1,207 0,503 0,184 

г и*) 4,462 0,363 0,307 

WrJ= - '$?+ G 'в* ™г~ 

т<1 (гэв) Я* С ' (ГэВ) 

Э/ц> (ее) 1,079 0,521 0,733 

Г (и) 4,095 0,318 0,663 
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Таблица 6 

^ а 
Значения величины В (МэВ) . О - плотность 

энергии внутри ацрона. 

п 1 
0 1/4 (МэН) 

п 1 AJ ее ее 
I 0 НО 220 340 
2 . 0 88 140 260 
I I НО 160 310 
2 I 85 Idi • 240 

Из таблицы 5 следует, что величина кулоновской константы 
oLs убывает с ростом массы системы *р~ . Такое поведение кон­
станты Ы. ~ еС(М#ё) согласуется с гипотезой об асимптотической 
свободе. 

Авторы выражают благодарность В.Г.Кадашевскому и С.П.Ку­
лешову за интерес к работе, а также А.Е.Дорохову, С.Г.Коваленко, 
А.В. Кудинову за обсуждения. 
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