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1. BBE,llEHHE 

MHOrHe HHTepeCH~e 3a,Qa4H KB8HTOBOH TeOpHH nonR H ~H3HKH 
3J'IeMeHTapH~X 4aCTHit CBO,QRTCR K HHTerpatrbH~M ypaBHeHHRM B HM
nytrbCHOM npOCTpaHCTBe /HanpHMep, KBa3HnOTeH~tHatrbH~e ypaBHeHHR 
noryHOBa-TaaxenH,Q3e, ,llaHCOHa-WBHHrepa H MHOrHe ,Qp./, O,QHaKO 
H3Btre4eHHe KOHKpeTHOH ~H3H4eCKOH HH~pMa~tHH H3 3THX ypaBHeHHH 
o6~4HO OCJ'IO*HReTCR cepbe3H~MH MaTeMaTH4eCKHMH TPYAHOCTRMH, 
nOCKOJ'IbKy CTaH,QapTH~e MeTOA~ MaTeMaTH4eCKOH ~H3HKH OKa3~Ba~TCR 
Matr03~eKTHBH~MH. no3TOMy B ,QaHHOH pa60Te Ha npHMepe HHTer
patrbH~X KBa3HnOTeH~tHal1bH~X ypaBHeHHH/1,2/ paapa6oTaH npeAJ'IO
*eHH~H paHee/S-6/ O~HH MeTOA CBe,QeHHR HHTerpa/lbH~X ypaBHeHHH 
B HMnyllbCHOM npOCTpaHCTBe K AH~epeH~tHatrbH~M KpaeB~M 3a,Qa4aM. 
C ,QpyroH CTOPOH~, A/lR peweHHR TaKHM cnoco6oM nony4eHH~X AH~
~epeH~tHallbH~X KpaeB~X 3a,Qa4 B HMnyllbCHOM npOCTpaHCTBe C~pMy
J'IHPOBaH MeTOA 3Tai10HHOrO ypaBHeHHR/6-B/ 0 n03BOJ'IR~HH HaXO,QHTb 
peweHHR HCXOAH~X KpaeB~X 3a,Qa4 B BH,Qe aCHMnTOTH4eCKHX PRAOB no 
o6paTH~M CTeneHRM 60I1bWOrO napaMeTpa /HanpHMep, KOHCTaHT~ CBR-
3H/. 

,llnR~ft~yrHX 3a,Qa4 MeTOA 3TatrOHHOrO ypaBHeHHR npHMeHRI1CR B 
pa6oTe , rAe c ero noMo~biO 6~11H nony4eH~ paBHOMepH~e acHMn-
TOTH4eCKHe ?r~?llH*eHHR K ~YHKI4HH Jv(Bv) npH 6otrbWHX 3Ha4eHHRX 
v • B KHHre MeTOA 3TanoHHoro ypaaHeHHR np~o~MeHRI1CR A11R a~-
4HcneHHR aCHMnTOTHK C~epOH,QallbH~X H KyllOHOBCKHX C~epOH,QallbH~X 

~yHKitHH. 
Pa6oTa nocTpoeHa cne,QyiO~HM o6pa3oM: a paa,Qene 2 KBaaHnoTeH

~tHatrbHOe ypaaHeHHe A11R nap~tHallbH~X aMntrHTYA pacceRHH~X ABYX 
CKallRPH~X 4aCTHit OAHHaKOBOH Mace~ CBOAHTCR K 3a,Qa4aM WTypMa
n~o~yBH1111R B HMnyllbCHOM npocTpaHCTBe; B p83,Qel1e 3 C~PMYI1HPOBaH 
MeTOA 3Tai10HHOro ypaBHeHHR 0 KOTOP~H ,Qanee B paa,Qenax 4,5 npH
MeHReTCR K 3a,Qa4aM WTypMa-nHya~o~nnR, c~pMynHpoaaHH~M a~we. 3a
KI1104HTetrbH~H paa,Qe/1 noCBR~eH 06CY*AeHHIO nony4eHH~X pe3yl1bTaToB. 

2. KBA3HnOTEHUHAnbH~E ,llH~EPEHUHAnbH~E 3A,llA4H 
WTYPMA-nHYBHnn~ B HMnYnbCHOM nPE,llCTABnEHHH 

Kaa3~o~noTeH~tHanbHOe ypaaHe~e A11R nap~tHallbH~X aMnnHTYA pac
ceRHHR ABYX CKallRPH~X 4aCTHit OAHHaKOBOH Mace~ m HMeeT BHA 15 ,S/ 

fi6;;L;1;,_~ ·~~ 
~ rule!J!~r::!::· '· "~mr'li: ~ 
~ t:::J:·~·;; , , .. , . , · ~ r 
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fE(P.P ) = Ve(p.p W _ _ _ _ _ _ _ . / 2 . „ 

V f ( p . p ' W » ' J *V(r)J f + l /|pr)J f + l / g(p'i). / 2. 2 / 

Здесь р,р' - соответственно начальный и конечный импульсы в 
системе центра масс, энергетическая поверхность определяется 
условием р 2=р' 2 = к 2, а энергия в системе центра масс равна 
W=2\/k 2+m 2 . Значение v =1 соответствует квазипотенциально-
му уравнению в форме Логунова-Тавхелидзе 7 1 , 8' . Значение г= 2 ^ 
соответствует модифицированному квазипотенциальному уравнению "' 

Легко показать, что уравнение /2.1/ в случае, когда квази
потенциал в координатном пространстве равен V(r)= -кг , 
эквивалентно следующей краевой задаче Штурма-Лиувилля '6': 

2 Z± 
d h^'] ,WjJ) g(k2

+m2) 2 .. . .. ., .. 
i — + • 2 IMp.P ) = g»(p-p' ), /2-j/ 

dp 2 P 8 (p2
 + m 2 ) ^ 2 ( k 2 - p 2 ) f ' S/ 

f»(P.P ) - P . fp(p.P ) - P . /2.Ц/ 
p->0 р-юо 

Задача о связанных состояниях ( к 2 = - к 2 < 0 ) , как известно, 
сводится к решению однородного интегрального уравнения /2.1/ 
отбрасыванием члена Vpfp.p') и заменой ff(p.p') на fр(р). 
Так как граничные условия /2Л/ при этом не изменяются, то для 
нахождения связанных состояний достаточно решить уравнение 
/2.3/, опуская неоднородный член gS(p -p') . Перепишем уравне
ние /2.3/ и граничные условия /2.4/ в безразмерных переменных 
x-pm -. 1 ff(p) = f» (x) и с безразмерными параметрами Е=кт~! 
A 2-gm~ l(l-E 2)' lT i: 

d8ff(x) . !(t+l) A g if ы n /2.5/ 
I?-"' -ir- " ^vW> ' 
f,(x)- x f + l . f.(x) - x -'. ' 2- 6 / 
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где х б 10, оо ) f a Ее- [ 0,1 1 . так как энергия связи в системе 
центра масс равна WC B = 2т\\/1-Е2 - 1 1 . 

В дальнейшем изложении задача /2.5/-/Z.6/ на собственные 
значения, в случае " = 1,2, подробно изучается для S -волны, 
но используемые нами методы пригодны и для исследования высших 
парциальных волн, что, однако, требует отдельного рассмотрения. 

3. МЕТОД ЭТАЛОННОГО УРАВНЕНИЯ /МЭУ/ 

Основная идея метода эталонного уравнения весьма проста: 
приблизительно одинаковые дифференциальные уравнения имеют 
приблизительно одинаковые решения / 1 1 , 1 2 / . Пусть нам необходимо 
решить уравнения вида 

р 
U^L+Aa

y(x)f(x)-0. /3.1/ 
dx 8 

Уравнение 
2-li!' + A 8 r(<Ov(obO /3 .2/ 

d<7 K 

называется эталонным по отношению к уравнению /3.1/, если: 
1/ решения v (с) известны аналитически /т.е. выражаются через 
специальные функции/ или численно; 2/ эталонная функция Г(ст) 
зависит от " приблизительно так же, как у(х) зависит от х . 

Таким образом, задача заключается в том, чтобы выразить ре
шение уравнения /3.1/ через известные решения v(p) уравнения 
/3.2/. Будем искать решение /3.1/ в виде 

f(,)=(-^)" 1 / Sv(a). /3.3/ 
dx 

Т1одставляя /3.3/ в /3.1/ и используя /3.2/, получаем следующее 
уравнение дль о (х.) • 

<-$~>еГ(а)-у(хЪ —П(о.ж), /3.V 

где "поправочный член" II(",х) можно выразить через так назы
ваемую производную Ч1мрца / 1 4 /: 

2 dx dx2 dx 8 о' 2 о' / 3 . 5 / 
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Уравнение /3.V и определение П(<т,х) через производную Шварца 
являются основой метода эталонного уравнения, позволяющего на
ходить решения исходного уравнения /3.1/ по известным решениям 
эталонного уравнения /3.2/ в виде асимптотических рядов по па
раметру Ь . 

Этой цели можно достигнуть двумя различными способами. В 
методе Лангера и Олвера / 9 / само эталонное уравнение 
/3.2/ умножается на асимптотический ряд по параметру А-2 , в 
то время как в методе Черри / 1 1 / в виде асимптотического ряда 
ищется аргумент »(х) эталонного уравнения. Для построения 
итерационной схемы метода эталонного уравнения, которая пред
лагается ниже, второй способ предпочтительнее. В соответствии 
с этим будем искать решение а (х) уравнения /3.*»/ в виде ряда 

" ( х ) •£ Y& "*„<*)="о« + у г "2<*> + - • /з.б/ 

Подставляя далее это разложение в Г(с) и производя перераэло-
жение в ряд по степеням А ~ 2, получим 

rW-i^-r.Sbi-V,-',)*-- /3.7/ 
Конкретная зависимость Г 2 п (в ) = Г 2 п (<г0>сг2, ... » 2 п ) определяется 
выбором функции Г (а) и, очевидно, не может быть найдена в 
общем случае. Подставляя далее разложение /3.6/ в выражение 
для поправочного члена /3.5/> получим 

'где коэффициенты разложения П2п(<70,...<»2п,х) определяются из 
следующей системы рекуррентных соотношений: 

n^.)-|l|f-^)'l. /3. 9/ 

Ь * Й "«„-о- ••дг-; j « ^ ^ - « - „..о, 

4 



где 
Р 

агГ Д °8i°«f.,v n-l.8.8.... / 3 J 1 / 

Используя разложения /3.6/-/3.8/, основное уравнение метода 
эталонного уравнения /З.1*/ можно записать в следующем виде: 

Ч Ю Г о Ы - у О О ] ^ - ^ r l i = V 2 1 ( x ) r 2 ( n . . ) ( c ) _ n a ( n _ 1 ) W ! = 0 . / 3 . 1 2 / 

"Приравнивая далее коэффициенты при одинаковых степенях Л , 
получаем бесконечную систему нелинейных неоднородных дифферен
циальных уравнений для функций <т2п(х) > которую можно решать 
последовательным путем, т.е. находя из первого уравнения а 0(х), 
подставляя далее найденное решение во второе уравнение и решая 
его, получим оа(х) и т.д. Выпишем несколько первых уравнений 
системы /3.12/ в явном виде: 

К) 2Г 0(%)=у(х), /3.13/ 

('^Г,Ч'( ) + 8 " ; ' 1 г о ( ' о ' = по ("о>- /3.1V 

K ) 2 ,4 (V C T2' <'4 ) + a'0 O2 ,2 ( o0- C'2 ) H | 2 < 70 f f4 + ( C T2 ) l r0 ( <'0> = I12(V<'gV3.15/ 
'Система /3.12/ должна быть дополнена условием совпадения точек 
перехода /эквивалентные точки/ уравнений /3.1/ и /3.2/, кото
рое играет роль граничного условия. 

В заключение данного раздела приведем несколько эвристичес
ких соображений, указывающих на обоснованность предложенного 
выше итерационного метода решения основного уравнения МЭУ 
/3.V: 

1. Если Г(") достаточно удачно воспроизводит аналитические 
и асимптотические свойства у(х) , то <Wdx - медленно меняю
щаяся функция, и поэтому поправочным членом Шст.х) /3.5/ мож
но пренебречь в первом приближении, которое совпадает с нуле
вым приближением по обратным степеням А _ г в разложении /3.6/. 

2. благодаря своей форме /3.5/ поправочный член 1К«,х) мало 
зависит от абсолютной величины *»/dx , поэтому им можно пре
небречь в случае (da/dx)z>^> 1 , т.е. если у / Г » 1 . 

3. Независимо от того, насколько удачно подобрано эталонное 
уравнение, поправочный член будет тем меньше, чем больше А 2 , 
и, таким образом, при достаточно больших Л е приближение "о<х) 
можно сделать довольно хорошим. Это подтверждает хорошо из
вестный факт, что асимптотические методы /например,JWKD / дают 
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о 
более точные результаты для больших значений А . В связи с 
вышесказанным подчеркнем, однако, что МЭУ в принципе может да
вать достаточно точные результаты и для малых А 2 , так как при 
удачном выборе эталонного уравнения можно добиться того, чтобы 
поправочный член был настолько мал, что Л - 2Ц(а,х) . О даже 
для малых А 2 . 

Таким образом, уже решение уравнения /3.13/ для " 0( х) 
должно быть довольно хорошим приближением для аргумента эта
лонного уравнения <т(х) . Из уравнения /3.15/ следует (i'(x)=<̂ (x), 
Г(<7)=ГО(<70)). 

г г'Л(Ос1г = ; у

% (t)dt, /3.16/ 
а х 

где с, =ст0 (хэ) =<т (х., ) , х.) - "эквивалентные точки" функций 
Г О ) и у(х) , например, точки, где обе эти функции имеют син
гулярность, равны постоянным или нулю. В этом приближении ре
шение /3.3/ имеет вид 

у (ж) f i - 4 / 

Здесь же следует отметить, что если ['(«) хорошо воспроизводит 
аналитические и асимптотические свойства yW , го уже в пер
вом нетривиальном приближении <т(х)=» (х) t ... можно добиться 
того, чтобы dff/dx была везде конечной (а'(х)^О, *, ). Поэто
му явление Стокса не возникает, и нет никакой проблемы с фор
мулами связи, возникающей в обычной JWKB -теории 1 3 . Стан
дартный JWKB -метод является частным случаем и отражает лишв 
знаковое поведение у(х) , так как он соответствует выбору 
Г(<0 = ± 1. 

4. ПРИМЕНЕНИЕ МЭУ К КВАЗИПОТЕНЦИАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 
ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ ( Р = 1 ) 

Метод эталонного уравнения! сформулированный в предыдущем 
разделе, применим теперь к кваэипотенциальной краевой задаче 
Штурма-Лиувилля (>">1) /2.5/-/2.6/ для S-волны. Выпишем за
дачу /2.5/-/2.6/ в виде 

2 
£ J & _ ,.A8y(x)f(x) = 0( / k W dx 

fi 



y(X)= т, 
d t . ! ) W ) 

f(x) - x , f (x) - const. 
/it. 2/ 

Основываясь на соображениях предыдущего раздела, выбираем 
эталонным уравнением по отношению к /h.]/ уравнение вида 

I_i2>. +A 2r(<7) v(") = 0. Г(а)= 1 к. Ik.ll 
do 2 (1+ст)(ст+ЕГ 

Очевидно, что такой выбор эталонной функции Г(о) правильно 
воспроизводит аналитические свойства у (х) : точка с=0 при Е/=0 
является не особой точкой уравнения А.З/, в то время как при 
Е-0 возникает регулярная особенность при а «О , точно так 
же, как это имеет место и для исходного уравнения /k.\/. Далее, 
уравнения /k.\/ и /k.3/ обладают регулярными особенностями со
ответственно в точках х«« и о- « . Кроме того, Г (с) как 
функция от о правильно воспроизводит асимптотические свойства 
у(х) как функции от х . Из дальнейшего же изложения будет вид
но, что асимптотические свойства Г/а (х) как функции х также 
совпадают с асимптотическими свойствами у (х) . 

Решение исходной краевой задачи /k,\/-/h.l/ будем искать с 
помощью МЭУ в первом приближении, которое, как это уже указы
валось в предыдущем разделе, совпадает с нулевым приближением 
в разложении /3.6/ по обратным степеням А + £ , Выбирая в ка
честве "эквивалентных точек" " э ~°о (*э )**э~ °° и подставляя явные выражения Г (о) и у(») в /3.16/, получим 

»(».И?+* - е « > 8 1 4 - Д ф ( х . Е ) 1 . /14.k/ 

(1-Е) й 

где 

Ф(х.Е)= J у *<t)dt-f dt
 ц . /1)>5/ 

i * ( l + t 8 ) U ( t 8 + E 8 ) 4 / н , 5 / 

Хэ формул / U . k t и /А.5/ следует, что <r(0,E)» oonat , 
0 ( ж > Е )

1 : , х " ^ ( 1 + 8 Б ) + - г ( 7 ( | - Е ) й + ( т + Е * ) 1 т + - л .* / 
7 

http://Ik.ll


в соответствии с поведением у(х) в нуле и на бесконечности. 
Зная теперь асимптотические свойства а (к) , найдем общее ре
шение исходного уравнения /4.1/, выраженное через решение эта
лонного уравнения /4.3/ по формуле /3.17/. Для этого необходи
мо выписать решение эталонного уравнения /4.3/ в явном виде. 
Это можно сделать с помощью следующей замены переменной в 
уравнении /4.3/: 

г = - 2±Ж- = slf31 i-V 1-Е Ф (х,Е) I, z = z(x). Л.7/ 
(1-Е) 2 

Решения уравнения /4.3/ тогда выражаются через гипергеометри
ческие функции: 

4^0)= zaF(a,-a*;2a ;z), 
/4.8/ 

v (<7)=.za F(a*,-a ;2 a*;z), z=z(a), 
где 

a -l/2 + iVA2/(l-E)-l/4. 

"Используя /3-17/ и /4.8/, регулярное в нуле решение исходного 
уравнения /4.1/ можно записать в следующем виде: 

, W . const , ^ V j £ l V / S 
(U<7(x))(a(x) + E ) 2 ,. , 

/4.9/ 
x|[z(0)] ̂ Vfe*.-*» : 2 a * ;z(0))[ z(x)l"F(a ,-a* ;2a : z(x))- (a . o*)|, 

где z(x) и z(0) определяются формулой /4.7/. Для того, чтобы 
удовлетворить граничному условию на бесконечности /4.2/, необ
ходимо выполнить аналитическое продолжение гипергеометрических 
рядов /4.9/ в область больших х , так как "(*)х^,х f к. ч. /см. формулу /4.6 //. Ввиду того, что параметры гипергеометрических 
функций отличаются на 1, аналитическое продолжение можно осу
ществить с помощью ряда / 1 Ч / 

F(-a\a;2a;*(x))-F(-a*. -a •+ 1; 2a ; z(x)) = 
/4.10/ »U(x)|aB(a)|D(|a|8.z(x)) • C(a ,*(x))|. 

• 



где мы ввели следующие обозначения: 
В(«) = {.-li^ViSa )/Г(и)Г(1+о), 

D(|a|2,z) = la|2ln<-z)-z, 

C(a.z) = |«l4 f S (~"" )" (" a )" + 1— z- n[l n(- z ), hl 

A.11/ 
, , l»±i ,~a\lnf-,\,h 1 
0 n=l n!(n + l)! 

A . 12/ h n =Ф (пьЗ) t ̂  (n hi)- i.'/ (n+a) —0- (u-n). 

Аналитически продолженное решение тогда имеет вид (<т = <х(х)) 

(Ь«') Ц(1« +В»),)И f(«)- const |Ili.i!il(£-tO)f 
( (1 к»)(а + Е ) 8 ' 

x|[[z(0)| B(a)F(a*,-«,2«*,z(0))-[z(0)| B(a* ) F(a. -a*; & ; z(0))]D(|af,z)+ 
A.13/ 

f D(a)C(n,z)[z(0)|"' f'(u*,-a;Sa*,z(0))-

a. -B(a)C(a«,z)[z(0)rF(u,-a*;2a;z(0))| 

откуда следует, что в пределе больших х коэффициент при рас
ходящейся части D( |а|2,z ) должен равняться нулю. Таким обра
зом, получим окончательно спектральное условие: 

D(„)[- "<°-E>+E-l"W.-..:2..*: - Л5ЕЫ) -
1 - В 1 - Е 

Л.И»/ 
, В ( « • ) I - " f f lSL iL , " Р ( a , . „ . . 2 a . . £££!!£_,, 

1 - Е 1 - Е 

где n(a ), » и «'О,Е)определяются соответственно формулами А . 12/ 
А . 8/ и А.'«/-А. 5/ при х в О . Рассмотрим предел спабосвяэанных 
состояний Е а . О . Из соотношения А . 5 / следует 
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Ф ( Р , Е ) - 1 . r ( i / a ) r ( i / 4 ) F ( i i . 3 , ; 1 _ E 2 ) 

' 2 Г(3/4) 2 4 4 /ЧЛ5/ 
о 

"В пределе Е -» 0 гипергеометрический ряд расходится, так как 
параметры удовлетворяют соотношению y=a+fi+ 0 ^ = 0 . Поэтому 
для аналитического продолжения можно воспользоваться следующей 
формулой 1 4 / : 

Р(1 1;3;1_Е2)=_Г(3_/4) £^4^-(b n-lnE 8)E 2 n. A 1 6 / 

2 4 4 Г(1/4)Г(1/2) n=0 (n!)2 n А . 16/ 

где 
h n = 20(n+l)-v>(n+l/2)-^(n + l/4). 

используя А . 16/, а затем А . 1 ) / для (7(0,Е) , получим, с точ
ностью до членов порядка Е , следующее спектральное условие 
для слабосвязанных состояний: 

Е„ =ехр|- - Л 1 _ _ + К1, п = 1.2,3..., А . 1 7 / 
п VA 8 - l /4 

где К - (V* 8- l/4)_1arg В(а) и не зависит от А 2 . Для того, 
чтобы закончить исследование предела слабосвязанных состояний, 
необходимо обсудить поведение приближенного решения А . 9/, по
лученного методом эталонного уравнения, в регулярной особой 
точке х » 0 при Е-0 в уравнении А . 1 / . В этом случае из 
формул А.*(/, А . 8/ следует 

а - 1/2 + i VA 8 - 1/4 . 

Ф(х.О) - -tax + к.ч., Л.18/ 
х-» О 

в(х)--о(х.О) - х + 0(х 8). 
Х-»0 

Подставляя формулы / 0 8 / в решение А . 9 / , получим окончатель
но 

ц / fl 

f(x) - coottx alnlvA -1 /4 In x 4 conat I. /Ъ. 19/ 
1*0 
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что полностью совпадает, с точностью до несущественных посто
янных, с поведением точного решения уравнения А . 1 / в регуляр
ной особой точке х = О при Е = 0 . 

Предел сильносвязанных состояний Е =1 имеет вид 
A n = 2zln/B(l/4.1/2), /Ц. 20/ 

"где z l n - нули функции Бесселя J t(z) ; B(l/4, 1/2) -
- функция Эйлера. Формула А.20/ была получена в работе / 8 /. 
Заканчивая этот раздел, отметим, что задача Штурма-Лиувилля 
А . 1/-А.2/ не имеет стандартного JWKB-решения. 

5. ПРИМЕНЕНИЕ МЭУ К МОДИФИЦИРОВАННОЙ КВАЗИПОТЕНЦИАЛЬНОЙ 
ЗАДАЧЕ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ (У =2) 

Модифицированную квазипотенциальную задачу Штурма-Лиувилля 
(i'=2) для S-волны /2.S/-/2.6/ перепишем в следующем виде: 

й f ( x ) U 8y(i)f(x)-0. y(s)- 1 -, / 5 Л / dx 8 (l + x 2)(x 3 + E 2) 

f(x) • x , f (x) - const. /5.2/ 
X >!> X > " 

"В соответствии с МЭУ эталонным уравнением по отношению к урав
нению /5.1/ выбираем 

1 ^ Ч л а Г ( а ) v(,)=0, Г ( а ) . ; ; ' . / 5 < 3 / 

Легко отметить, что такой выбор эталонной функции Г (о) к а к функции от с правильно воспроизводит аналитические и асимпто
тические свойства у(х) как функции х . Из дальнейшего же из
ложения будет видно, что асимптотические свойства Г(ст(х)) как 
Функции от х совпадают с асимптотическими свойствами у(х) . 

Решение эталонного уравнения /5-3/ будем искать в виде 
v(a).V(l>«0(tf*B) ij(0, /5.V 

причем 
f._L_ t o£iB EM. /5.5/ 

(1-Е) "И 
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Для функции i(f) получаем тогда уравнение с постоянными коэф
фициентами. Тчким образом,два линейно независимых решения эта
лонного уравнения /5.3/ имеют вид (ст=о(х)) 

Г 
У1(<7) = 1(1+аХа + Е ) Г cosiV Л • - ~ 1 п - 2 ± ^ - | , 

(1 -Е) 2 4 ° + 1 

v > ) = [ {naXa+E)]%BinU— - I n CT+E 

/5.6/ 

(1-Е)' ст+1 

"Для того, чтобы определить зависимость о от х , используем 
формулу /3.16/ с условием, что в качестве "эквивалентных" то
чек берутся точки на бесконечности, т.е. <*., = »(х ) = х^ = ~ . 
Интегрируя, получим 

- I — to-g(*>+E -*U,E), / 5 7 / 
(1-Е) (т(х)+1 

где 

• И х . Е ь Г — d t . = F(arcc t g x, ( l -E 2 ) ' ' 4 ), / 5 g / 

х V ( l + t 2 X t 2 + E 2 ) 

'т.е. 0(х,Е) есть эллиптический интеграл первого рода. Вы
числяя асимптотику *»(*) при х -> •» , получим 

а(х)- х-—(1+Е) + [—(1-Е) 2+—Elx" 1 -...., /со/ 
х-.~ 2 4 3 / 3 - : " 

а в нуле в соответствии со сказанным выше "(0,Е) = const. Ре
гулярное на бесконечности решение исходного уравнения /5.1/ 
с учетом /3.17/ и /5.6/ имеет вид 

Г 
f(x) = const[(Hx2)(xs

 + E 2)rsinlV-* J-in-!iMiE__|. / с ,„, 
(1-Е) 4 " < х Ы 

Для того, чтобы регулярное на бесконечности решение /5.Ю/ 
удовлетворяло граничному условию в нуле /5.2/, необходимо 
положить 

A - i (1-Е) •-!!-£_. п 1,2.3... / ч п / 
п < tf2(0.E) ' 5 , , 1 / 
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где ф (0,Е)=К[(1-Е ) ] есть полный эллиптический интег
рал первого рода и определяется соотношением /5.8/ в точке х=0. 

Явный вид ненормированных собственных функций /5.10/, соот
ветствующих собственным значениям /5.11/, можно записать в 
следующем виде: 

fn(x)=const[(l + x a ) (x 2 + E 2 ) ] , 4 s in in f f — -— 1, / 5 12/ 
0(О,Е) 

где 0(х.Е) И 0(О,Е) определяются соответственно соотношения
ми /5.9/ и /5.8/ в точке х = 0 . 

В пределе Е 2=1 из /5.11/ следует 
Л 2 = 4 п 2 . п =1,2,3.... /5.13/ 

хотя эталонирование проводилось в предположении Е ̂ 1 . Соот
ветствующие собственные функции имеют вид 

2 'А f„(x) = const (1+x ) sin |2n arctgxl. / 5 . 1 4 / 

В пределе слабосвязанных состояний Е ->0 собственные зна
чения и собственные функции задачи Штурма-Лиувилля /5.1/-/5.2/ 
определяются формулами, аналогичными формулам /4.17/ и /4.19/ 
соответственно, что и следовало ожидать, так как и квазипотен
циальное уравнение /4.1/, и модифицированный вариант /5.1/ в 
этом пределе соответствуют уравнению Шредингера с потенциалом, 
имеющим вид V(r) = - g ' r ~ 2 /16,18/ t Краевая задача /5.1/-/5.2/ при Е =1 может быть решена 
точно. Собственные функции имеют вид /5 •">'*/» а спектр дается 
следующим выражением: 

Аа
п = 4 п

2 - 1 , п =1.2.3... . / 5. 1 5/ 

Сравнивая /5.15/ с /5.13/, приходим к выводу, что МЭУ-спектр 
для достаточно больших п является хорошим приближением к точ
ному спектру /5.15/. 

Эталонную функцию Г(е) можно выбрать, например, следующим 
образом: 

Г(<т)-(о2
 + ЕГ 8. /5.16/ 

Собственные МЭУ-функции задачи /5.1/-/5.2/ тогда определяются 
выражением /5.12/, а соответствующий МЭУ-спектр имеет вид 
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\А* + Е = тнг/ф (0,Е), п = 1.2,3.... /5.17/ 
2 

В пределе Е =1 собственные функции /5.12/ и спектр /5.17/ 
полностью совпадают с точными собственными функциями /5. I V и 
точным спектром /5.15/, как это и следовало ожидать. Хуже об
стоит дело с пределом Е -»0 . В этом пределе, с точностью до 
членов порядка Е , спектр /5.17/ имеет вид 

E n = expi--SLZ-+ . . . ) , 11=1,2,3..., /5.18/ 

"а собственные функции в этом пределе ведут себя следующим об
разом: 

fn00 -const х" sin |Л lnx + const i. /5.19/ 

что явно противоречит поведению исходного решения в регулярной 
особой точке х*0 при Е =0 А . 19/. Поэтому в решениях /5.18/ 
и /5.19/ следует сделать замену 

Л„ ^ п " 1 / 4 - /5.20/ 
2 

Эта замена аналогична известной замене Крамерса f(f+1)-» (Р+1/2), 
которая делается в JWKB -решениях радиального уравнения Шре-
дингера,и обеспечивает правильное поведение в особой точке 
г =0 и правильную фазу при г -»°» / 6 . 1 3 / 

Здесь необходимо отметить, что JWKB -решение задачи 
Штурма-Лиувилля /5.1/-/5.2/ имеет вид /5.12/, а соответствую
щий спектр дается выражением 

А п =шг/ £(0,Е), п =1,2,3.... /5.21/ 

Таким образом, и в JWKB -решениях необходимо сделать замену 
Крамерса /5.20/. 

Заканчивая данный раздел, отметим, что замена Крамерса 
/5.20/ обусловлена грубостью JWKB-приближения и МЭУ-приближе-
ния с эталонной функцией /5.16/, так как JWKB -приближение, 
как это отмечалось выше, отражает лишь знаковое поведение ис
ходной функции >'(*) , а эталонное уравнение с эталонной функ
цией /5.16/ не полностью воспроизводит все аналитические свой
ства исходного уравнения /5.1/. С другой стороны, эталонное 
уравнение /5,3/ полностью воспроизводит все аналитические и 
асимптотические свойства исходного уравнения, и поэтому а со
ответствующих НЭУ-решениях замены Крамерса делать не нужно. 
14 



6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В заключение обсудим полученные результаты. Квазипотенци

альное уравнение для парциальных амплитуд /2.1/ в случае, ког
да квазипотенциал в координатном представлении имеет вид 
V(r) = - g r - 1 , было редуцировано к задаче Штурма-Лиувилля 
/2.5/-/2.6/ в импульсном представлении. Для решения полученной 
таким путем краевой задачи был сформулирован в общей форме ме
тод эталонного уравнения, позволяющий находить собственные 
функции и собственные значения в виде асимптотических рядов по 
обратным степеням константы связи ^ 2 . Спектральные МЭУ-усло-
вия рассмотренных задач Штурма-Лиувилля А . I V и /5.11/ были 
получены в предположении, что в асимптотическом ряде /3.6/ 
учитывался только нулевой член »0(0,Е) . Хорошую точность МЭУ-
спектров, полученных в этом предположении, можно понять, если 
оценить величину поправочного члена П(а ,к) в формулах /3.V-
/3.5/, что проще всего сделать на концах интервала изменения 
независимой переменной х 6 [ 0, •» ). Итерационная схема МЭУ, 
развитая в данной работе, легко позволяет вычислить следующие 
члены в разложении /3.6/ и тем самым улучшить спектральные ре
зультаты. С другой стороны, многие дифференциальные уравнения, 
возникающие в теоретической и математической физике, не под
даются точному эталонированию, т.е. когда эталонное 
уравнение полностью воспроизводит все особые точки исходного 
уравнения. С помощью замены Крамерса, если в ней возникает не
обходимость, уточняются спектральные результаты и соответству
ющие им собственные функции дифференциальных краевых задач са
мого общего вида. 

Таким образом, метод эталонного уравнения позволяет весьма 
эффективно строить на основе хорошо изученных решений эталон
ных уравнений достаточно точные приближения для спектра и соб
ственных функций краевых задач, точные решения которых неиз
вестны. 

Автору приятно выразить свою благодарность А.Н.Тавхелидзе 
и А.Т.Филиппову за полезные замечания и плодотворные обсуждения. 
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