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KaK ~3BeCTHO, OAHO~ ~3 MOAene~ KBaHTOBO~ TeOpHH, B KOTOPWX 
CTPYKTypa 4aCTH~W nOABnReTCR ecneACTB~e ee B3a~MOAe~CTBHR C OK
PY*a~HM noneM, ABnAeTCA MOAenb 3neKTPOH8 8 HOHHOM KPHCTanne 
/nonAPOH/

111
• B 6onbW~HCTBe ~ccneAOBaH~~ nonAPOH ~3y4ancR KaK 

KB8HTOBOMeXaH~4eCKaR C~CTeMa, T.e. np~ Hyneao~ TeMnepaType, 
0CHOBHO~ 3aAa4e~ np~ 3TOM 6wno onpeAeneHHe 3Hepr~~ OCHOBHOro 
COCTOAH~A nonApOHa H ero 3¢¢eKTHBHO~ MaCCW. 

04eB~AHO, 4TO paCCMOTpeH~e nonRpOHa K8K K88HTOBOCT8THCT~-
4eCKO~ C~CTeMW npH 0TnH4HoH OT HYnA TeMnepaType Tpe6yeT 3HBH~A 
He TOnbKO ero OCHOBHOro, HO H BCeX 8036Y*AeHHWX ypO&HeH ~ RB
nReTCA, aoo6~e roaopR, ropaaAo 6onee TPYAHoH aaAa4e~. Bnepawe 
CpeAHAA 3Hepr~A nonApOHHOH CHCTeMW npH KOH84HWX TeMnepaTypax 
6blna ~3y4eHa e pa6orax 12

•
31

• B 
121 

nony4eHa cpeAHAR 3Hepr~A nonA
poHa np~ 11~6b1X TeMnepaTypax B nepBOM nopAAKe TeOpH~ B03My~eHHH, 

B pa6ore
131 npHMeHeH aap~o~a~~OHHW~ MeTOA o~eHKH cpeAHe~ 3Hep

rH~, 4TO n03B011~110 BW~T~ Sa paMKH TeOpHH B03My~eHH~ B CTOpOH 
6onbWHX 3Ha4eH~ KOHCTaHTW CBA3H. 

npeACTaBnReT HHTepec TaK*e ~CCileAOBaHHe 3~8KTHBHO~ MaCCW 
nonRpOHa B 38BHCHMOCTH OT TeMnepaTypw C~CTeMW, 

B HaCTOA~e~ CTaTbe MW paCCMBTPHBaeM paan0*8HH8 CTaTHCTH-
4eCKOro oneparopa cHcTeMW no o6paTHWM creneHAM TeMneparypw. 
3TO n03B011AeT H3Y4HTb B nep~ 48CTH pa6oTW BWCOKOTeMnepaTyp
HOe noaeAeHHe cpeAHeH 3HeprHH. Bo aropoH 4BCTH pa6orw AaercR 
onpeAelleH~e 3~eKTHBHO~ MBCCW nonApOHa npH T8MnepaType CHCTeMW, 
OTnH4HO~ OT HylleBOH; Ha OCHOBe 3TOrO OnpeAeneHHR M3y4eHO BWCOKO 
TeMneparypHoe noaeAeH~e 3~eKTHBHoH Maccw. 

HccneAOBaHHe npoaeAeHo c noM~b~ KOHTHHyanbHoro npeAcTaane
HMR A11A craT~CTH4ecKoro oneparopa • 

1. CpeAHAA 3Hepr~A c~cTeMW 

HTaK, paCCMBTPHBBeM HepenATMBHCTCKYO 4aCTH~y, B3aHMOAe~CT
BYO~y~ C KBaHTOBBHHWM CKan~pHWM noneM. raMHnbTOHHBH C~CTeMW 
~MeeT BMA 

l'l 
H=-- + 

2/l 

1 i'i' -itr + 
I w a.!a.,. + g I (A e a,..+ A • e a ... ). 
k k K K k k k k k· /1. 1 I 

+ 
3AeCb ak 11 at- onepaTOPW PO*AeHHR H YHM4T0*8HMA KBaHTOf.l ... 
CK811APHOrO nonA /~OHOHOB/ C 3HeprHeH Wk M BOnHOBWM BeKTOpoM k, 

CJ61.e,i~t'UUW~ HIIC'I'IITyT 
Qt1jJilUX !!tr-,~JIOBIIIJII 

liHGJfJt·ICTEHA 
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А к- компоненты Фурье плотности источника. В теории полярона 
обычно полагают 

'"«-•"• в А " = - г [ - ^ — ' • 
так что 

•г v | д I - "<ц г dk 
к * 3v ,2/i/7 , e К" 

где « - безразмерная константа связи, а V - объем системы. 
Статистическая сумма системы Z-SpB~ r H позволяет определить 

ее характеристики, в частности среднюю энергию Е. 

Е •.-•£-!«» a" 1 . ЯЦНе-'У 
<'r s p e - r " 

где ' обратно пропорциональна температуре системы (г ' М ) . 
Используя технику континуального интегрирования, мокно по

лучить для статистической суммы системы представлении ' 
z = V z

i n t • 
Здесь 

является произведением.статистических сумм свободной частицы 
и квантованного поля. 

Взаимодействие частицы с полем отражено в статистической 
сумме Z 1 п ( : 

Z, - / M - e S t i i . 
in' . . . N 

J(0)=i(r) 

где 

U ' До Б / 2 Ли Г - i S I l ^ - X O j j ) ! 

й ° av8 M ff

a k о ш

 / ) < 3 / 

О (Is - s l i - c h<"( r / £ - h l - s g l ) 

а константа, нормировки N определяется из условия Z | H , (a -O)- l . 
Имея • виду построение высокотемпературного разложения 

/малые ' I для Ztnt, выполним • / 1 . 3 / последовательно следую
щие замены переменных интегрирования: 

8 , - . г з , , 2(вг) . v T l ( e ) , k- l / V 
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после чего получим 

z i n t = J — - в 

/ 1 . V 

T STshT/2 

Разлагая От в ряд по степеням Т,можно получите высокотемпе
ратурное разложение для статистической суммы Z i n t . Мы хотим 
найти среднюю энергию Е с точностью до членов, исчезающих 
в пределе высоких температур (0(\/Т)), для чего достаточно вы
числить Zi„t с точностью до членов 0(Т 3 / а). Так как при ма
лых Т G T=—^(14 0(T2)), нетрудно увидеть, что для достиже
ния требуемой точности достаточно вычислить первые два члена 
обычной теории возмущений /при этом эффективным параметром 
разложения в случае высоких температур будет величина аТ"' /. 

Имеем, таким образом, разложение 
Z i n l - 1 + Zj +Z s + 0(a 8). 

где член О (a8 ) при малых Т ведет себя как Т , а 

я 2 гт! 5 ,11. J t . 1 • 
z * = t f c £ * ; цц / d s i -ds«GT Q-i-^lXMis-*4i> V k > 2 >• 

Здесь J , и Л 2 обозначают функциональные интегралы 

J . ( k ) . / S if exp I - f / * E - i " k [ x ( 8 j ) - x ( B B ) ] l . . . . . 
i*(0)=J(i) 2 о ' ' o / 

J 8 ( k * : k ) . Г fix e x p l - | - / x 8 - i k , [ i l ( 8 1 ) - J ( s 8 ) l - i k 8 t x ( s a ) - . x ( s 4 ) l | . 

Эти функциональные интегралы легко берутся, и мы можем при
мети •ыражения для Z } и Z £ к 1иду 

г. ,д!??/ a . - g^ . - ДЁ т 3 / е ' ° ( т / 8 >, /1.6/ И 1 /• л ^ * y W / « У 

э 



8 Ф S 1 2а" Т 
/<^<к, G ^ W V ' U - ' V V 

V ^ £ 2 . 
/ 1 . 7 / 

х{ 1—i— atcsinV-r: тгг*—с + а / "Г" «csinxf. 
fflCT2 (1-ajMl-ag) о х 

Напомним, что а_(«0 = JbXfi/8=Z>. 
1 2TshT/2 

В пределе высоких температур (Т-0) из / 1 . 6 / , / 1 . 7 / получаем 
Z j = а х / 7 т ' Л [ 1 + 0 ( Т г ) ] , 

Z„ = а 8 Т [ ^ . 8 - 1 п 2 - 1 ] + 0 ( Т 2 ) , й 3 
откуда для средней энергии взаимодействия 

Bint / « = - ~ l n Z i n t = 

- j ( L [ „ + e e ^ i ( 4 - 8 - f - t a S - D l - - ^ [ « •o .OMv 'T .Aocn l . ' 
э ^ т Vn7 3 2 аут 

Отметим, что выражение /1.6/ и, стало быть, средняя энергия 
в первом порядке по а были получены в работе'2. В работе'3 

средняя энергия взаимодействия при высоких температурах оцени
валась на основе вариационного метода, приводящего, как извест
но, к завышенному значению. В результате численного расчета 
было получено выражение 

Е 1 п. /й>=-Д=.[а+0,024аау/Т"+О(Т)1. 
i n t 2VT 

Как видно, точное значение абсолютной величины коэффициента 
при а3\/т примерно на 20% больше полученного из вариационного 
метода. 

Выражения /1.6/, /1.7/ в пределе низких температур (Т •» ) 
должны привести к результатам обычной квантовомеханической 
теории возмущений: 

2 1 = а Т [ 1 + ^ + 0 ( ^ ) 1 . 

z . ajL%««[in Ы& - Ш^и IT юп-). 
2 2 2v/2 4 

откуда 

В , в | / ы - « - « « [ 1 п 1 4 ^ - Л у " и о ( » , а ) - « . ( 2 . ) в 1 . и В | . . . П.41 
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Отметим, что проведенное в вычисление энергии основного 
состояния полярона /совпадающего со средней энергией в пределе 
Т -> «о / дало иное выражение: 

Наш результат указывает, что основной уровень энергии на са
мом деле лежит ниже /разница в коэффициентах при а 8 примерно 
на IbX/. 

В заключение этого раздела заметим, что замена С т на ее 
асимптотическое значение 1/Т2 приводит к ошибкам порядка 
0(Т 5 / 2 )в Z l n t ,т.е. первые четыре члена разложения Z i n, по 
полуцелым степеням Т/ Т 1 / 2 , Т , т 3 / а и Т г / определяются пер
выми членами разложения по константе связи а / а , а а , а 3 и а 4 

соответственно/ и лишь в член - Т 8 дадут вклад члены, про
порциональные разным степеням а /а и « 5 / . Можно поэтому счи
тать, как уже говорилось, что для первых порядков эффективным 
параметром разложения является а\/Т и область применимости 
теории возмущений, таким образом, дается условием а\/Т « 1. 
Наблюдение, что с повышением температуры сходимость разложений 
теории слабой связи улучшается и область применимости этой тео
рии расширяется, было сделано еще в работе/а/. 

2. Эффективная масса полярона 
„ Гамильтониан /1.1/ системы коммутирует с оператором 
P*=-iV + 2 k a i a * , ч т о соответствует сохранению полного им
пульса системы. При нулевой температуре в системе нет реальных 
возбуждений, переносящих некоторую долю полного импульса, так 
что сохраняющийся полный импульс системы равен импульсу поляро
на. Поэтому, если найти энергию системы как функцию полного 
импульса Р и разложить ее в ряд по степеням Р, мы сможем вычис
лить эффективную массу полярона го„лл : 

Е(Р) =Е(0) + Pf + ... 
"эфф 

Однако при отличной от нуля температуре в системе сущест
вуют реальные фононы, как взаимодействующие, так и не взаимо
действующие с частицей. Эти фононы переносят определенную долю 
полного импульса системы; мы обозначили P f средний импульс, 
переносимый^ими. Тогда на долю собственно полярона остается 
импульс Р-Р, , так что за массу полярона мы убудем принимать 
коэффициент m эфф. «ходящий в член вида (P-Pf )Е/2т.,фф в выраже
нии для средней энергии системы. Естественно, эффективная мас-

5 



са, вообще говоря, должна зависеть от температуры системы. Та
ким образом, основным вопросом становится процедура выделения 
из полного импульса системы той его части, которая переносится 
реальным полем. 

Для определения поляронной массы перейдем от канонического 
распределения ехр(-гН), использовавшегося в первом разделе 
работы, к большому каноническому распределению expl-r(H-A F)l, 
которое соответствует фиксированию среднего импульса системы. 
Вводя статистическую сумму 

Z(A)=Spexp[-r(H-A?)], 
мы можем найти в принципе фактор А из уравнения 

i 4 - 1-и(?)-й- -gPi Рехр[-г(Н-АР)]| 
' <?А Spexp[-r(IJ-Ai*)] ' 

где Р- средний импульс системы, т.е. С- лчисло. 
Исходя из того, что гамильтониан Н - Х ^ унитарно эквива

лентен гамильтониану -^Л*2/2+Н(<и11->шк-А*Р), мы можем напи
сать для Z(£) представление, аналогичное /1.2/, /1.3/: 

г(А)=г 0(А)2 ) п ((А ,) 1 

l i i . 
ZQ(A)-V(-u-)a/e 2 II J , 

Zlnt<A>- / i l explS(x;A*)]. 
S(o>-1« N 

S[x;A]=_£-fx + _"-£ /-iL/ds.ds^e 1 z G ..< s.-s 
2 о 2^7»2 к г о —«* 

В формулах /2.1/ 

Щ" к Л
 2 ш 8 „ < ^ l ' ' /2.2/ 

• V I B , - ^ ! ) . 

где 
-((u-icA)l я, - B _ | -. •• 

п e " 1 8 ' «lil(M-kA)|8,-%|l 
«tie -II 

* 



С другой стороны, статистическая сумма Z(A) по определению 
может быть записана в виде 

Z(A) = 2 <jnk||Z(A')||nk !>, 
lnkS 

где суммирование проводится по всем возбуждениям поля, a Z(A) 
означает шпур оператора ехр[-г (Н -Л*Р) ] ^ только по перемен
ным частицы. Первый член этой суммы <0| Z(A)|0> соответствует 
отсутствию реальных возбуждений в системе и может быть также 
записан через континуальный интеграл: 

<0|Z(A)|0> = Z 0(A)Z l n t(A), 

<ягг 
si - _ - /2.4/ 

Z J n t(A) = / - d^e::p[S(3;A)]. N *(0)=x(r) 
S[3;A]. 

- % - j f V . " ^ J ii J d B lds ge » % G l ( | s r % | ) . 

Сравнивая II.hi и /2.1/, убеждаемся, что учет реальных 
возбуждений приводит к появлению фактора П 1/( 1-е -r(f<,-k*)) 
в 2^А)ик появлению второго слагаемого G 2 в действии S, 
определяющем zi nt^ A^- Это наблюдение положено нами в основу 
определения .массы полярона при конечной температуре. 

Параметр А, как станет ясно из дальнейшего, связан со сред
ней скоростью системы и пропорционален импульсу Р.Ограничива
ясь рассмотрением лишь медленно движущихся поляронов, разло
жим Z(A) no степеням К до членов порядка 0(А*3). Напомним, 
что при А = 0 Zo(A) , Zi„t (А) и Z(A) переходят соответственно 
в ^о » zint и Z , определенные формулами /1.2/, /1.3/. Полу
чаем в результате из /2.1/ 

-> 2 

Z„<*')-- Z„|l + у - (р+ п,0 )] + 0(А 4 ), 

0 Зг ДА4* « 'А .о 

, «J rf?l A*2 „о, 8" f dq- ' ^ ?, (А), / _ е 
tni 
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1 - +-Г5r—' -* • f — e +0(л ) = 

' * ' » ' | X =°1C0)^ ) N 

= Z J n t [ l +

r - l _ ( n , 1 + m g ) + 0 ( A 4 ) J , 

где 
a < u 5 / a 1 f dlf ' , <?ZG. "I?t *<"l >-й"2 >l 

и введено обозначение 
-IqCiVl )-x(Oj> )] _ s t i l - i q f l C a j )-x(tr 2)l s [ - | 

« e * >>= / ^ 8xe / / 5хе . 
"x(O)-iV) I(0)=J(r) 

Теперь статистическую сумму Z(A) можно записать в виде 

Z(A) = Z[1 + ((K+m0 + ml+ m 2 ) l , / 2 . 5 / 

так что 

lnZ(A) = l n Z + ^ _ ( ^ + m+m +ra > 0 ( A 4 ) . 
a 0 1 2 

Вспоминая определение полного среднего импульса системы 
Р = 1£-1„ 2(А-). ^ 

получаем уравнение для А : 
Р = AC/j + mQ+nij + m £ ) . /2.6/ 
Выше уже упоминалось, что т 0 и го_ появляются лишь при учете 

реальных возбуждений, это позволяет нам отождествить A(m 0+m a) 
со средним импульсом Р,. переносимым реальными фононами. Тогда 
из /2.6/ следуют представления для А*: 

**- Р, /(m0 + m e).( P - P f )/(/*+m, ). /2.7/ 

Поскольку число реальных фононов зависит от температуры, вели
чина А* также от нее зависит. 

Используя определение энергии системы 
E(P) -S™ _ , ^_inZ(A) + P(X + ri i . ) 

3 -Г(Н-ХР) * ' дг 
и формулы / 2 , 5 / и / 2 . 6 / , получаем 

Е(Р)»В(0)+А-[(и + т 0 + m,+ m8) - f -£-(ц 

• 



что можно с учетом /2-7/ записать в виде 
-> -» о ы+га г m i d(m 0+m 2) 

(Р-Р,) 8 ^ dr p2 V m 2 - f
 d r Е(Р) = Е(0)+ 1 + 

( l i + m , ) 8 2 o » 0 + m

8

) B 

где Е(0) - средняя энергия при нулевом импульсе, изученная 
в первой части работы. 

Теперь очевидно,.,что мы имеем основания отождествить коэф
фициент при члене (Р-Р, ) 2 с эффективной массой полярона при 
конечной температуре. 

Формулы, выписанные выше, приводят в итоге к выражению 
„ (/«t-nn )* 
"эфф- - £ — • / 2 . 8 / 

II •ИВ,-Г — — S -

где п 1 dr 
«» Я ' ' 8 1 г . - Л , ^ K ^ g l , , а - l4 [*Vi)-i(4!)l 

12х/3р( д 
m ^ 1 2 - eT^'fiV g l " i ^ 2 l « e »-/2.Э/ 

Мы получили континуальное представление для эффективной 
массы полярона. выполняя масштабные преобразования переменных 
интегрирования, можно убедиться, как и в случае средней энергии, 
что высокотемпературные разложения т.)(иф могут быть получе
ны из соответствующих порядков теории возмущений. Легко найти, 
в частности, что при « >0 

-iq[ «("i )-xV 2 )l ., . <l'2 

« » •• - J j C q J - e x p I - — |о г.1 2|(1- | » , - ^ | ) | . 
откуда получается выражение для Ш[ в первом порядке теории 
возмущений 

<«l=h -~~^— e~T"\l0CT/&)-ll(T/2)\. /2.10/ 

Подставляя /2.10/ в /2.8/, находим в первом порядке по я 
эффективную массу полярона 

^^-U-Jp£"T 8' 8e- T y 8[I 0(T/8)(|.-T)-I t(T/8X|.-T)l. /2.11/ 
В пределе высоких температур (Т>0), как следует отсюда, 

~М " 1 F ^ " " ( /2.12/ 
Как и следовало ожидать, при повышении температуры полярон 

"раздевается" и его эффективная масса стремится к "голой" 
массе с • 

В обратном случае предельно низких температур формула /2.!1/ 
дает 

* 



что переходит при нулевой температуре в известный результат 
гаэфф/"-1+а''6 • 
В заключение заметим,что, определяя эффективную массу как̂  

соответствующий коэффициент в свободной энергии системы lnZ(A), 
мы придем вместо /2.8/ к выражению /*+ ш ,, которое в предель
ных случаях имеет вид 

f l u у / 7 т 3 / г ] , т ^ о 

Kd + l-a + fj-)], т - « . 
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