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ВКБ-ПРИБЛИЖЕНИЕ ДЛЯ АМПЛИТУДЫ РАССЕЯНИЯ 

НА ЧЕТНОМ КВАЗИПОТЕНЦИАЛЕ 



§ I . Введение 

Как известно, при описании упругого рассеяния частиц высо

кой энергии очень полезших оказались асимптотические методы 

нерелятивистской квантовой механики, такие как энкояальное при-

бтхевже/'1/ и метод BKF 2 Л 

Эйкональное приближение применимо при высоких энергиях в об

ласти малых углов рассеяния. Метод БКБ является более общ». Он 

позволяет нпходить высокоэнергетическую асимптотину амплитуды 

рассеяния при произвольных углах (см., например, paflc-a/ Л а 

также обзорную с т а т ы / ' , в ноторой, в частности, исследуется 

взаимосвязь между эйкональным, ЕКБ и борновским приближениями). 

В последнее время для модельного описания упругого рассея

ния используется квазипотенциальный подход, предложенный Логуно

вым и Тавхелидзе' ' . Сейчас существует несколько вариантов квази

потенциальных уравнений^ Л 

Оказывается, что при соответствующем видоизменении методов, 

развитых для уравнения Шредингера, их можно использовать и для 

нахождения асимптотических решений квазипотенциальных уравнений. 

Совсем недавно в рамках квантовой теории поля с импульсным 

пространством постоянной кривизны* ' было получено еще одно ква

зипотенциальное уравнение' / (оно будет упоминаться далее как 

ДКНМ-уравнение). Это уравнение в пределе £.-*0 переходит в 

уравнение Тодорова/ 8Л (Здесь I. - фундаментальная длина, £ -

радиус кривизны импульсного пространства), ДНММ - уравнение в ре

лятивистском конфигурационном представлении'' 2 ' совпадает по фор

ме с разностным уравнением, полученным ранее в работе' ' , отли

чаясь от последнего лишь интерпретацией некоторых параметров. 

Для квазипотенциального уравнения такого типа был развит метод 
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В вастшиеи работе исследована НШ-аоюштогажа амп
литуда рассеявая -ffSl ждя цешх четннх явазяпотеншалов при Золь-
вжх углах в . Подровво проведекн вичнсленжя для гауссовского по
тенциала t 

V(l1EJ=V.tE/exp{- jfrii/. ( 1 Л ) 

При вычислениях использовались метода, развитие в работах/3'*' 
для уравнения Шредингера. 

Асимптотика амплитуда {(в/ подучена при следующих условиях: 

С * Т (1.2) 
Здесь уг - порядок величины квазипотенциала в окрестной! 7=0, 
E t - анергия рассеивавшейся частица в с.ц.и., £ - импульс час

тит в с.ц.и. ECTI, основания предполагав, что условие (1.3) до
статочно для справедливости ВКБ-првблиеаая. 

б) Более ограничительное условие: 

аш=тм л.\пГ£ m^!L/%^i, { I 3 ) 
целиком обязанное специфике применяемых методов. В условли (1.3) 
1, ($)- точка поворота, соответствующая перевальному значению Л. 

в интеграле Ватсова (см. § 4) . 
Найдено, что для налах энергий амплитуда будет экспо

ненциально убывать при больших углах рассеяния. При атом для га
уссовского потенциала (I .I) амплитуда, внчислешшя в первом по
рядке по $ 1$~(** fj*'/* I, совпадает с ВКБ-амплитудой для урав
нения Шредангера'3^ и имеет орировский вид. 

Для больших энергии амплитуда {(&) становится сте
пенной функцией от переданного импульса К (при больших углах 
рассеяния), и данный результат не зависит от конкретного вида 
хваэипотенаиала. 
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В § г настоящее работа обсуждается вврвжеше для фваогото 
сдшга S""f!tJ , подученное в работаг 1 0 < 1 1 / . 

§ 3 посвящен вахожденив асимптотического вида S MJ З раз
личных обчастях комплексной плоскости А 

В § 4 найдена асимптотика ВКВ-аншпггуда рассеяния f/0) для 
обласяг классически запрещениях углов прк условная (1,2) и (1.3). 
Полученные в этом параграфе результаты совпадают с результатам 
' ' в нулевом порядке по g/v./gl/ . Вычислены также поправив 
первого порядка. 

§ 2. Матрица шссеяния 
Будем для определенности работать с уравнением, полученный 

в работе ' 1 3 ' . (Все результаты тривиально переносятся на случав 
даИ - уравнения). Радиальная часть этого уравнения в релятивист
ском конфигурационном представлении для локального квазипо-
тендааяа имеет вид: 

здесь u r t / l g £ ; 

(, а •—— - "фундаментальная длина", т.е. комптоновская длина 
волны рассеивающейся частицы; 

ъ = £+%; 
с = и с ' ^ г - энергяв рассеивающейся частила в с.д.м. 

Массы частиц для просто» считаем равными. В случае /»< &щ в 
уравнении (2.1) нужно сделать завеш/ 4 ' : 

Полученное в / 1 0 > 1 1 / выражение для ВКБ-фазового сдвига 
имеет вид: 
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и mi l t \ i i,i/si,r ' (2.2) 

<1(711,М'»)=№* tfbx- t/erj (2.3) 

При этом в новых обозначениях условие 11.2) записывается так: 
U,c/Ax«1. ( 1 < 2 *) 

В уравнении (2.3) 7, - "точка поворота", т.е. корень уравнения 

J-HAXW-I *^Ш - ^ 5 ? =° ( 2 > 4 ) 

или, что то же самое, корень уравнения: 

^(Ч.^тИ^О. (2.4*) 
Функция <^1%\Щ11) имеет ветвление корневого типа в точках по
ворота, а также логарифмические точки ветвления: 

< s*x • 
Проведем через все точке ветвления разреза-, параллельные мнимой 
оси и не пересекающие вещественную ось, а также разрез, выходя
щий из точки 1=о и идущий вдоль отрицательной части веществен
ной оси. 

Выберем ту ветвь (f.i7,?,i/(ttft ва которой: 

Если!//'?; - целая функция, то функция Т,(Я) • задавае
мая неявно уравнением (2.4), будет, вообще говоря, бесконечно-
значной. Поэтому, даже после проведения разрезов в % - плоскости, 
фаза ^ Л / б у д е т многозначной из-за неоднозначности выбора на
чала пути интегрирования в формуле (2.2). 
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Предположим, что потенциал U(1} удовлетворяет следующему 
условию: ж , :л 

ч—— 
Тогда при достаточно больших IM в секторе -*_•«»/я *•(+ су
ществует точка поворота 

Следуя терминологии работ/ ' , назовем эту точку поворо~_ 
кинематической. Соотзетству-'цяй лист функции 1,17)! назовем ки
нематическим листом. Его .границы определяете.? разрезами, прове
денными из точек Д , в которых кинематический корень сливается 
с одним или несколькими "динамическими" корнями. Шодроо.чее см. 
об этом в Приложении, где для потенциала (2.9) находятся асимпто
тики функции 1,/Л) и ее точек ветвления). 

Лист S (?<. J, соответствующий кинематическому корни, об
ладает тем свойством, что на этом листе 

£«"/*>*'"7=<? i—.<«<*+). 13.6) 

Поэтом/ кинематический лист является также и физическим . 
Для дальнейшего удобно сделать замен;- •"': 

ts2. =corw, 1 п „, 
***«. ' (2,7) 

в результате которой уравнение (2.4), определяющее функцию 
1,Ch) • приобретает следующий вид: 

U{7.) = ctt?(1-l/l-siSw*l''fi l^ YIW/. (2.8) 

Заметим, что на самом деле о "/ЛУимеет две ветви, на кото
рых выполняется условие (2.6). Мы выделяем одну из них, проводя 
в 1 - плоскости разрезы через точки поворота я через точку ?-" 
и требуя выполнения условия (2.5). 

Это замечание нам потребуется в дальнейшем. 



(Звах перед радюгалом выбран из соображений удобства;. 
лравненжя (2.8) ж (2.7) определяет неявно зависимость функ-

цхй ? . а, соответственно, Л от W . 
Для гауссовского потенциала 

где 

из уравнении 12.7) и (2.8) можно найти явную зависимость Л/1сО 
и 7./К// ,а именно: 

" ' V/ttf/ 1.fWl= R yc-fifr, 12.I2) 
где функция Ytufi г ЩЪ1*П) определяется выраженаен ^2.8), В этом 
случае, какядно из формул (2.8) и 12.11;, риманова поверхность 
функция Ъ1Ш! или 7 , ^ ; обладает сравнительно простой струк
турой^ именно: имеется серия точек ветвления корневого типа 

Uf*± -(ff^lTrti^^^ • (2.13) 
В этих точках (функция Yl^l имеет ветвление, далее, иа одном из 
листов "внутреннего" корня (главная ветвь; находится серия корне
вых точек ветвления 

ur„'t - tVJTnmie ' +(зи<-}т}1>? ( 2 - Т 4 ) 
Эти точки являются точками ветвления "внешнего" корня в выраже
нии 12.11). На каждом из двух листов главной ветви располокены 
логарифмические точки ветвления: 



Все это схематически изооражено на рис.1. 

~УГ 
4-

главная 
ветвь 

Рис.-i 
Схема ветвления риыановои поверхности 
функции /ф4/) в окрестности точки W . о. 

На рис.2 нарисована геонетричеовая картина отображения (2.II) в 
окреотнссти точки Vf-o . Легко видеть, что в этой окрестности 
ггображение (2.II) и обратное ему устанавливают взаимооднознач
ное соответствие между областью /I - плоскости, заштрихованной на 
рис.2а и областью "главного листа" римановои поверхности (состоя
щего на самом деле аз 2 * оо листов) с проекцией, изображенной 
на рис.26. 

~г 

Рис. 2а Д - плоскость Рнс.2б UT - плоскость 

LJfla1.IS)«R. 
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3 области же с проекте!, например, IWI<f fотображвнме ухе хе 
будет однолетни, в чем можно убедиться, переходя по контуру С , 
азобрахеявщу ва рис.26 от дейетвмтежьяож точи UC до точжх-К 
tut. »№.!). 

Прх таком обходе мы яаждем, что )pW./sM-U£J , но зтн 
две "соишдазожхе" точки, как мм увидим далее, дадут для $ {hi 
внражевхя, отличающиеся знаком: f"r/Mu/.//z -£"'Ычац таким об
разом, они лежат ва саном деле на разных кинематическое диетах 
функции $ W (см. примечаиив на стр. 7). 

§ 3. Асимптотика § (Ю. 

Пусть нвазипотенциал Ult) - четная целая функция, такая, 
что , U, 

Чги(*°°е !=0 (3.1) 
нрх !*!<•<.< f. 
Представим его в виде 

VW-V.ktV, h(o)=4. (3.2) 
Например, гауссовский потенциал (2.Э) удовлетворяет требованию 
(3.1) для Ы,= f . 

Проведем в 1- плоскости шааа/^1,»-ш^ 
(на рис.3 изображена картина линий уров
ня для гауссовского потенциала). Эти ли
нии разбивает ч. - плоскость на две об
ласти. В одной из них lumKIU'l (Об
ласть Ял на рис.3), в другой /Ш/>М/ 
(область Яг ва рио.З). Для по
лучаются разные асимптотические разложе

ния в зависимости от того, где расположена кинематическая точха 
поворота 1,Ш - в области Я, или же в облаем Яа . 
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При выполнении условия (1.2 ) , всюду в области /?, имеем: 

£±Л. - to: иг z ! , „. 
i-j-i- • ( 3 . 3 ; 

т.е. J uf-i-Ui « 1 1*--С;П. (3.4) 
(см. рас. 2а,б). Контур интегрирования в выражении (2.2), опреде-
ляющем о I AI , можно в этом случае деформировать так, чтобы 
для всех точек этого контура выполнялось неравенство lun:i<in.i«i 
Тогда подынтегральное выражение можно разложить в ряд по степенны 
потеншала и дат о ч\] получим: 

где 

т. 13.5) 

Так как IWI«1 , то „ 
г /„, 1 г' М12122—— s - — \ и(\'г'+ ££\c{-t~ 

(3.6) 

Таким образом, ввода врицелышй параметр 

получаем оледущее выражение для 8(f) в области R, 
Р-Ш> (3.7) 

Stt^'&JjJlWvW* . ( 3 < 8) 
Это есть не чго иное, как эйнональная фаза. Как известно, при 
рассеянии на малые углы основной вклад в амшшаду дает область 
больших вещественных р (малые W ) , и поэтому для фазы рассея
ния можно применять приближение (3.8). 

Для гауссовского потенциала получаем из выражения (3.8): 

и 



в области р - плоскости, соответствующей области R* (см.(3.7)). 
При рассеянии в область классически запрещенных углов основной 
вклад в амплитуду дает область Яг в том смысле, что имевво в этой 
области находятся точки перевала подынтегральной функции интегра
ла Зоммерфельда-Ватеона. Поэтому необходимо оценить S (Л) в ок
рестности точек перевала. 

Оказывается, что в этой окрестности величина 1Ш1>1 будет по
рядка единицы, и поэтому разложение в ряд но степеням Ultl под 
знаком интеграла в выражении (2.2) уже неприменимо. Перепишем вы
ражение . 2 . 2 ) , определявшее разовый сдвиг 6 '^- , следующим 
образои ' : '. V/*> -> 

П. 7 ' 

где 

' S. О.Ш 
Дифференцируя интеграл в правой части формула ( з . Ш по параметру 

Л и используя равенства 

, л 1 13.12) 

вытекающие из определения %1*т.~ь,и1 (формула (2.3) ) , находим 
аналогичное выражение для производной б**1 ' ^1 : 

<Анкг Г1 

Здесь t.v,u% , 

fr'W&f £*"'''""*• (ЗЛ4) 
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Заметим, что если потенциал Щт) вещественен, т.е. удовлетворя
ет условию: 

У(7! = U(TJ. (3.15) 
то <5 (Л) , а также &/7W будут удовлетворять условию ве
щественности (на кинематической листе): 

§'«•(*}-*""(*•) ( 3 . 1 6 а ) 

Это следует из формул (3.10), (3.II) и (2.3). итсвда видно, что 
яриближение ВКБ не нарушает обобщенного условия унитарности' ' 

g(Mj*(*V=1 , u . i 7 ) 
которое имеет место для точной матрицы рассеяния Б случае вещест
венного потенциала. (Здесь $l^/ = ( '" ' ) . Поэтому в случае 
четных потенциалов Sa'M должна быть нечетной функцией л , а 
IS'ltlM- четной (на выбрачном нами кинематическом листе). Ьсли 

бы было наойорот, то условие вещественности (3.166) нарушалось 
бы, например, для чисто мнимых Д . 

Для асимптотического разложения интегралов типа: 

l=Tf(%v<-4i<i? (3.I8) 
используем метод, ноторый был в неявном виде применен в рабо
т е " / В основе его лежит равенство: 

Ш УМ = & ( IffiT'^lL,,,. fJlV ' """' (3.19) 
Полагая 

if ,п , , _ ГёХ'Л I4S21, •£**!££')•>!*; k>,1, (3.20) 

находим для интеграла (3.18) следующее разложение: 
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1~,[ />t • (3.21) 
Применяя разложение (3.21) ж ШЛ), пожучим после некоторах вы

числении: */Ьггп <?(1&U~ + ШЫ- £!&—1, 

Здесь 
'•pit, wl = Яг tk (u*v™?/t 

(3.23) 
a ,.,„ Г kt!il- 2v>e»(ii-l~"). 

ZW'i*,*-1 (3.24) 
Порядок величивн остаточного члена 

„ •* / „«- «/* / ш%цУм 

$(*./= *ZZ*_??rt7' jvlu4-).i/J • (3.25) 
Аналогично разлагается $(*1л для <̂  находим 

(3»!d6) 
где 

U<YI- 4+tl?X<4,*L ' (з.27) 
a f определяется выражением (3.23) . Члены нулевого порядка по 
$11*) в разложениях (3.22; и (3.26) есть $.(?1\я(£').1Усотъеча-
венно (см. формулы (3.10) и (3.14) ) . Поэтому условия применимо
сти этих разложений совпадают в основном со следующий условия-

(3.28а) 
%Ш«(3'1.М, (3.286) 

а эти два последних условия фактически эквивалентна друг другу. 
Для нахождения асимптотики амплитуды f(0/ нам потребуется еце 
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выраженже для О (А) • 

-sue"/,, ok* /-n-O/ff'^J 
§ /Л/— — zqv/n-si'rm'w (3.29) 

§ 4 . Амплжттдя pni-i-Bfp̂ TO 

дмшштуда -f (S) • 

„iit(M , (4.1) 
A. Г A • p, ai-rwen<t* 

„/ Контур /"*= С с//J указан на рис.4. Пренебре-

. fi гая, хан обычно, в интеграле Ватсова вкладом 
^~ > ~ 
ч^ в окрестности нуля (для четных целых потен-
л_/ г- циалов это можно сделать' 4 , 1 6') ж используя 

._, асимптотическое разложение Р * - } 1-'°-г&1 , 
>f~" для больших /Я / получим: 

/" \ 
РИС.4. fM*L.\j^(l{t*{*(i(«-¥A**tl"0t#№* Skf 

a t t 

rf» hhs) *'fe" w " * * ; ^ 7 *<**№• 
* Г, (4.2) 

Вводя фазовые функции: 
M(j:e,l}=2Mj7A6 (4.3) 

и используя для S/2) приближение ВКБ, находим значения переваль
ных параметров W - в приближевхи (3.28): 

^ - « t c ^ f r f . (4-4) 
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Из последней формулы, имеющей смысл для произвольного аотешдаала, 

находим, о учетом уравнения ( а . I I ) , что для гауссовского по

тенциала: 

Заметим, что перевальные точки Л, и Л- должны находиться на раз

ных кинематических ветвях С [Л) (см. примечание на стр .7) . В 

противном случае фаза о ('Л/была бы четной функцией Я и в 

приближении (3.28) сильно нарушалось он обобщенное условие уни

тарности (3.17) для точек Я , лежащих в окрестности 7\± . 

Из принципа соответствия с нерелятивистокой квантовой меха

никой можно заключить, что на выбранном нами кинематическом лис

те (см. условие ( 2 . 5 ) ; перевальной точкой является Я - • хо

тя при другом выборе листа амплитуда не изменилась бы (при усло

вии (3.28) ) . 

Тан как в верхней полуплоскости 2 нет стационарной точки, 

то,пренебрегая вкладом от интеграла по Л"*- будем иметь для амп

литуда следующее выражение: 

fi0)=b. \lhdii— е' ы('в'*' (1+о(&,1) 
rlt" it,? ViMs'(»., w > 6 ) 

Заметим, что при выводе (4,7) предполагалось, что первоначальный 
контур Г можно деформировать так, чтобы он целиком лежал в до-
Поэтому в работе'3' имеется ошибка, связанная с тем, что 

отображение Ti/V/Jae будет однолистным в окрестности с проекци
ей 1ъм<£ . Например, вещественные иг. ж -иг. (см.рис.2б) дают 
приближенно одно и то же значение Я • но S<,{7il при этом отли
чаются знаками, т.е. лежат на разных кинематических листах (см. 
примечание к стр.7 конец второго параграфа). 
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лине. Для гауссовского потенциала путь наискорейшего спуска 
совпадает приблизительно с мнимой осью, но лишь одна из линий 
уровня: Re (/v(-&i A~J^ Лг//У/-<^^ о н и обозначены пунктиром на 
рис.4) проходит через область /?., , вторая же уходит в область 
Кг . Это можно увидеть из разложения S е/71)ъ области R, (фор

мула (3.9) ) . 
Известно, что в случае нерелятивистского потенциального 

рассеяния контур Г для точной амплитуды (4.1) можно деформиро
вать в контур V , совпадающий с мнимой осью. При этом к инте
гралу по Р нужно добавить еще вклады от полисов Редже, находя
щихся в правой полуплоскости й . Известно также''1"', что для 
четных целых потенциалов полюса Редже при высоких энергиях могут 
находиться только в левой полуплоскости ? (в окрестности боль
ших отрицательных полуцелых Я ) , поэтому они не будут давать 
вклада в амплитуду. Таким образом, деформируя сначала контур Г 
в Г (см.рис.4) и заменяя после этого в интеграле Ватсона S(7\) 
на , мы получим (4.6). То, что эти же операции можно про

делать и в случае разностного уравнения (2.1}принимается здесь 
без доказательства. 

Подставляя в разложение (4.6) вместо о /Я-/. <-M-fi/i-}vx, 
выражения через Ж- (формулы (3.29), (4.3), (3.22) ), и учиты
вая также (4.4) и то, что ~К-(01— Й Г { ' ' и » « э д найдем 
окончательный вид амплитуды рассеяния : 
* 

Асимптотическое разложение 14.7) справедливо для произволь
ного целого четного квазипотенциала. В обшен случае может иметь
ся более чем одна стационарная точка, тогда в (4.7) нужно взять 
точки поворота с максимальной мнимой частью. 
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щ+0№*ч1)-[1-ю(£)). ( 4 . 7 ) 

В этом разложения ^ 

1>f-l~ei,t.t (4.8) 
а •£ - значение ¥l?,W/ (которое определяется выражением (3.23)) 
в точке перевала (4.4): 

Для гаусоовского потенциала перевальное значение ?.й!/легко найти 
пржближенно: . , 

При выводе (4.1С) бьли использованы уравнение {2.1Z) и приближен
ное равенство (4.4). В этом же приближении 

Как видно из разложения 14.7;, оно применимо, когда: 
а) перевальное значение углового момента велинс: 

2.,W»1, (4.I2) 
о) для перевальных точек поворота 7./01 : 

<j/l,ie))<r<1. (4.13) 
для гауссовсного потенциала условия (4.12) и 14.13) сводятся к 
следующим: 

V° (4.J.3 ) 
Мы не исследуем здек ограничения (снизу и сверху) на углы. Этот 
вопрос подробно разбирается в работе' ' , для нас достаточно того, 
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что tfrX""* » я» с учетом э*ого, условле (4Л2) принимает вид: 

В яерелятивистском пределе ( / « Я , когда ^.-Х-Г'**. * 
U/f./e/J г | гйЛЙ <к •/ , получаем для амплитуда *̂/бу следупцуг 

асимптотику: 

т ' Л (4.14) 

Здесь 1 , в е р м * ( 0 ) есть перевальная точка поворота даю уравне
ния Шредингера; К=1%Пг>§ - передавши импульс в с.ц.н. 

В частности, для гауссовского потенциала: 

Г ' ''"' C4.I4') 
При этой 

f- т£ - приведенная масса система, 
V,=2pcU, -"размерная" потенциальная энергия. 
Амплитуда (4.14) и (4.14 ) совпадают с амплитудами, получен

ными в padOTar 4 ' 3 ' на основе ВКБ-дряближения для уравнения Шре
дингера. Отстав можно сделать вывод, что не-

»; релятивистский предел для разностного урав-
Х*1 \х«1 нения (2.1) я ШБ-дриближение коммутирует 

друг с другом, или, ишми словами, принцип 
. ». соответствия справедлив не только для урав-
Рго.5. нения (2.1) и уравнения Иредингвра, но и 

для соответствувднх ШБ-прюЗлижений (по 
крайней мере с точностью до 0(%г) ) . 

В другом предельном случае: Х>>1 - амплитуда (4.7) меняется 
по степенному закону. Для гауссовского потенциала: 
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Здесь H-'ft - передача импульса в с.ц.м. Заметим, что прж 7>>1 
переамьааж точжа поворота Т./^/црахтжчаожж не зависит от в . 
Это свойство верно для произвольного гладкого потенциала, потому 
что прж /Гх>7 жэ внраженжж (2.8) ж (4.4) следует, что 

UlT.feiJ~l (4.I6) 
и поэтому 

1, (61 - Co^efE 1. ,4.17) 
Таким образом,для внсокоэнергетического рассеяния ва произвольных 
четных делах нваэшотевдиалах амплитуда рассеяния ва болване уг
лы должна меняться по степенному закону как функция переданного 
импульса К : < t i ) 

№H=c/s/H)- ( 4 Л 8 ) 

если выполняются условия (4.12) и (4 .13) . 
Прж этом,в отличие от случая гауссовского потенциала, пара

метр * = - Y> может иметь мнимую часть, сравнимую по величине с 
действительной. 

Предположение о степенном убивании амплитуда рассеяния хая 
функции t (прж^-»«5 , £~1 ) уже делалось р а н е е ' 1 8 ' . 

Суцествуииие акспервментальнне данные по упругому р-р-час-
саянив при высоких э н e p г ж я r I 9 , 2 0 ^ хорошо описываются формулой 
Орира/ 1 9', с которой формула (4.IB) вряд ли может конкурировать. 
Но следует заметить, что эти дана.-, соответствуют малой величи
не параметра/ <,ВМ « 20«fi5 Гэв, т.е./С& 1,5*2), а приближение 
(4.18) справедливо лишь прж д » - ? , т . е . при гораздо долее вн
соких энергиях. 

Если вместо уравнения (2.1) рассмотреть ДШШ-ураввеше, то 
все результаты непосредственно переносятся на этот случай, по
скольку сами уравнения имеют один к тот же вжд. При этом пределы 
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л >> " оудут соответствовать энергиям: 

Ег $ ^t ~ 3 0 0 " 4 0 0 Г э в ' '* " Фундаментальная длина). 
В заключение автор хотел бы поблагодарить А.Д. Донкова, 

Б.Г. Кадашевского, М.Д. Матвеева и P.M. Мир-Касимова за полезные 
советы и стимулирующую нритику. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е 
Нули функции Cj ( 1 , Л , U ( т.) ) для гауссовского 

потенциала. 

Функция t'lf'jecth функция, обратная функции: 

^ д 
(Здесь / = д ^ - прицельный параметр). 
Будем далее считать, что 2</Ь")(и,1*1«1 . (Это условие при 
J«. 1 эквивалентно условию: V, « а £ r t».» ш а При Х » 7 условию: 

У0 « f™» ) . Тогда асимптотическое расположение нулей 7 '!/>*) , 
удовлетворявших условиям: 11'1»1/Ч , определяется следующей 
формулой: 

При //'/<"* ^ ^ ' Аил/ эта формула дает асимптотические значе
ния нулей для всех 1 . При этом имеется еде один корень в точ
ке: 

(кинематический корень). 
П р н / 1 = 0 формулы (1.2) и (1.3) становятся точная. 
Частные случаи (1.2): 
a) f<1 
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прж «той R<7.1< О , еслх 2t*S-w,~ Уг«1; 

*Д * чй *-*Ч*•& +а**Ч д«я во« п. ал» 
дхахожвш образом можно вавтх асаштотпзсхое расположение нрат-
них хорвех ври / 7 , 1 / » Я г . Кретине хорях удовлетворяет уравне-

jp-°- CI .4) 
Оях определяет алгевраичесххе точки ветвяенхя рвмановой поверх-
востх фувжцжж Y.V/V . 

Используя метода вахохденхя асюштотхческого располохенжа кор-
кЛ вшэхшохпомож (см.,вавршер' г^>, находки две асхмптотвчее-
ххе с е р а двохвкх корже!. Одна хз этих oepxt есть: 

tL~-Ri^ <Ж * 3 r n i ) / » / » * . ( 1 # 5 ) 
Црх этом: 

Tax xax & / « > О • то ооверхенво очевидно, что эта серхя хор
ее! соответствует слиянию двух джваничеокхх яулей, т .е . точки вет-
вленхя (1.6) отсутствует ва вхнематхчесхом листе. 

Заметим, что серхя точек ветвления (1.6) не имеет нереляти-
вастсхого авахога. Из формуле (1.25) следует, что в с л у ч а е / ^ 
асимптотах (1.5) в (1.6) справедливы для всех П. . 

Имеется еие одна серхя даожаых вуяеИ: 
t „*.=/?'/*• ZlX^i&'+Slt'riJ 1Ш>>1. ( 1 > 7 ) 

Этхм вулж соответствует 
/ , ; ~ Ъ\ . (1.8) 
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Аналогичная серия двойных точек поворота имеется и в случае не-
релятжвистского рассеяния на гауссэвском потенциале' '". Эти точ
ки соответствует слиянию кинематического нуля с одним из динами
ческих. Заметим, что при больших п будем иметь: 
fcr/thzR'&f3"»—>oo . но, тем не менее, оси ftY = * 7 явля

ются асимптотами обеих серий Tj , причем серия (1.5) стремится 
к асимптоте сверху, а серия CI.7) - снизу. 

двойные нули с малой мнимой частью могут появиться лишь в 
области: 

Поэтому линия точек ветвления на кинематическом листе имеет при

мерна тот де вид, что и в случае нерелятивистского рассеянш/ '. 
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