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I. Введение 

Цельи настоящей работы является обсуждение возможных гра
ничных условий и соответствупашх граничных задач для уравнений 
Шредингера, кратко намеченных раньше автором[I] . Рассмотрение 
ведется с позиции теории так называемых квантовых случайных 
процессов или, короче .случайных псевдопроцесеов [2] - [7] . 

Заметим, что встречающиеся спорадически в физике разные 
граничные задачи для уравнений Шредингера не изучены до сих 
пор сколь-нибудь систематически,г отличие от таких задач для 
классических уравнений математической физики, лмеыщх ооширнус 
специальную литературу. 

Напомним, что в простейием случае движения одной иереляти-
гиетстой Сесеяннавой частицы в оолаети Э& £ 1** марковский 
поевдопроцесс задается комплексной функцией С&'3 ̂ '") , по
нимаемой как плотность амплитуды вероятности обнаружения час
тицы в точке * £ 3i в момент времени t , если известно, что 
в момент времени s i t частица находилась ь точке У^ • 
На функции (S'gjt/*), нааываеижо дальше амплитудой перехо
да, накладываются следушке требования [г]: 
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U) (ь,$-М) = &*>ьф* 

обратимость псевцопроцесса. 

(U) 1дл«. (s, ч i-t,^) = £(ч -х) 

временная непрерывность, 

^ jdZ(s,4,-c,z)(s,x;r,^f= o^-x) 

унитарность, 

марковость, 

х'-»х 
пространственная непрерывность. 

УСЛОВИЯ (ii) , ( 5 V ) H (у) выполняются в теории марковских процессов, 
которые естественно также назввать клаесгческими марковскими про
цессами, так как он* формулируются ча языке неотрицательных ве
роятностей переходов, а не амплитуд [8] . Заметим, что перечислен
ные условия на амплитуду перехода следуют из ее представленвя в 
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взде фейкмановсксго интеграла по путям, чо т-iv очи шч -••••{ .:>• :ь 

роль интересных соотношений [9] . My меняем точку -кечид, 

постулируя перечисленные свойства амплитуды, опоеяелякгаие "ори? 

матем! ический объект - марковский псеваопропесс - и тем сэтам 

получаем возможность по-новому взглянуть на сами интегралы ^елк-

нача. 

Отметим, что сходные идеи построения вероятности"й схемк в 

терминах амплитуды перехода выдвигались и раиьие [р] - [12] . 

Уместно будет здесь подчеркнуть отличие концепции псевко-

процессов от многочисленных попыток сведения кнантово» механики 

п теории классических марковских процессов (см. по этому по

воду статья [_1з] , JJ4] и цитируемые там более оанние работы ) . 

Дополняя условия (_1)-М требованиями диффузиочности пеевдо-

проаесса, которые формулируются в терминах амплитуды точно 

так же, как соответствующие условия в классической теории [fi] , 

получаем дифференциальные уравнения Колмогорова - Шредингера 

на амплитуду перехода 

В соответствии с номенклатурой,принятой по отношению я уравнения» 

Колмогорова,мы назовем первое уравнение обратным уравнением Шре-

пмнгера, а второе - прямым. Условие обратимости (i j налагает ог 

раничения на коэффициентные функции. Они должны иметь 

вид [ 2 ] : 

(1.3) 
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где (^.ь In., "7 - независимые вещественные функции. 

В простейшем случае, соответствующем свободной частице с 

»*ассой гл. , полагает,- 'П -%к= О, Йц = як.о"*) , что приводит 

к хорошо известной амплитуде перехода 

л — с yffZ , 

Эта же функция при \ >С является плотностью вероятности 

перехода частицы, совершающей свободные блуждания в среде с 

коэффициентом диффу*ии ^ — jf - По этой функции восста

навливается основное вероятностное пространство Ш,-ЛФ)/Р) я 

процесс { w/Ct ••>): t £ О , w € Д ] как 

измеримое отображение множества О. элементарных событий о 

в множество возможных состояний, которое в данном случае являет

ся трехмерным евклидовым пространством TR . Мера Р , задан

ная на е-алгебре <Йу2) подмножеств Q. , является известной 

мерой Винера,по которой можно определить соответствующий конти

нуальный интеграл [ is] , [ п ] . Более подробное объяснение этих 

понятий дано в следующем оааделе. 

Попытка перенесения упомянутой конструкции на случай ком

плексного Л встречается с трудностью, так как соответствую

щая коыплексиозначная функция множеств не имеет ограниченное 

вариации и, стало быть, не проходит классическая конструкция 

интеграла по ней [18] - [гт] . Можно, однако, попытаться по

строить вероятностную схему пряяо в терминах конпяеЕенозначных 

операций усреднения Q , действующих на некотором множестве 

функций от случайных параметров, Соответствуипая псевдомера 

(как в конструкции интеграла Дакиеля) определяется как значение 

операции усреднения на индикаторе данного события: 
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Существование операции усреднения U с нужными свойствами, или, 

что эквивалентно, существование мсевцомеру М является ос»чч-

нам предположением развиваемой нами схемы. Полученные по ск* пор 

результаты мохно рассматривать как некоторое уточнение De'Viwa-

тов, полученных раньше с помощью континуального иятегпала Фе!<н-

мана. Так,например, решения задачи Кони чля уравнения Чолмпг^оо-

ва - Шредингера записывается в вице, аналогичном формуле ге*№ка-

Каца, [22](см, также [7,1 ) . 

s' t1 I R 3 

t . t 
U.?) 

C(x/Z) = ( - iV_i i f + ^ a ^ ) M d.e) 
•fee " 

Ц M = Й £ <Mcr/frz) (t.9) 

<f , A t - суть потенциалы внешнего электромагнитного воля, 

Ч - заряд частипы. Стохастические интегралы по псевдо-

процеееа» Винера ZL.Ix'}, J ^ 2 » 3 понимается ядееь как интегралн 

типа Стратоновича [23] . Заметим, что интегралы эти определяются 

во отношен™ к заданным условный операциям усреднения Ц , v < , G. 

и поэтому правильнее было бы называть их псевдоинтегоалами. Имен

но наличие этих интегралов приводит к эффекту зависимости резуль-
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тата вычисления средних Q (фактически интегралов Фейнмана) 

от способа построения конечнократных аппроксимаций . На опера

торном языке разные конечнократные аппроксимации отвечают Das-

личным способам расстановки операторов р,<1 в гамильтониане [24] . 

Интересно, что,как это следует из (1 .7) , а также из аналога фор

мулы й т о , зависимость интегралов Фейнмана от способа построе

ния конечнократных аппроксимаций исчезает при поперечное калиб

ровке потенциалов А и , [25] . 

Концепция псевцопроцессов позволяет.таким образом, перене

сти ряд результатов теории марковских процессов на квантовый 

случае, продолжая известную формальную аналогию между теорией 

диффузии и квантовой механикой. Следует, однако, заметить, что в 

свете результатов по строгому определению понятия псевдомеры , 

соответствующей простейшему случаю винеровского псевдопроцесса 

ZfO t рисуется возможность подведения прочного математическо

го фундамента под рассуждения, которые, будучи своего рода реко-

гносцировкоЯ, указываи1 на те интересные классы функций, которые 

должны быть интегрируемыми [26] , [27] . Это существенно, так 

как от соответствующего определения интегоала Фейнмана ичи от

вечающей ему псевдомеры требуется, кроме стоогости, также и 

физическая плодотворность, выражающаяся в широте класса интегри

руемых функций, заданных на траекториях, т . е . , функционалов, от 

псевдопроцессов реализации KOTODHX совпадают с этими траектория

ми. 

В настоящей работе указывается на интересные функционалы, 

встречающиеся в попытке перенесения результатов Феллера и Дын

кина по граничным задачам для уравнений Колмогорова [28] , (ЭЙ 

на квантовый случай. Отметим, что, кроме серии граничных условий, 

совпадающих по форме с условиями Дынкина, получается дополнитель

ная серия условий, изложенная в разделе 3 , 
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i. Строго марковские псевдопроцессы с условие» 
в начальный момент времени и граничные условия 
для обратного уравнения Шредчигера 

Пусть Щ означает область трехмерного пространства, 
доступную частице,м('3(.)> <$•- алгебпу Зооелевскях подмногеств 
jfc .Пусть,как и пренде, Q означает множество члемгятар-

ных событий, которые приводятся во вг-аимно однозначное соответ
ствие с возможными траекториями частицы. Если опреде
лить функцию xftjb*) со значениями из **- на множестве пар 

, где tCT— временной паиакетр, а и 6X2 , такую 
что 

для любого А£зЪ(Х) и всех - t eT , то каждому элементарному 
событии ел можно сопоставить траектооию в 96 как годограф 
векторной функции X (!,<•>) параметра ~t 

T T t o = { x ( + ^ ) ; t 6 T ] . < г- 2> 

Предполагается, что отображение Т обратимо, так что по за
данной траектории восстанавливается случайный пчраметр ь> 
В теории случайных процессов, где и встречаются такого рода 
конструкции, принято не выписывать явно случайны» параметр сг> , 
Случайный процесс понимается яри этом как набор jx(t);"te Г] 
случайных величин Х(+) , каждая ия которых является функцией 
параметра и> . В зависимости от того, задана ли вероятностная 
мера или комплексная псевдомера на ifi>(fi) , будем говорить, 
что задан случайный процесс или соответственно - псевдоотоцесс. 
Псевдомеру задаем посредством задания операции усреднения, а 
точнее, целого их семейства {Ф, i J ^ ^ I , причем G,{-f»xft){ 
понимаетск,как линейный,ОДНОРОДНЫЙ функционал класса у 
интегрируемых комплексных функций -f(x), х^ЭС . Символом Г. <\ 



обозначается стажная функция {[Jj • Предполагается, что 1 € у 
и Q { Л ? = I, т .е . , что операции усоеднечия нормированы. 

:1ля ч шьне Ялего н-м понадобится семейство неубывающих 
с - алгебр, связанных с псевдопроцессом в том смысле, что 

'ЗГ содержит все подмножества О. вида {Wj Xfe")£A| o^s^-l 
A t ^ W . Ясно, что "At С 3 [ ' .когда t £ * ' 
i дальнейшей поличем, что за множество Т* яначеям* воемен-
кого параметра взята положительная полуось Т=[О/°0 , э 1 ° 
удобно для стационарных псевдопооцессов, которыми се*час зай
мемся. 

Лредполагаеи, что гля ка».дое СГ- аягебоы ГЗ̂  су
ществует случайная величина 31Лт''Х(5 +~У|<3£ j^.), такая, что, во-

о 
первых, 

зля любого комплексного числа с, произвольно* функции 1 € $ и 
оля лч>1ого УёЭь и ^ О ^ т . е . , что эта случайная величина 
Gj"- ичмерича, ^во-вторы*, выполняется оавенство 

при любо» ограниченно" J^- измеримо» функции Ч. . Такая 
случайная величина назыв ISTCH условным средним -f«*x(i+-t) 
по отношению к сг- злге р̂е ^ . Смысл нижнего индекса ч 
при операции усреднения состоит в том, что зта опепация произ
водится лишь по трюктооиям,начинающимся в начальный момент япе 
мени "t = 0 в точке ч. . Ятот *акт появляется в связи с опе
рацией O J С амплитудой перехода 

д о А 
"де стщионаоная амплитуда перехода CtjJliX) совпадает с 
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v^'J}'^ '*/ в прежних обснччечияч. Стационарность п:* иес<*ч T~MV-

мается как независимость амплитуаы пеоехоя-а от г . '->7:-утч< 

убедиться, что условие T(i\>) будет заполняться, -г-; и TIT <?--П : ТЬ 

выполнения условия марковости псеваспсоц?сс1 в в:"!е 

. < - ) 

при люйо« Ьункции -f 6 У и любых S , t $ 0 j [•-] . 

Следуя Дынкину [ t ] , введем опегашга сдвггг: С 5 = •..- -
жестве траекторий 

C _ < x ( t , u ) = x t t - i / " ) . ( Л " ) 

^жно считать, что траектория C sx("t/-j) о т р о Ч 1 Р Т ч'.стип о, •--.-

паздктающей в СЕоем движении на вг.емя S пс ^тчо^ен'.'^ v HCTV-

це, описда teMoi" x(" t ; u ) • Отображение С 5 ичдушгоует поеСг.м-

зование 0 S в множестве О. паоаметров, ха^акт^ту^пих тг и с 

тории, 

е 5=тг'с; ,тг , %u = u', (.2.1) 
где отображение ТГ задано ^рмулой (2.2J . дальше, отобра-»-

ние ©з индуцирует преобразование в множестве т>учкпи\из

меримых относительно СГ— алгебры 'ЗГ, , порождаемо" множества

ми вида { x t t ) 6 A ; t j o , A € A C x ; } . 

Как известно, такие функции имеют вид 

? = ? ° Т Г , (2.9) 

где £ есть некая функция от траектории т . е . , функционал от 

процесса. Индуцированное преобразование имеет виц 

, - (2. Г ) 

Чот.но обобщить понятие введенных операторов на случай, ког

да параметр замедления s зависит от и , т . е . , от траектории. 

Именно, если х.(и>) есть неотрицательная функция на Л , то 
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можно ввести отображение " z : 

е т{/(*>£Л]={х(***)мН";>Ф + г М '"1 е А? ( 2 л т ) 

я дальше оператор "^ с помощью формулы (2 .10) . Ясно, что для 

постоянного т получаем прежние отображения, ^сли неотри

цательная £унк-шя Т удовлетворяет дополнительно условию 

при всех t ^ O , тс говорят, что зто марковский момент,не завися-

агаЯ от Оуду-jsro. Гоответственчо цля такого момента определяется 

5~ - -глге^ра 3 условием 

'•'мея 1тот аппарат, можно определить понятие строго марковского 

iicea ;оп,лцесса. Миенчс, псеадопроцесс {xCt ) j t > O^ 

ка.'5УВ5ется строго марковским, когда 

^ и) 

: ия зсякого марковского монета т(<"') , не зависящего от Зуцупе-
го, произвольных чисел 0&tA С • • • < т „ и произвольных 

I'enpeniiBKUK рункци!' f - £ f - В более оЗием вице что условие 

иЮ..яо - а п ч а г ь , аналогично марковский процессам [29] , 

•'ля "cintoS ограниченно? рунгцик S; , измеоимой относительно з^. 

и ограниченное " 3 ^ , - измеримой функции "^ • 

Основным оператором, связанным с данным псевдопроцессом 

являются его генератор, определяемый равенством 



и резольвента 

Следуя Дьнкину ft] , и тополь--уя '-леиатср б г , •:.<ч1гт-1"Лйе'.-
функцию |\Д($) в виде 

г ^ . „ „ W ^ n /^-> тл и+ в - л *г = Qjfci -C'mj+QM 9r J*e~ -f.xwf 
Y J ° ' J ^ 

-At 
Далее, поскольку функция £ яаияется т - измеримо" а ;унк-

кция jdte. -foXtt) - измеримой относительно "Х. , ™eev 
о 

на основании формулы (2.15) и определения резоль 1е«ты 

Переобозначая T?,-f -»-f и полагая А = О получаем основную 

формулу 

tf с? ° 

справедливую для любого марковского момента, не зависящего от 
ч 

будущего. Подставляя вместо X время первого выхош х ц ч 3 

открытой окрестности U точки ч , которое является мар

ковский иоцентсш,не зависящим от будущего, приходим к Формуле 

для инфинитезимального генератора псевдопроцесса 

(2.21) 
Ufa I т-"*--и/ г i v 

При этом предполагается, что предел отношения 
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Q/JdMf.xWi? 
__ __|_° L-

^ Ы (2.22) 
сусэствуз.', когда окоест:тесть IJ сж'мазтся в точку У , 

.• разе:-! >*М ('()) • ^Р и ч том, конечно, предполагается, что окрест 

ноет 'J принадлежат и некоторой топологии, г-аданноЯ в 'З? 

r a v : r ' 4 , что знаменатель в последи;** 1юрмулах стремится к 

кэ.-нтезо-.у среднему ячач-чию гюмента перзого выхода псевдопроцес--

са из точки Ч , которой обозначим T w j w ) , 

"о>.ио показать с помощью рассукдзчиЛ, вполде аналогичных случаю 

иаркозскич процессов [С] , что амплитуда вероятности сойытия, со • 

стоящего в тоу,что частица З.удет находиться в точке И в течение 

поо-'ег-утк"; р;;ечеч!?,солы:13ГО ,чэм 1 , имзя,' чкепоченциалькы'-' вид 

(2.24) 

3 яапис/Nvcvu от -'качения параметра О-Ц/) совокупность состояние 

частицы wo;.trio разделить на следующие типы: 

Г& Доходящие, o/fy)-. ~ у M J T ^ ) - 0 } = - - 1 ; 

2° зачеркивающие, 0<о1(у)£ы j Mu ( T . M > O J = . - 4 , 

3* поглощающие , ot(fc)=.-.|Kp)=0j М Л т £ ь ) г : в ' ? - ' t . 
Последние состояния можно также насыпать состояниями абсорбции, 

С помощью амплитуды заелоецеления случайной величины 
молло найти ее среднее значение, которое сча^ытпетоя равным 



Отсща следует, что для п.юходяиих состоят)!' ->тс r:>ei»p<- исче
зает, а для поглотавших бесконечно велико, ч случчр ••чч.е:",т« 
ших СОСТОЯНИЙ формула (2IJ для инДичитезимальнсго грче!::т; : -: 
псевдошгацесса принимает более тюсто» гид 

(2. 9""' 
А{(ч)=лС^)(Ь {-f-xL^koj] - ^ ) _ 

Отсюда видно, что в случае погловаюсего состояния ч , Af(;))=C 
В общем случае фо^м.лу ( л ) для гене~атсра мозг-ю тоедстъвкть 
в вале 

f ' 2 " ' 

где 

Отсюда, пользуясь формуло* Тейлора 

: ( j ) s U U V U K M J X ^ K ^ H ) . (2. гО 

#.) = -((,) 4 Д М # (>) + ^ - М ^ Э Щ)) - (г.а) 

о 
где обозначено 4 ( * ' = j _ Д , 
получаем для генератора выражение 

где ЭС(//9) обусловлено вкладом остатка, Псевцопиоцосс являег-

(г.зг) 

ся диЗфуашннш, когда XAffS/ исчезает, Достаточтш условием 
для этого является 

"+W * "X ' д 

равнсмернс отнссительчо t/*£\P/V. 



"з основное ;орцулы^г.2Т) тля генеоатооа следуют гранич

ные условия, понимаемые как дополнительные условия, определяющие 

поведение траекторий псевдошюцесса в момент цости-ечия ими 

точек границы оОласти j£ . Условия яти в точности совпацактг 

с г oa , j очными условиями, известными из теории марковских процес

сов [2fc]-£3Tj Л следующем оазцеле приведем дополнительную серию 

гра-ачных условий, отвечающую процессам с условием на конечные 

состояния. 

Нлк уже отмечалось, в случае,когда точка f границы 

является поглощаюшей, имеем 

I- лп N л Г2.32) 
л. Ы* А{Ы = 0-

^ 7 

ч этом случае частица "замирает" в точке f- , ее движение оста-

нао.'швается. 

'Лэкет случиться, что после достижения граничной точки 

частица мгновенно отпрыгивает во виутренктао точку х , из кото

рой дальше начинает двигаться. Этот случай может быть рассмот

рен как предельный по отношению к случаю, когда частица чадео-

.?.ивается на гранте некоторое случайное время £ с распреде

лением амплитуды 
M r i r>t} = e " r ( T > . (г.зз) 

Интересующий нас случай получится предельным пере ходом T?eJ"(T)-,<:". 
Отметим, что время первого выхода Т и из малой окрестности 
граничной точки У совпадает с £ . Имеем соотношения 

f.x(Tu)=f.x(i;)=-f(xj (2.34) 

откуда для генератора получаем формулу 
(2.3R) Affr)=yM[fW-^Tj]. 
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Для сохранения конечной величины левой части p-ine'-ства ь ЬИ'.'.Р--
ле'РеуС'')-* 0 0 нужно потробовать,чтоби 

б- -f(*M6-)=o. ( 3 - 3 A ) 

Если отскок имеет место п случайяуи точку с распределением ам
плитуды 7TV » т о пмеем 

1 Я" 
и вместо граничного условия (2.3К) получаем 

jsr 

Возможно, что частица, гостигнув граничной точки >~ , гс-
ччзает из ойластг: *Х. . Это раиносмьчо стскоку в точку,>:е rpv-
радлекащуто % . Полагая 1фн гтои аыиштуцу ТГГ равной нули, 
голучаем грачичноо условие 

г. {(v)--=0. <>- й э ) 

Зозмояно, конечно, нгноизияол этряазн-м от граничной точ-
тж з заданном капровяепгни. Соотлз-юодязза граничное услог,ке имь-
г'о получить из условия отскока на иаволздое расстояние '> г заяан 
гом направлении Е !;рад*ля, когда ^ стремится к нули. Полагая, 
что птражегяе в точке тС происходит в направлении орта й к , 
голучаем граничное условие. 

д. (2.40) 

Ъ 4 М = или г 'Л 

так как числитель равен нули. 
Таким образом, амплитуда перехода (tjjjix) стационарного 

дщффузжонного псевцопроцесса определяется, в случае конечной 
обдаст» j£ , уравненмеи 
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начальным условием 

* г/ \ (2.42J 
L*n Hi**) = 5 < Г Л ) , 

справедлива, внутри Эс , и гоаяичными условиями, выбираемыми при

менительно к конкретной ситуации на данном участке границы с * . 

Чсможны, конечно, более елочные граничные условия.ктда исче

зав: лине!>чая комбинация, составленная и? левых сторон условий 
а - ^ . гднако вероятностная интерпретация такого родя условие 

не столь пиозрачиа, как в перечисленных случаях. 

i. .:т50го магжовские псездопроцессы с условием 

Б конечный .момент времени и граничные условия 

г:ля прямого уравнения ;]редингерс 

Как известно, обычно при оассмотоении процесса его значе

ния иа.-.аптся :* нач.альнш! .момент времени, ''то приводит к волново!* 

Функции типа 4&у), дающей вероятностное описание в ггоогалом 

и удовлетворяющей обратному уравнению Шредингера (Т.Т) . Практи

чески более ценным является описание частицы с помощью волновой 

функции типа +(t,*), удовлетроояюще» прямому уравнению Мредингера 

{1.'^ и дающей вероятностное описание в будущем по отношению 

к -аданчо!1 ситуации в бопее рянчи» момент времени s<"t , Такое 

описание достигается в вероятностное схеме, аналогичной во мно

го;.: охеме, изложенной в предыдущем ра-'меле с той однако разницей, 

что выделенным является теперь состояние в конечный момент вре

мени. Я случае рассматриваемых нами стационарных псевлопроцес-

сов удобно выбрать отрицательную подуось ^ - ~ / ? ] в качестве 

множества р* параметров п«евдоппоцесса. чы будем говооить, что 

псевцопроцесс ( x f e ) j s i o j является маоновским, если 
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выполнено условие 

где s<"t<C^ Lj б"-алгебра построена следуташм обочзом 
(3-2) 

а псевдосредние Q обспччлечы конечными состояниями в момент 
5 = 0 . Связь операции Q с амплитудой пере*пца следующая: 

^ .x^ ta -^»^- (3-3) 

Ча употребляем здесь прямые скобки для обозначения амплитуда, 
для которой известно конечное состояние в отличие от ранее рас
сматриваемой, 

Заметим,что рассматриваемый нами случай сводится к предыду
щему,при условии обращения времени.Это замечание делает излишним 
подробное изложение выкладок, аналогичных проделанным в преды
дущем разделе, ведущих к следующим основным формулам,споаведливыи 
для строго марковских процессов 

"? 
Здесь буквой В обозначен инфинитезимальный генератор псевдо
процесса 

(3.5) 
iq (x) = Uw 'О s ' v ' 

Я s+o 

а неположительная числовая случайная функция Р - есть мар
ковский момент, не зависящий от прошлого; он удовлетворяет усло
вию -~ 

< Р > , ? £ 5 . ^ " ° - (3.R) 
Условие строгой марковости для псевдопроцесса с условием 
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в конечно» точке множества £ параметпов выглядит следующим 
образом 

где f - произвольный иарковскиИ момент, не яависяпш!' от прош
лого, ° * s i ? . 5 S 4 , %&X ' а ^-алгебра 

^)р образована событиями В 6 £р Для которых 
при любом 5 ^ 0 . Если в формуле (3.4) в качестве Р взять 
момент Р последнего достижения псевдоггооцессом открытого 
множества V C j t , т . е . , 

? v ( £ o ) = s u p { s J x Q = > « ) 4 v i , (3.ej 
который является марковским моментом,не зависяошм от прошлого, 
то в пределе V-»{*j можно получить Формулу для генератора 

•Юрмула эта верна при предположении существования предела 

в некоторой топологии,заданной в множестве состояний . За
метим, что момент Ру стремится в ятом пределе к моменту р(х) 
достижения конечного состояния х псевдогооцесса. Можно 
показать, что имеет место формула 

£(х) = 5( ж ) .+ ф м , 3"(х)^ о . 

Аналогично предыдущему разделу, состояния поевдопроцеоса мож-

20 



но классифицировать согласно ^яаченкя-v o£( xj. 'Итак, яомлокиы 
случаи: w 

г. 5-сх)»^, M x{fM'Q}= < , м\?ы<о] »о. 
состояние х называется тогда прохоцяюта, 
2° Состояние х называется задерживавший, когда 

3° Состояние х называется состоянием эмиссии,если 
5C(4=f to=0 , M*{fW= -•»}=-!• 

В этом случае частица в некоторый момент покидает точку х и 
начинает движение. Легко вычислить средне» от Р(х) с темосьп 
его распределения 

J— (3.12) tfW~S£ 
Отсвда видно, что для состояния ЭМИССИЙ зто среднее дает - ° ° , 
а для проходящего оно исчезает, ч случае задерживающих состоя
ний справедлива формула 

Ъ 3 0 0 = - a(x)[Ql|°4fW-oj}-|W]. (з. гз) 

В преяельяом случае, кс:\да время достижения состояния ухоаит 
на - •«» , получаем состояние десорбции и тогда Щх)= О, что 
ведет к исчезновение Ь«Сх) в это» точке аля любой <К т об
ласти определения В. 

Пеевдопроцесс является диффузионным, когда генератор 
имеет вид дифференциального оператора второго поряцк.1 

В|{х)= [аумэЧ4^«.«в^+с{*1]$сх>, (зл4) 
Достаточном условием для этого является 

<_ (33ato+ci-of)xjM)E{x<p)e^*3}=o 

vW^ P y j % 
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равномерно относительно o l f L ^ J . Коэффициентные Функции можно 
на^ги по формулам 

dcjx) = u™. rlteW'Kg*-**)'*} 
s+° эе 

b (x)=Ui i I^'H^Xr"'^ СЗ.ТР; 

"< S f O -V 

s?o у. 

Граничные условия, доопределяющие опеоатор В получаются из 
формулы (3.9) так же, как граничные условия и я оператора А. 
Мы уже видели, что в случае, когда точка Y" границы ЭЭс являет
ся точкой эмиссии, имеем условие 
a.' U w i B ^ W = 0 (3.T7) 
для всякой фу"кции а из области определения оператора В. 

Возможен прыжок из внутренней точки х в точку границы Г, 
от которой дальше начинается движение внутрь ЭЕ . Эта ситуация, 
как и все другие в атой части, получается ия соответствующей 
ситуации предыдущего раздела путем обращения времени. Гранжчяов 
условие, отвечащее рассматриваемому случаю, таково 
б'. ^(х)-§(г) = 0 . (З.те) 
Если прыжок имеет место и:> случайной точки х с распределением 
амплитуды вероят"ости ТТ г(як) ( Т о граничное условие выглядит 
так: 
в.' \f*)-n;m-fr) = C. ( 3 .Т9) 

зс 
Если частиц? рождается ъ граничной точке -f , то это можно 
представить как перескок из какой-то внешне*1' точки. В ITOM слу-
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ТТ Г цолжча исчезать внутри jx. и чае амплитуда м г цолжча исчезать внутри <д и УЫ имеем усл<">чр!е 

%(т) )=о . V.Z) 

Граничное условие для отражения при поцкояе частицы к 

граничной точке Т по направлению орта 6 ^ получается пу

тем предельного перехода из условия перескока "а г^н:::,;.', когпа 

расстояние от граничной точки стремится к нулю. tfMeev 

, ^ , . t e i ^ ^ . 0 . (э.-т) 

поскольку числитель равен нулю. 

Согласно определению оператора В и амплитуды [ t j |4/XJ 

имеем следующее уравнение и условия для ее опоецеле"ИЯ 
(3.22) 

t * 0 " 
(̂ /•х - внутри Э £ ) ; 
и граничные условия Д.-Й, или их линейные комбинации, падаваемые 
на разных участках границы 'оЛ . R случче, когда выпол
няется условие обратимостш псендопроцесса,т.е., когда 

коэффициенты операторов -А- и В связаны соотношениями [2J 

К=а£=<К-Ъ'Ы (3-24) 
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;.-,есь оператор .• иное г вид 

13.25) 
и амплитуду перехода можно определить либо путем решения 
задачи с начальными граничными условиями 

плюс граничные условия, в- - Ч или их линейные комбинации, за -
даваемые на границе Э Э£ , или же из решения следупдей смешан
ной задачи 

L \ - з Х ( х ) + %д"ЛК}(х) +CCx)J(t)^x) = 0 

^ ( ^ х Н ^ - * ) ^*еЭ£ (3.27) 
и линейной комбинации граничных условий о. -Ч. , на границе 

Из вышеизложенного видно, что формализм случайных псев

допроцессов естественно ведёт к квантовоиехаиическии задачам в 

конечных областях пространства и к соответствующим граничным 

задачам для уравнений Щрёдингера. Точный физический смысл 

решений этих задач прояснится в процессе изучения их свойств. 

Целесообразность и даже необходимость рассмотрения граничных 

задач для уравнений Шрёдингера видна хотя бы из того, что 

•}ундаменталыше мысленные опыты квантовой механики по интер

ференции волн материи предполагают наличие поглощающих зли 

отражающих экранов, на которых должны выполняться соответствую

щие граничные условия. 
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