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РЕЛЯТИВИСТСКАЯ МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ 

В ФАЗОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 



§ I. Исходные уравнения и определения 

Матричный элемент оператора матрицы плотности а 
в координатном представлении определяеи формулой: 

<х, б IP! х V>= Щ, Гп %*(Х) %Ji*)F> 
где X - координаты частиц, б - спиновые индексы, 

п - индекс состояния, числа J^,^ О , Z 5^ = "̂  •> Все 
формуя» во Е з б ш о м громоздкое!» выписывается н ю 
для одного взнерекяя я для одной частицы. Оператор р ,как 
известно, подчиняется уравнению 

рде[£г3]"*(#8~в4) в ?{- есть оператор Гамильтона, 
имеющий матричные мементы: 

<зс,е/;£**'«">.. „c^.J-JL SCx-x'J* 

+flf<.>r>+<*,*/W/x'<'> , ( 3 ) 

где о/ , /3 - матрицы Дирака, /» - касса частицы , ' 
W -оператор взаимодействия. 

Преобразуем теперь операторы р и Ж из коорди
натного пространства в пространство фазовое №(x,f), спо-
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собмцирмведенныы в работе''1'', Именно, для любого опера
тора X вместо матричных элементов <Х$б1л I ас * > 
введём их изображение в фазовом пространстве L t t . ( x > P ) , 
определённое формулой: 

Существование обратного преобразования от L (х, Р) к 
(х/Х/х1) - очевидно. В соответствии с преобразованием (4) 

оператор /> в фазовом пространстве J? (х

г Р) будет изображаться 
величиной Kg^fcPJ, при этом функция 

(здесь след взят по спиновым переменным) играет роль 
"плотности" в фазовом пространстве. Подстановка в уравнение 
(2) операторов ix и /* , выраженных,согласно (4), 
через приводит к уравнению: 

2*1^£> +J-(£ /?(*,P)) * ip[Z, *(*,/>)]* 
gi дх » ' * J 

+ J- fe f¥ **** fw(*,/>**)A(*+K f>) -

-А(*,1>+*)&(***.Г)}зо. (6) 

При этом ветчины со знаком тилвлн означают транспонированные 
величины. Спиновые знаки в (S) не написаны явно. Последний 
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член в (6) имеет сшсл квантовое скобки Пуассона и 
ножет быть представлен в вжде разложения пс степеням 

* ,а «MSHHOI 

[w,*]*£-< fe'ir **£*{*(*,?**)< 

(-it) n-i 

•ё.^? t*-*1-, 
где: 

Э'У(х,р) 2"B(x,f>) 

(7) 

[j(*,P),B(x,p)]n*. 
dp» Эх" 

- JJQfx.J') _ дВ(х.Р) . {8} 
есть кявсеичестая скобка Пуассона, Я -го порядка ( c p , / v ) . 

Нетрудно показать, что пространственная плотность 

J>(x)t равнаа 

J (9) 
веявдехвие уравнения (6) удовлетворяет уравнению непре
рывности; 

** (10) 

* , $-fb(2*(*,i»)jJrt . 
(II) 
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§ 2. Малые колебания 

Предположим, что плотность R (х} р) и анергию 
взаимодействия W(x,p) можно представить в вцде: 

Ri*,?>-*.<*,!>)+*(*>*>, { u ) 

~ (13) 
причём величины / я Ф предпияагаются шлыш, а 

к0 и VW,, - невестами. Тогда получим 
из (6): 

d t 9 X (14) 

M+JL{ZS) + ipft*J*[t, я.Ы».Я * о • < 1 5 ) 

Вад w i Р зависит от характера конкретно! задача, 
В частвоста, в случае элеятроиагннтного взим>дв1ствкв 

&(х)9е2£<х> - е Л, Сж), (16) 
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где е - заряд частицы, ft ,ft,- вектор-потевщвл , 
определивши из уравнена!: 

0
4Л-^«'/^, (17) 

а* А =-ь*'/>(*) as) 

в плотности ^(xj,a(xJowgex№em уравнениями О ) i (П). 
Особенно црогтой случай возвикает, когда V/,*0 

и р(х,Р) не зависит от /> . Тогда плотность fi,(x,P? 
есть функция лишь р , и уравнение (15) приникает вид : 

(19) 
§ 3. Дродольнне кодерами в плазме 

В качестве иллюстрации релятивистского уравневия (19) 
• рассмотри! продолыше колебания в плазме. В этом, спе
циальном случае магнитное поле Н ' О . Поэтому вместо 
лоревцовской нормировки потенциалов, приводящей к уравнени-
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ям (17) в (18), удойнее п о ж а т : 2 ' 

jf0-a.ei(**"**Jj (20) 

(201) 
Представляя ойусловленный кодебанжяыи плазмы ток $(х^) 
и плотность Р(х>£) в форме» 

.. _ t(XX-Wt) 
j(Xii.)*2<ie»cf>i(«X-<*>t)ff>(xl0=yi

g& , (21) 

получай: 

* . (22) 
В соответствии с (20), положив 

/(x,p)*J(p)e*f>i(*2-bJ*J , ( 2 3 ) 

ф (Х/ i)*z ej9 (**)* ear. exf>i(K£~totJ 
(U) 

x> Сравним с подобный расчетом в ' '. 

• 



ш, подставляя эта величина в уравнения (19), найдем: 

-iw^W + i* Sfi{2sW}~*er.4faeJ-*.(*+*)}s0. (.25) 
С другой сторона, 

J>(***)-« ftp *(*>')£} , 

f/*/(') f* 
l-f*«'>H. 

Поэтому из (25) и (28) получаем: 

Обозначая через 

«•/«•<» ih 
полное число частиц в единице объёма и через 

(28) 
так, что амплитудау в (21), равна 

I olP 
'JjT (28) 

(29) 

(30) 
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получим i s (29) уравнение 

* * J СО-ЯР Л7Г ~ ' 
(32) 

где введено обозначение: 

(33) 

Уравнение (32) есть дисперсионное уравнение Власова' 3 ' , 
в котором учтены релятивистские эффекта, в тон числе спин 
частиц. 

При малое длинах vamfifr/-+o), предполагая, что 
R, (?) ш fi, (Р), />=• 171, получим « (32)! 

11э этого уравнения определяется низшее значение частоты 
продольны! колебание СО.. Интегрированием ао частям 
находим: 

i/A^F^w>^>//. -.8 »ге< 

В верелатжшетском случае (Р<I**) второй интеграл мал, а 
в первом E—fn . Учитывай (3D), получки формулу Лаигмш 
ра: 
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Ы*Ш"-*Г"- (36) 
В релятивистском случае, при р»т , получаем пз (35) 

ьо„ (f). /П 3 
(37) 

гдеА^-у означает среднее по распределению &а(р) ' 
от величины — — - « / Р 

В вырожденном ферш-газе 
^Yas~—.[ZX2££.), где /^L-„ есть максимальный иипулье в 
фврнв-распределении и /Л2}- J. т . Поэтов в реля-
тивястском внрмщённом газе """ 

' ~ /%,„ " з* А* (38) 
где *•'?** 

В заключение два замечания. Известно, что существует 
загадочный квант Намбу'3', с энергией &~-£о1~'/псг\ 
масса элементарных частиц оказываются кратными величине 

*/гL*J . Такой квант мог бы рассматриваться как квант 
энергии колебаний вырожденной релятивистской плазмы при 
%,я,~ °i /хтфс . Моано было бы дуиахь.что он 
имеет какие-либо отношения к колебаниям в "дираковском 
море" уровней с отрицательной энергией. Однако из приведён-
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них выше формул следует, что в этой случае w / ^ О, 
так что подобные колебания должны затухать в течение 
времени „, ЕЖ. 

Автор признателен А.А. йпкпну , ив обсуждения с которым 
загадки Намбу возникла эта задатка. 
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