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- *• Введевке 
В р а б о т а х 1 » 2 ' предложено релятивистское уравнение Липмана-

Ивжнгера 

Tjp,i)t^(j. / 5)tfiClj >,i)Q' v,(^)T„(M) Atжо. а т , 

которое пря К.(м1=1£,(р-$) соответствует локальному уравненив 
Шредингора для связанна! состоянкй: 

F^(^u)-it(r)]t(r)=o, U(rJ^(v„(,R;"iL . 
1 " {2-f)> (1.2) 

Ураввенае Диннна-Ддшнгера написано в системе центра двух 
чаотжц; q ж р - относительные жипульев в начале я в конце 
процесса, w - ввешж! дараиетр водной энергии, i z - величина 
квадрата импульса на энергетической ( ж массовой) поверхности: 

где 

Уравнение ( I . I ) отличается от первоначального кваашотеншальвого 
уравнения Логунова • Тввхелядэе' 3'*' теп, что вависяции от f 
ивожитехь (i*t\}'t fft) перед интегралом заменён в (1,1) на внеш
н и параметр w "* , чем обеспечивается локальность уравнения 
(1 .2 ) . 

В случае алектроыапгегвого взаимодействия скаля р я д «аря-
жежакх частиц i/1'2' о н » предложено также гранение типа урав-
нежш betaa-Ibpioxa с "микимальнии' мшошжеяствяви: 

№-4Ut-if.*i\-°, (i-«s). (1.4) 
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где Ww - релятжвжстсжаж првведвввав масса, 

а £ - шерп* фвктвано! частпщ о aaccot Mv в внпумсом i(w'): 
» w ' (1.5) 

Е = j^Cte'fw*; _. 

(I.$) 
Согдаово оба»! вжаодогвв кмнаотежцвшаого подюда'3**' 

ряд теорнж вомуаеввв да потентат \(,/j> «t)i ураввмжв (I.I) 
( i n (1.2)) восотававдвваетов по раду тюрка воамувевжж * " 
ампдвтудн раооеяввв. вода 

T.T,tT i t . . . , - f t V-V l tV i t . . . ,V < B -T, # V j e -T f f .T,( iT 1 . 
(1.7) 

Уравневве (1.4) может бвт» аапаоаво а форме (1.2) о 

йЪ.1Г)*2ЕЪ-1е,$\-Гг2\ (1.8) 
Рецепт аооставоыеааа потевввада по аоыатуае в* ввооовов ио-
аерхаоств в сдуве ураааеаш (1.4), одввжо, отдвчаатса от обвм-
го рецепта (1.7). Чтобы оодучвю борвовевоа пржблввеое даж 4-
-потежшииа т пржравжвваеа борвоасвоку праблаевав вваиатудв 
(ввстону оо ажавов. вваус) в* вса праву» часть (1.8), а два» 

г Е * . - 1 Р ^ | • 
требув прж атом, чтобв"^ совпало о вуловововав потеатравпи-р. 
Тавш обрааов, уреванже (1.4) учвтвваат чаевв ввовего вораака 
4 — j£ , ааовохрх аа то, что шишави оврмаажегса два» вв 
борвовового пркбхввевв* два авимиудв реиовыж. Эаравм м оча-
вваво, что жввдрмвчнв чваа во вптеиравем соответствует ввсвам 
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приближениям в разложении для амплитуда. 
Цель настоящей работа двояка. Во-первых, ш покажем, 

н о вялая <h в тонкую структуру опектралышх линий воспроиз
водится вкладом от диаграмм четвертого порядка, изображенных 
ка рис. 1а)-,д) (Во-вторнх, мв подсчитаем главный член (порядка 

Е 
а.) Ъ) I) -Ч j J 

Рис. 1. 
/ L J ' 1 ) в лэмбовском смешении авергетичееких уровней. Результат 

•того расчёта согласуете» о иввествнм выражением для лвмбов-
ского сдвига ( с м . , н а п р и м е р / 6 * 6 ' ) , причём массы обеих частиц 
входят симметрично в окончательный формуле (обнчны1 р а с ч ё т ' 5 , 6 ' 
лроводжтся в виде разложения по отношению мало! к большой иассе 
и проделав лхмь при значении главного квантового числа п - £ ) . 

Эти результата нэлохван в § 3 и 4 . Сначала (§ 2) мы 
воспроизводим жракения для 4-аотевцнала в первом порядке по Ы. . 
Из »тих выражений в ' • c • 2 ' наддана (ва основе уравнения ( 1 . 4 ) ) 
товкаа структура спежтралмих линий • аффекты отдачи. 

§ г. йпэдмш* тйнянт Нктешт г "»"г"н 
Я9ИД* й? Ы I PWW1M9T9MF ЙПИТЯ FffflffW 

им рассматриваем взаимодействие противоположно заряженных 
бвеспиюиих частиц с массами *», и *^ г описываемых комплекс
ными псевдоскалярными п а я м % ш ^ . Лгринкиш мектромаг-
иктиого вивнодвйствии имеет вид: 

(2.1) 
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r in" П* 
знак а право! часта (2.1) соотамотвувт метрам в пространстве 
Мшхоасжого о овпштуро* • - • * - ) . 

Дм олом оишожтмио анборв норнаровка*'. Нн поюуамов 
одвдрщв! ааварааатао! ворнароааоа охаочаотвчннх ооотоанжв: 

- - (2.2) 
Иамрааатам » ш п у м Т ш и п о кммвпш штращ р а о о м т 
ФДООД 

Jaraa*waX,lM)» вервваваи дотра ааарцп ( , • , - - /«- / , J , -J ,»_t ; 

Л** f/ "f.Vl," =• м/) подл»»»оа и Т((, ,f, ;<j,, ft ) врожшиаааи 
мм шосож)! повархноота о сохрамваам р а а м е т #-£"*#-<?/.w,-и/ . 
При атсн 

М - Е, -^К<*Л кн;-нг=х (wi <,«/;. 
* V (3.4) 

Потешим \, оарадавмтоа а порадк* **« fa* рааевствоа 

а вадаоровошм уваоавам 

х ) m отоваж от вормаровкв, врвктов а / 2 ' . Ваша вшнвцла Т 
- I о аиахвтмов T f t » i a * o r a / v раамюпоа Т=(Л>' 7*4 • ^ »• — a — « j # a n r — днями ьаа в^яшлаавм*аачам • - * * « у * • 

Пра аоаси ааооре аоршроака aado* авмграроамша а аащтшм 
npocrpaacvat оовроахаовитов х а м а м аа ьмоыияцавд» eraser, Л 



Используя paneBotBoF|E2t^w7=EW и перехода на массовув поверх
ность, где< г ^ 1

= <£ 2 , ваходхм 

За счёт выбора трехмерно! калибровки можно добиться, чтобы 

(2.7) 
lb будем екстраполжровать внрахешш (2.6) и (2.7) л вне массовой 
повархностх. В хоордшитгои пространстве ош соответствует исевдо-
лохашвому вотанцхаяу 

где 1 5 - оператор простраяотвешого отрахенхя:(75 f)(C) - fffj-
ЭффехтявшЛ потеящал окаэкваэтся прх мои локальным оператором: 

- - ' w ' ~ tu'- Г" (2.9) 
Подстамяя »тт внрахешш в урввнеяже (1.4) ,мн лолучаем 

жрахеняе дхс еобстввннвх значеняЯ мгергжв с точностью до J ч : 

'VI,„М--SL'riJS*---*^- --*К f—4% е? Фен) tun* м *' ( г д 0 ) 

ще М=-ы,тЩ, bw=*,*г. Be представляет больного труда нажтя к 
собстмяям (рккцхх с то! хе точности) ^ . Одхахо прх расчете 
редхацхокккх поправок порядка меиае Uc вам будет достаточно 
зхать ю н о ш е «ужина яералятяшстскох дтлоновой пшжепж%/$(1) • 
каторга улометхорхвт ураампх (1.4) с точности) до членов по
рхдх* oL2 . Прежмушестжо хсполъаомгхя нерештхвнстсккх волвовкх 

7 



функций заключается в том, что ош ортонорюрованы отноовгахьяо 
скалярного вроввведенвд 

Пооимвяу ввачеввя %( , волучаеше ша ураввежяя (1 ,4 ) , ве га -
ляптся собственник» авачевнш «ркштова оператора в пространстве 
¥2(R3) , то в обмен случае ооотвотомужщяе ообственнне фувкцяж 
ве оугегсниьл относштелио «того ожаляржого прожжвадевжя. 

Отлетан, что член у (с) (2.9) не да«т вход» в (2.10) , так 
жак его среднее звачеям по нерелятжмотоюш фуяхорш пропорцжо-

1Ь уввджм в следуикш пункте, что ожвгулярность^У.г/ оря г-эв , 
ответственная за особенность прв / = # , оокраяаетсс с лжвежво! 
расюджносты) ктерацжж квезжвотекпввла. Еудем предполагать, что 
в (регулгржзованннй жахяянго обравом) вклад i i - волвовие уров
ня вверпж является велкчжво! более внсоаого порядка чем л ^ 
а ве будем его учжтнвать. 

Испольеованже вврежтввястсжжх кулонож |увхцяя в качестве 
«сходного праблжжени делает целесообразним введевве хулояоакх 
едявап/ 7', что позволяет ораву оценивать порядок по «? разлячввх 
поправочнш членов ( см. допохише Б). В мгях •джяяцах раостоя-
вяе Г в яшульс р аммвяптсс бмравмервшк яелячкажш Ч к Д 
во формулам 

- Г " h Г « • > = * **л ' ' = *'*''' • (2.13) 
В »твх «дождал вевоаиущяакм волвовм фунюц* ^удовлетворяв» 
не зависшему от Л уражаевяв 
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с ообивеништ значеняяииС £'t ^ - V n ' .а возмущенная Функция (^д.;-
уравненяю л 

с£# - f №P.h£\<Lu.m)t*=o (где) 
aseob.l-интегральный оператор с ядром, пропорциональным (Я.6),а 

ЧЛ&?>№м*!«)+-£-Jg- . (2.и) 
вот* шпрака к кулояовскоку потенцжаду (~^~) • * рассмат-
ржмем чаев —̂ / к ' (.. J как возмуженве. Поправка к невовмуден-
шш собственным аначенжим {(< / г в первом порядке теорвж во«-
мувевв! дается оредшш вначевжем 

2w (2.I7) 
Ш КулОНОВСКЖМ фуНКЦВЖН ^ f/>|. ПОСКОЛЬКУ i-A'dc . ТО 
сдвжг собственвнх аначепка велжчиш / в первом порядке равен 

J>W Jw • (где) 

Дыме нетрудно нажтж • поправку ЛИ/ к уровню юергхж. 
Отстав следует предало для вахождевжя доэддка вертини 

(по (Л ) среджего зваченжж векоторо! поправка в Vw : ot3 сле
дует умножать аа порждож ( по о{ ) давно! поправка, взято! а 
здидадт (2 .13) . 

Два прамера рассвотржм жнтегрел 

да 
i. = -Л"» Цл'+Ъ'+Г.'+Ъ')-*-*', 
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(си. равенство (3.7} в следущем пункте). Последнее га преобра
зована» жнтегрвда J состоит в веденяя безразмерных е д т ц (2.13). 
Порядок J равен»/' 2 . Порядок его вклада в среднее значаще 
(2.18) будет 

6 3 . амект о ч и » ж тонкая пготатттв в четвертой погадке 

тоти унетинд 

В атон разделе ш покажем, что суме вкладов 7 1 дяаграмм 
о даухфотонтшж проывкуточнии ооотожнпнж at- хавала, жюб-
ражевтшх на рко. I , ва «петом атерщи квампотевцввла (2. 5 ) , 
воопрожваодят член %'(t)-—t в урамепжа (1 .4 ) . 

Д а етого ш расоиотрян поправку порядка Л в потенции 
Xi I ?i% ) U » 8 ) °* двухфотошпа дяагранм: 

V?V.») - w - fy**Щи^ушЫа^, { З Л) 
где 

Тлгда наше утвврждевже явятся сладствяш равенства 

(i»y (Jя) (3.3) 
Остальные хжаграна! четвертого порядка д а т вклад вше У * 

в поправку к ю в р г т , как будет похаааао в § 4. 
Пря опредеденвк Ъ( воевякает вехоторая неоднозначность, 

связанная о слнгулярнш характерен взакмолеаствяя с прояаводвоя 
в скалхрвоа мектродквашке. Прежде всего, ж вядяк. что янтеграл, 
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определят* %вТ, , линейно расходится. Однако расходящийся 
« е в сокращается с линейной расюдимосты) в последнем члене в 
право! частх (3.1) ( в атом можно убедиться, подставляя в ин
теграл V жз (2 .7)) Таким образом, сумма первого и последнего 
членов в правой част* (3.1) даётся сходящимся интегралом. С 
другой стороны, сушш вкладов в T}f диаграмм рисунка I расхо
дятся логари#мнчес1ш. Дю устраненш этой расходимости приходит
ся вводить новуо вершжну, в которую сходятся четыре заряженных 

Эта расходимость приводит к одной неопределённой кон
станте вычитания в дисперсионном соотношении для части амплитуда 
Т Uf • 

Сначала мы зашлем X . в виде дисперсионного интеграла 
по 6 при фвскрозананх i^o ж 

'-I 
Полагая 

Г ' (**(*.</. *f« *>А.' (3.5) 
где п-Щ'Щ , мы ножен записать дисперсионное соотношение при 
фассароваянкх + ж .Т а жиде 

где 

(3.7) 

(3.8) 

II 



Величина \ есть симметржчвая мера отююввнжн от маосово! ло-
верхвостж. 

Скачет на р а э р в в а х ^ ^ и ^'Л проще вовго подочжтать щш 
иомощи правил i^Titooicoro'9'. ORB ожавнвавтся раввина между собо!: 

t —,д_ - -• • -d,/ I / x>tf 13.9) 

где, во опредалепжю. 

67*, W =-i/ f- - 4 — . 
W ' # „ / / <3.9a) 

Учжпаая равввстао спектральных фунипй(3.9)в джсверсжоввош ооот-
яоашввж (3 .6) , us авджи, что жвтегрвл в право! часта сходмтса, 
веоютрж ва рос» < тала л £ х ) авоорйтжжво! частж А(;*/ . 

фувкцн L СI может быть представлена, • свое очередь, 
в ввде джовережоввого жнтеграла no t прж {втевровашшх Г-Х, 
ж 2 г 

(ЗЛО) 

гда 

(3.12) 

(3.12) 
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(первое as равенотв (3.12) справедливо при f^t , второе - при 

Величина /^/4--J рассчитана ь Дополнен™ д. При С - s'„ 

результат (А.П) прввпвет вид 

+(i-i.)'H(2-S.-'tJ), i>°. ( З Д 4 ) 

г д а f- < J ivk'+Jt-H-wTiF) . ,. ,,,, 

„' т *' (3 iSa) 

Hth*)- f *(*<'">-*•') _JK__ 

В дисперсионной интеграле (3.10) схачох на левом разрезе 
(ири tu^-U-s , т . е . при t< >М') равен абсорбтнвно! части А,/",'/ 
(3.9) в if - канале: 

Л К ^ - Л ^ - ^ - * ; . { З Д 6 ) 

Диспврсиокное соотношение (3.6) джс £ , ^,'."Л в котором ; „ / ^ 
даетса равенством (3.10) , можно привести к вид;, более удобном; 
для исследовании. Д п trot цела ж восподзуекея тождествами 

{3,14) 

(3.18) 
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дцвсь i^-e , а1 - полоитвлышя постоанваЕ, &(*, +) опреде
лено равевствон (3 .9а) , а !'(>,*) дается (3.156). Dpi поищж 
(3.17) ж (3.18) отдельные джсперсноюшб жнтегражн жшво запасать 
в я д а : 

Я/' (3.20) 

где функцмж 9 , -ft а к оцределеяы равевстваин 

^ ( 3.21) 

(3.22) 

" (3.23) 
Далее, для дасперсвонвнх мотегралов в право! часта (3.10) анеен 

(3.24) 

14 



-W-*.)f'<*-L-*<J*- b'M'JyZgP* • ( 3. 2 5 ) 

Подставляя равенства (3.IS),(3.20),(3.24),(3.25) в (ЗЛО) 
« (3.6) ,подучт ашштуду "С, М») в виде 

-t k(i.lb) t*tv.tu.), { 3 # 2 6 ) 

, = х,г " (3.27) 
№ сжх nop ковставха внчатавн £ = ^ (АЛ^/оотавалась 

неопределенно!. Теперь ш потребуем, чтобы выложилось соотношение 

-С - 4fz fir - №»-**{№}F(*. »,: Д 'М~ • 

(3.28) 

Я » 

т. = *»Дл' i;*i,z) 
В Дополнена Б дав способ ктасленм жнтегралов, встречапдася 
1 определеши F. , -f ,- , а , -£ х А: . Предав чей привета 
получении! ответ, ш осталовшк* яа вклад передня 7JGT, . Эа-
ввеввас "̂i в «аде 

1 It-*)' J ' (3.29) 
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нетрудно «вести 

-JLL 

t 

Н***'(e-rf/r-j)' t'-ei» e7F~£ *'ЧйШ&&Эvfr' 

•8 £.(—1-
x4v I к'- (<•& 

A 
T jw I a*-(t,-e (jK}* (3.30) 

Перил жнтетры в правок чаотж раааяотв* (3.30) depHro*, пржммм 
odinqrs фаЛоввовсжуг. мраштржаа1цвм«ф*|'1»-1>"1% я таораод 
о влетах. Bropot «жтаград очжтаато» аваюшчяо. Реаудиат д я 
атас двух чяаков жмает и д 

(xat 6 ' U ) ом. опрежелакже (3.9a)) . Пооладие слагаем» 
в право! часта (3.30) рассмотри прж п ш н ш V ^ , 

Прежде чан пере*™ к анршмшв дда У, f (раважотво (3.1$, ш 
поотрош входащую туда ржавостьV = T,ufrT,f . Исполмуя (3.30), 
(3.31) а (Б.63), получай 

Dpi переходе на тссовув поверхность 4=-п'-^с m авжж, что а 
шражвжвж дл«1^ жсчввавт члеш вяжа ~* £v"^ ж в рааулвтате «того 
периода вииа: 

>*•!' 3 (3.32) 
Это оиачаат, что длж v^ n a n место равенство: 

^ V D = - * » £ ^ j - ^ ^ - ^ j i / _ i _ ^ 

^ It 



Среднее первого члена в npssot частя (3.33) порядка dc . Нак 
бела указано в начале этого параграфа, последние два интеграла 
в (3.33) при подстановке явного шраженви для У If, « z1 (си. 
(2 .7) ) сокращают существующую до сях нор расходимость в ите
рации за счёт особенности У Шири £- « и в й о г е дат конеч
ны! вклад порядка oil . Только в оставвемся втором члене 

3 (3.34) 

порядок среднего значения ниже <*!s (точнее он Л' 'w'' ) . Этот 
«tea m будем спеть в виду в следующем разделе ори нахождении 
ламбоасхого сдвига. Он сложится шесте с вкладом от верашншх 
и поляризационных диаграмм четвёртого порядка. 

Итак, утверждение, сформулированное в начале втого раздела, 
установлено. Среднее значение поправки V оказалось величиной 
порядка в о й xv к ш убедились, что аффективный 4-потенциал 
\' , определённый равенствами (2.6) я ( 2 . 7 ) , дает правильную 

тонкую структуру энергетических уровней вплоть до U11. Но втот 
явнвж вид V не годится, если речь пойдёт о высших поправках 

. ) в уровни энергии. Для их вычисления, необходимо 
привлечь остальные диаграммы четвёртого юрядка, которым посвящен 
следующий раздел. 

Рассмотрим теперь диаграммы четвертого порядка (рис, 2)» 
в которых одвофотонянИ обмен сопровождается радиационными поправ
ками крвинпой части и совогшпвкЛ анергии фотош. Покажем, что 
• п диаграмме не дают клади * тонкую структуру ( до *S* ) и вы
числим вклад в уровни инергии, пропорциональвня Jfl/X так я м и -
вамам главная часть лимбояского сдвига). 
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Начнём с рассмотрения двух диаграмм а) и б) рис. 2 , в 
которых замкнутее петли соответствуют да.™ заряженным частицам 
типа I и 2 . Обозначим их сумку через JfaV . Удобно, как его 
часто делается, определить поляривационння теяэор fljullt'lffr-fr-b, 
при помощи равенства: 

($')' 7 (4.1) 
и связать о ним скалярную функцию р(1>/ следуп"мя образом: 

Ъ*Ш* (fa 9г-&,&)?«»')• 
(4.2) 

Запишем Р/&'1 в виде оумш 
пв') - i f, «t'j, {i-3) 

ооотватотвуюиев вкладам джаграмм а) а б) рис. 2. Наша задача -
опврва найти///(Г/в затем вотжожжть вклад от 

Фувхщяр, (i) аналатачны в комплексной плоог-ста т*= $г 

с разрезом вдоль положительной полуоси от 4т/ дч ««•. Две них 
имеет место даспероионжое соотвовенже по / с одвжм шчвтанжем, 
поскольку мятая часть fl it) (проворцшоналы'».': скачку на разре
з е ) : 

атремися к постоявяой *Jh прж +•*- . Вавенство (4.4) получает
ся ва правы Кугкоского. Учитывал требование Р.И-с аалжяем даелвр-
схоняов соотношение д г : р, (<•) и виде 

<±t //Л'*ш' 1# Л *«>-1?/(^ 
</«/' 

I I 



Нал нужно приближённо вычислить интеграл в правой части 
равенства (4.5) вря отрицательных i порядка dl . Сделав замену 
переменно! жнтегрироваввн 

t-f IzM , ?*у£ ±, 

получим 

Г.-'У - j J u < tli.yj Ьш; 1 s и, *./ ' '•!,•-J.г ( 4 > 

Возвращаясь обратно к /^„(б?/ и к fCiJji. см. (4 .1) ) , легко 
важтн, что 

6) 

(4.7) 

Это означает, что вклад диаграмм а) и б) рис. 2 . в кваяи-
потввшюл будет порядка Л1 х поэтому, согласно замечанию в кон
це § 2 , та вклад в собственные значения энергии - порядка ,-.А5 . 
Следовательно, этиш диаграммами в дальнейшем можно пренебречь. 

Вам осталось рассмотреть вершинные диаграммы в)-з) рис. 2. 
При их исследование ни вновь воспользуемся методом дисперсионных 
соотношения. 

Указанные диаграмм аналитичнн в комплексной плоскости А 
о раарезом вдоль вецественной оси от fat*/ до — /-• (4 Это позво
ляет получить единое для всех их представление в виде дисперсион
ного интеграла по / . Нахождение явного веда абеорйтишшх 
чаете! подробно проведено в Дополнении в , поэтому мы напишем 
только окончательный результат для вершинных диаграмм т

Г/'><*! : 

'" > tlX-t-Л) (4.8 ) 
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где %t\l;it) даётся равенством (B.I0). Результат, полученнн! в 
той те Дополнении В, для ^ (^) ври t порядка <J2 , вмем 
вид: 

г 3 г., •>«? \ *«// ( 4 - 9 ) 

Отсюда следует, что вся ивтвреоувщаи нас поврав!» квазжвотеи-
вжала из диаграмм однофотонного обмена на рно. 2 равна 

Vp - ' f - Ч ^ r^)U-2 +.(S). (4.I0) 

о о ^ =J=- =L 
а ) с> Рис 2. 

Теперь нужно добавив к Vr вклад (3.34) от диаграмм 
двухфотонного обмена я ваять среднее значение по аевозмумвнным 
волновым функциям. Окончательно, для одвхга уровне! ввергай 
(главная часть жидовского сдвига) находим 

* л** * ' Ч ' V / * ' t^TT**'*'- или 
Перш» член в право! част» ( 4 . П ) происходи и» вврхииявх чае
те», второ! - ив двухфотояввх диаграмм. Оба члена при it^z сов
падает с результатами Фултояа а мартхт/^джя главно! ч а с т 
литовского одажга в случав двух частиц со сшюом 1/2. Она, 
кроме того, переходит в известно» внражевм ( см., например^,5'), 
полученное при разложении по степеням м а к ! ж больно! массе (ког
да, например, - 2 - - , . » ) . 

Ш считаем своим приитннм долгом поблагодарить Р. Фаустом за 
многочисленные консультации во сужясгауамкк расчетам акмбохавого 
омовении ж за адодояорвме дисжуссаж. 1Ь благодарим также К. Ициж-
ооиа за полезное обсуждение. 
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A 
Выделение сяшадаого вклада Т- канальных едевтваяытх 

йтвгт»* ддг дидттюш с двтаДотонным обивном 

В «том дополнении ыы вычислим скачок /'^ на разрезе в ̂ -ка
нале для диаграмм, изображённых на рис, I . Поскольку это - сово
купность всех диаграмм четвёртого порядка с двухфотонным про
межуточным состояниеы, их оуммврнки вклад в абеоротнвнув часть 
проще всего получается as условия унитарности в f - кавале х': 

-ifir)*Z S(fi-% -ДК/)Т(г,...,*,;д -f,)T/«„-,*,; - л ? ^ л ) 

Зяео» 2Г вксвчает, как обычно, интегрирование по импульсам kh. , k„ 
проиеялочвнх часпц; предполагается, чго-^';><?, p,°>o,-f,i>"/^>a 
Чтобы внчлслхть вклад в кравув часть (A.I) от даухфзтоивнх 
промежуточшх состояния, ив ДОЛЖЕН запенить п. ва(к&/;к^г), где 
£.-, <$[ - импульс я иолжржзапжя г - ого фотона, t°;=lK4t (ы,2) . 
Определяя инвариантны* ыемент объема на конусе равенством 

ш. ~s— jL., 
(in)i 2цс) (А.2) 

мм можем расшифровать символ суммы X ( п 0 двухфоюнкш состояниям) 
формулой ^ 

?"*/5 fa^t-rJH**) (A.3) 
(мвохитель 1/2 адат м счёт тояестаенвостя фотонов,-/ выступает 
здесь как метрически* теиюр в пространстве с иадефиштнок метрикой 

"Закатам, что arm путем удалось, в частности, устранять ошибку 
а аняхв в правилах Сеявмва схалхрво* мектродхканкхх, хмояеквмх 
, / 1 0 / ( е т . 14,$ 3 , о. 459). 
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в ранках которого фотонные состояния описываются явно ковариант-
шш образом). Остаётся подставить в (АЛ) градиентно-ннвариант-
вое борновское прибдиешю для амплитуда даухфотонно? анннпии-
цки 

Т(к,**;Л/*;- «'£*'»/«?*"-'*<*?"' + 

где t() (t-=jti) -t-ввхтор тжрюация фотона *; набор четырех 
ортогональных векторов полжрааашк (r(e=4U,i) удовлетворяет 
условно полноты 

В подученном интеграле в нраве* части (АД) сделаем замену 
переменных 

• снимем интегрирование по Л' за счёт <5Г- функции. В итоге 

где i-if,-1)/)* • Д " яимсдешв интеграла (А.7) прошв всего перейти 
в систему покое в £ - ханше. В атои системе 
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где &,(*ih'Jдается равенством (1,3), а %,, пг -трехмерные единич
ные векторы. Здесь f ж f г определяются значениями инвариан
тов 

11 Н (А.9) 
ft"- канале ( где они, вообще гоюре, отрицательяк). Полагая 
далее 
* =(*„«; (& о, Л-ь'лм*, &А К. ц л о ) 

получен окончательно 6 

+ J- ёй1Ь + Я яМЬ + Чг + Кк)?! _ 

где функции F ж // дается равенства (3.15а) и ( З . Ш ) , 
соответственно, а 

л 1 = V - i f = *«/-<?/ = <j8-<'/sA 
U.I2) 

ДОШШШЕ Б. 
Tlmrtwiemofi ютличяе ивтепилов в выражении д и T,tt.t"J 

При подсчёте $увкажя f ,- , о , / и <К мн будем оце
нивать вклад отдельных членов ,хмея в виду замечания в конце § 2 
относительно кулоновских еджнжц (2.13): 
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I . Функции f ; f t ) ( r = 4 , г . ) . Согласно ( 3 . 2 7 ) , и н е е м 

I.) 

i ft к >±1±р^ ъ ю- iii^V (.jx'h 
4т,- 4т,- ' (Б.2) 

r гяе 

"frft.tui.A') 

(Б.З) 

у* ^ = - # * • ' r, / - - ' - rfx (r- l ')• 
о X ' t (Б.4) 

Каждый вэ интегралов (Б.4) разобьём ва две частж: интеграл 
от С до 4г н и 4*,- до <» . Раоаютрии сначала ммеграл 
вида *г 

«г * *"' 
= _ ^ / -—^- «^4 (£<Е*Ц Л (Б.5) 

Где т = w i А . При помощи замены переменно! 

f " v преобразуется к виду 

У 1щ^„М[а(?1_ e/l(fiic)]i (Б.6) 

где 
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а функции Q и <?_£ определены равенствами 
(Б.7) 

(Б.8) 

Г » 7rf (Б.9) 

J, f . 
7 " ,,-A (B.IO) 

Прв выводе (Б.6) мы воспользовались тождеством 

В саду того, что - 4 = -ЛД' a - f являются величинами порядка ^' 
(в кудоновых едавших): 

_ t = ( ) , -1 ) г =-л г Е г (рс-яс; г , (Б.и) 
то параметр р, согласно (Б.7), имеет порядок Л~ , а у -порядок 

о( . Итак, вам тдвйуюся з н а ч е н и е р / прв f »d я значения 
интеграла в право! части (Б.9) при J^< i . 

uaQ'fl интегрированием по частям находи 
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йюсмотрим отдельно интеграл 

J 1+f * (Б.13) 
1де f = f - величина порядка о( . Дш нахождения TIV при ш ш 
5 сначала продифференцируем обе части (БДЗ): 

i'fi)s±[L4 т . - — 
Z"1 (БЛ4) 

Интегрируя это равенство в окрвотаооти пуля с учётом yonovmfw-", 
находим 

/ & й (Б.1Б) 

Возвратимся к выражению (БЛ2) для (SYf/ , имея в виду опреде
ление (БЛЗ) интеграла I f f j и формулу (БЛ5): 

Таким же образом мн находим приближенное выражение ж дли '% (С ?<) 
когда параметр у в интеграле (Б.Э) лежит в окрестности нуля. 
Интегрирование по частям даёт: 

f ' t 1 *У}/ ttf J (БЛ7) 
Далее вам нужно знать поведение функции J($), где f = ^"J при 
болыша значениях аргумента. Для этой цели проинтегрируем (БЛ5) 
при больших ^ с учётом равенства К^)= - | - . В результате по
лучим: 

У * (Б.18) 
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Дна <^/f, A ) его даст 

f ' U Ч (Б.19) 
В полученных выражениях дла и i ((> и заменим переменные 
f и 7 через -? и 3» согласно (Б.7) и(БЛО). Подставляя 
результат в правую часть (Б.6),находим: 
FW . - ^ - 4S/,. f)£ г-Wfl*. +es(<* b)tt(sy 

В частноотв, при -f-c-JA', инеем 

V>7-' r Л Т (Б.21) 
Подставим (Б.20) и (Б.21) ( испольвуя т,. виасто Г ) в правую 
часть (Б.2). Поскольку "̂ и Д - порядка * ' , то для вкла
да f. (i) интегралов от 0 до Цт • в "К- (+) получив 

-А'А-г/^г;^rs(,-b)..(SJ. (,--*,.>) ' «.22) 

где 1й*-2Х* , Суме -Г, + f j даётся равенством 

+• c ^ J / (Б.23) 
Оценим теперь останемся интеграл от Чт доТв* выражении 
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T = »-Д г • Иопаяы*н замену пвреизиюй 

получаем , 

I I >•? Ul.M) ibift-j'J (Б.35) 
me 2~-4- <•*«= -% - £ - мражтр» nojwxa Лг. Faunnm 
зммемтель i-*£(t-f) в ржд во степвяш £(1-у') ж 

отвпвиш -*<> <<' у) . В риулиие (Б.2Б) праодхтол х «из по 

/ (В.26) 
Перехода к ввиду y>J ъ f, , ш устшммжвеои, что 

/ , 7 / У ; , . ^ ' Л <Б.2?> 

>--• ' '« ' (Б.! 
2. й а ш / / ^ **) . В д я п м а (ДЛ) 

делаем ммегу переменно! 

которм приодет его х вжду 

iМ'-у\ч-Ъ)*ltf-iу'(г-1щ-»ьЮ и'- }.iy'(b-t*.-',nli 

Soon молотах преоврмоми* волями 
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(E.30) 

т.е. J(s,s.) z^{u,«i) - велютшы породна J.2 и ИНЕЕ ИОШО пре-
невречь. 

3. 8тнкшж ws,s.) gKts . t .b ) . функции А ш К южно 
выравюь через ода; функцию Г : 

/ , ( i , ? j = -xV(i , -A f , f<, ; , ( Б > 3 1 ) 

гао, по определен*!): 
сю 

а Я«.* J определена равенотвон (3 .9а) . Начнёы с иооледованш 

ФУНЮПШ 

' *" и* ' ' X t " " " " ' " ° " ' ' / г ' " * - - 5 (Б.34) 
Используя (3.18) • представждаже ( З . Ш ) як///г,Цш получим 
последовательно 

~ / - . •—i—_L *f* Л -/" Is/xi-t I / №.35) 

">-li*J*fi£Zy. 
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Первый кнтеграл легко считается: 
rtst^Tjl ^ - = - r Z ^ - l - ^ ^ b i ^ i . 

и 1 ' /~)§^lfl<.-s!i4)^-t) - tv /s iPM 6 ^ №-У-< (В.36) 
Второй интеграл ш заднем в виде 
Ъ (Mb Ti^Jfnrar . V» _ 

где ? ̂ -? i било Есподьяовано разложение 

«4x = - i -z J^HL/LIL.)'1. 
Сделаем замену интеграционно! переменно! в (Б.37) 

(Б.38) 

7 VAVw,'* ' / / / . 

Двк ^ получта 
V*, 

(Б.39) 

i.40) 

где 

EE.4I) 

Л (Б.42) 

4 - ш£л£ _ д 
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Нетрудно цроверить, что £ - параметр порядка гяЧ Еаоомотрим 
теперь Ги как функция аргуиента ч и возьиём её разложение 
в окрестности нуля: 

rn(l) = 4>£> 1-Чгп(°)*~-

Нас интересуют не точные значения Гп (") и /",, (') , а лишь части, 
пропорциональные /чЫ. . Так, для fl2 (°) ииеен: 

Необходимо учесть лишь слагаемое с К = о ; 
< £ j / ц ч гХ V {{Г*,'- > Vlf-i'-A ^ _ ) 

М/щ'-А'/Г/ч'-А'/ I ?и,ч, t Ду_ pU/'. f)(/„/-fTl (Б. 44) 
Влисляя г^ (о J : 

ж оставим член с л =• / . После интегрирования и умножения на f 
подучин: 

* * • Л (Б.45) 

Окончательно: 

+ Oil). (Б. 46) 

Воэврал̂ аясь к iti,i,)lkli.t,i.)t инея в виду определение (Б.34) 
{дГШЦШ 7^ , НЯТОД1М 

MiU^^ilg^/t^^V, (Б.47) 
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_ _L- /i«l - X j l \Ц^\\ * OtS) (Б.48) 
t->« ' Л/ tm I i У 'I 

4, функпии /(к, h , ) и к(и, bu«) . Способ начислении этих 
функций во существу не отличается от использованного в преды-
щеи пункте. Начиная о интеграла (Б.34) от аргументов и1*,к--{у,-"г)<Ц 
ш приходим к 
гл*Л)'1 factlELiiL. , .< ._--da— . 

Далее подставляем разложение (Б.38) и делаем замену (Б.39): 

где л даётся (Б.42) и, кроме того: 

\Ч 

(В.51) 

(Б.52) 

Последнее выражение для о может быть преобразовано к воду 

т.е. <£ имеет порядок л"' . 1Ь опять рассмотрим £ *а* функци» « 
в окрестности нуля и запишем разложение 
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Сохраняя лишь члены, пропорциональные <~.;Л , т найдёи, что их 
вклад в rtf>) - е ю 

а вкшд в Т~/(°) равен 

йг-ЪЪ Mw ? -"'"t V Л' ' (Б.65) 

Складывая (Б. 54) и (Б. 55) я возвращаясь к iiu,u0) и к./и, {, и0), 
находим: 

(Б.56) 

m w =-- iOHLjai\i+ _L_г*-(щ-*,)г л*?,..*,ft/fit»*! 

5. Постоянная • Согласно равенству (3.28) 

нужно подсчитать жнтеграл 

J=t J ' ' J х-*. (Б.58) 

где "(„ -= -,?л!

; т, ^у'-кг . Подставляя спда явный вид f y * , ш", X') 
из (3.15а), ш приходам ж шражеиш 

(Б. 59) 

33 



где Y/7(-J\') даётся формулой (Б.21) ( в переданша 7) вместо 
Т ) . Рассютрии отдельно интеграл 

о / ( f+w '(m^)' (в,бо) 
Подотановкоа 

у , (I с у <; ~ 

Ш ПОЛУЧКИ ^ 

У- гТн&чЛ-, -1 Uit(±JL.)-&- -
/ Я",,,- / * („* /*• / ' л в 1 ) 

хяе 2. = —• , a Zf<^ определено равенством (Б.13). Исподнул, 
далее, щяолжхвяке (БЛ5) д м 7 прв ншшх «начеших аргумента 
в подставляя в правую част* (Б. 69), находки: 

(Б.62) 

Теперь, складывая вместе (Б.28), (Б.ЭО), (Б.47),(Б.48) 
а (Б.62), ш полупи следупкве вцрежевве для X , (% i,u) : 

у = - tp-%)' • Здесь ш явно учи то обстоятельство, что согласно 
вамечавяв в конце § 2, члена тша & (^S-)tamm порядок tS'-tftt} 
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ДОПШИШИЕ В. 

Циимая часть вешанных диаграмм. Вычисления дисдецяонашю 

интеграла 

Дж нахождения скачка вершинной части >г (4.8) на разре
зах от Чш' до <~ ш сюва будем исходить из условия унитар
ности (АЛ) в t - канале. При этой в сумме Z но промежуточным 
ооетоянгош теперь ж будем удерживать двухчастичные состояния 
частиц типа I и 2 ( с импульсами к{ , кг ) . Это сводит сумми
рование в правой части (АЛ) к операции 

F - . ? I<*.)»,.<AL 
где с в л > 

К-Когда в промежуточном состоянии находятся две частицы с массами 

допустите амплитуда Tfi/,,^,...) n p H фиксированном < во втором 

порядке по & - это борвовские ашшитуда рассеяния (см. рис. 3 ) . 

** *-% 

"' йгс. з. ,-; 
Подставдая ах в правую часть условия унитарности (АЛ), в котором 
суммирование проводится согласно (B.I), мы подучим 

• > ' ' • ' t i 
i<г^_л'л**•"f-'ir- 'jfii'1'**•*// 

if,:)' ""Г •>' (B.2) 
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В левой же частя условия унитарности запишем амплитуду одно-
фотонного обмена в общей виде 

т( т,гь ;-м.}- ^"{/,,,-ri)rv

UJ(-fi,Ь)2~[ф>ь«)1 (в.з) 
Здеоь вершжнная функши I'J > - o i частшда даётся внрвжеваеи 

/ (В.4) 
Наша задача - нахождевав скачка на paipese от it*tf ДО ^" 

форифакторя, F,H) 1>Ц>). «утопи д,(0 омяаш о формфакторамж 
fjl) (см. (4.2) ж (4 .3 ) ) ооотношвмим 

&;&}•* U ttttl С-','/-
(В.5) 

(см. , напржмвр/ 1 2 / / % 100 • § 101) . Ш увжджм как знавяе мвиюж 
частж f,- It J облегчат яахожденже max»! часта F,- (t) . Д м ато! 
пела сперва удобно представить F; в виде 

F, (*) = <ы *; н) (••**.<>;. 
(В. 6) 

В посдедвем равенстве мы учдж, что прж «*-»<> F,' Ь) переходи в 
обычныж, "голи!", вертекс скажяряо! частжцы ж что нкажже рвджацжон-
вне поправка пропоршюпальш о( . Тогда 

Щ. -1,; -f„ ь ) . г/-А % ; j,,, - я ) = 

"' * (В.7) 
Поэтому левая часть усховвк унжтарностж с точность» до е г жмеет 
ВЖД 

(Б.8) 
Пржраанхвая (В.8) ж (В.2) прж фвксжрэваннои »' ваходжм 

ЭС 



.,' .-к 

(B.9) 
В первой члене в правой части (В.9) ш узнаем мнимую часть 
функции Р;(1) . Следовательно, в низшем приближении по с* 
мнимая часть вершиной функции У, (I) имеет вид 

Уму, (*) =- т ——-±— . ±1 

(B.I0) 

где Т; , w'-x' t'-i*/- Отсвда и из (В.6) получаем для FJij 
следущее дисперсионное соотношение о одним вычитанием 

п J, *{*• t-o) 
*Ч (B.II) 

Пользуясь (B.4) , (B.II) и (В. 5 ) , иожко представить 
амплитуду (В.З) в виде сунны двух поляризационных диаграш на 
рис. 2а) в б) я суммы двух веражнных диаграмм в) и г) рис. 2. 
Уже било установлено, что вклад поляризации вакуума в поправку 
уровне! «нергжи порядка cSy. Поэтому m оставив в выражении 
(В.З) для амплитуда с однофотокным обменом лишь поправку к бор-
аовскому члену, связанную с верившим* диаграммами в) и г ) . Обозна
чая ату поправку черев Tr(i,t) , ми имеем: 
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r t n ,-_., ^ xtx- tj ( В Л 2 ) 

где УыЦ/х!даётся равенствои (B.IO). Правая часть (B.I2) со зна-
коы минус даёт вклад в квазшютенцвал. 

Перейдён х приближеижому вычислению ( при !•--!* в единицах 
(2.13))*£ 1% t >. Сначала рассмотрим интеграл 

^ it „г, г) = TV-jM^L ГЕЕЕ. и* 
L х-1* * * '*(*-1>' (в.13) 

где Т=и'-А . Подстановкой 

можно привести /', к виду 

и поело несложных преобразований получить 

При малых d правая часть ведёт себя как 

X,tt*'.T) = -^ +,ы) 
в М (B.I5) 

я на основана (B.I2) следует, чтоZ ^Л^/.^цаст ъТг вклад 

3S 



порядка dz , т . е . поправка в уровни энергии - порядка ^/^ 
Нужно ещё вычислить интеграл вида 

> *-4г {*(кт-х) I Г 
К х- tw Ш.16) 

Аргумент логарифма в правой части (B.I6) получается простым 
алгебраическим преобразованием из аргумента логарифма в правой 
части (ВЛО) ( «е.* и т- заменяются на ш1 и т ). В интег-

/ = / X-fr 
х ' > • 

где, по определению 

(B.I7) 
- величина порядка •>£ . После неЕОТорых преобразований получаем 

. (irfTk'f'~~^^Zflf-£{*•»')!* 
& 

(В. 18) 
tar у 

1 * {jit7 * 
Логарифм в последнем равенстве преобразуем следувдим образом: 
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Отметим, кроме того, что множитель 

в подинтегральноИ функции в (B.I8) при i- J представляется 
в виде 

%tf )+'(-<*), 
где Т;(г) - многочлен третьей степени. 

Оставляя пока в стороне член в разложено (B.I9), рас
смотрим вклад следупцего члена в интеграл (ВДВ): 

(в.го) 
Эдеоь мы встречаем интегралы вида 

h * {'mifjuMj-^rA • «*'• 
Запишем R как 

fj(f) •"•f + 'ifrbftb. ^ a } 

где, в частности, «? = " / ~ ^ ^ 7 Г / | *••• <Ъ порвдка Л"1. Под
ставляя (В.22) в (В.21), находим: 

Поскольку t - «* i « j - ^ , то 1К порядка Л. ш его вклад 
Ь Т р будет порядка JA . Поэтому мм отбрасмме* член (В.20). 

Третье слагаемое в право! части равенства (B.I9) после 
подстановки в f\ дает 

*{г№#У£тН7#?М-ф?)а'£'' (В. 23) 
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Подставляя ?j вз (В.22) в выражение для подинтегральной функцш, 
ЕВХОДЕН: 

При Л-*о змеей £-»о , нижний предел интегрирования стре-
датся к О г единственный сингулярный член есть ,77 . Оценим 

его вклад в интеграл (В.23): 
Подстановкой 

>р[ > "*'** 

где 
х, = 

' ' f ' (B.24) 

ш врюгодянк 
(1-tX1) Xi/x <S» I 2 — J — — ^ 

Пожученный квтеграл не имеет осовенностеЯ в пределе £-*о(к+°). 
Поскольку фактор *~- * / - веягаша порядка Ы. , как в прада-
дучеи случае, ш подучи отсвда вклад порядка d1,ъ собственные 
звжчени. Помому ш оцусткм «тот член в дальнейшем. 

Остошеся першй • посжедвкй члени в разложеюи логарифма 
(B.I9) ни группируем • сушу: 
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Первое слагаемое даёт вклад ъ j 
'TTffF (B.25) 

Первое слагаемое даёт вклад в ^ / ^ « W , равный 
I 

Опять рассматриваем часть подинтегральной функции с особен
ностью при t ->• о • 

; / nf^F I J уг (в.2б) 
После замени 

ч - i и*' 

где xi определено через (В.24), для штеграла (В.26) получается 
выражение: 

Т~г"1 &?)< !«>-*')' '• J~(t+*y*' 

Первых член здесь порядка •* , второ1 - порядка s . <••-*- ж вклад 
обохх в поправку х уровням »нергжж - вахкчжва порядка d', т.е. 
он несущественен в нвлем приближении. 

Нам осталось рассмотреть «клад второго члена в (В.25) в кв-
Твгрвл/г/f,)"', т) 
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Для первого интеграла в правой части (В.2?) имеем ( при tA-,j'); 

Для вашей точности необходим лишь член 

^Ч/1~ТГ I T 3 Тт jr-J-зш' *"&>'• fan) 
где А - величава, пропорциональная J.tij, , т .е . давдая вклад — 
jfiuJL в Тг , так, что ей можно пренебречь. У второго интегра
ла в правой части (В.27) тоже нет вклада в собственные значения 
до порядка U^ . Действительно, при малых ^~^ мы представляем 
его в виде 

где щ,(г) - нвогочлен второй степени: 

Только первое слагаемое в правой части (В.29) имеет особенность при 
( — о . 

а и о величина порядка Л& X. t я мм её опустим. 
Имея в аилу определения (B.I3) и (B.I6) интегралов У/ и fe 

ж авянй вид (B.I0) для У**Ц(*\ находим для TJ. Л *) : 
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Шрхшвя ненужны© члевн в ^ / ж Д додает 

(B.3I) 

Рукопись поступила в издательский отдел II июля 1973 года. 

Литература 

1. I.T.Todorov. Quaalpotential equation corrcspondinc to the 
r e l a t i v i s t l e eiiconrJ. approximation, Phys.Her., S2-, 2351 (1971), 

2. I.SVfonorov. Quasipotential approaoa to the two-tody 
pro'oleE i*> quantum f i e l a theory. Lecture presented a t the 
Internat ional Sonool of Subnuclear Physios " Etore Majorana", 
Erlce, S i c i ly , July 1971. Internat ional Centre for Eheoret i -
oal Physios, preprint IC/71/75, Kiramare-Trieste (1971). 

3. A.A.Lofiunov unci A.ll.favkhelitee, Uuasiojtlcal approach In 
o.uaatui» f ie ld theory, Kuovo Glia., 7Э, 380 (1963). 

4. А.Л.Ьог,и«от, Л.K.Tavkhelidze, I.T.Todorov ana O.A.Kbrustalev, 
fluasipottmtial character of the sca t te r ing ampli tuie, Киото 
Ига., 3j0, 134 (1963). 

44 



5. S.W.Brlckson and D.B.Ieimie. Radiative level sh i f t s , Ann. 
Phys. (H.Y.) 35, 271 (1965). 

6. Р.Н.Фауоюв. Уровни энергии и электромагнитные свойства 
водородоподобшх атомов, ЭЧАЯ 3, 238 (1972). 

7 . Г.Бете и Э.Солпитер. Квантовая механика атомов о одним 
и двумя электронами, Москва, >1изматгйэ, I960. 

8. F.Rohrlich, Quantum electrodynamics of charged pa r t i c l e s 
without spin, Phys.Rev., sg, 666 (1950). 

9. R.E.Cutkosky. S ingu la r i t i e s and aiscont inui t ie- . or ;-еуп.глп 
amplitudes, J.Uath.Phys., _1, -129 (1960). 

i o . с.Ввебер. Введение в релятиаисюкув квантовую теорию поля, 
Москва, Изд-во иностр.лит., 1963, 

11. Т.Fulton and Р-.С,Martin, Two-body system in quantum 
electrodynamics. Energy levels o.i positronlum. Phys.Rev., 
95, Bll (1954). 

H.Grotch and D.R.Yennie. Effeotive potent ial model for 
calculat ing nuclear corrections to the levelc of hydro£en, 
Rev.Uod.Phys., Л1, 350 (1969). 

12. Е.И.Лифшнц и Л.П.Питаевекий. Релятивистская квантовая теория, 
часть 2, Москва, "Наука", 1971. 

45 


