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Фотон в сферическом мире 

Решены уравнения Максвелла для чистого поля излучения в сферичес
ком мире. После однозначного выделения оси времени получен базис в 
пространстве решений в виде, независимом от выбора какой-либо специаль
ной системы координат на трехмерной сфере - пространственном сечении 
сферического мира. Оказалось, что если радиус сферического мира равен 
комптоковской длине волны, то нижнее значение энергии фотона равно м и 
нимальной энергии рождения пары - в сферическом мире каждый фотон мо
жет превратиться в пару. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 
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Photon in a Spherical World 
The Maxwell equations for radiation field without charge have 

been solved in a spherical world. A basis in the space of solutions 
has been found in the form independent of a particular coordinate 
system on the three-dimensional sphere - space section of the spheri
cal world - after the time axis has been given a distinct status. It turned 
out that if the spherical world radius i s equal to the Compton wave 
length, then the lower value of the photon energy is equal to the 
minimum energy of the pair production - in a spherical world each 
photon can transform into a pair. 
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Квантовая теория электромагнитного поля в рима-
новом пространстве-времени изучалась в работах .К ри-
мановым мирам относится и сферический мир де Ситтера, 
который интересен во многих отношениях / 5 - 9 / . За 
мечательно, что сферический мир удовлетворяет принци
пу соответствия. В пределе бесконечно большого радиу
са сферический мир переходит в плоский. Это позволи
ло сформулировать метод инвариантного яшика в кван
товой теории поля /?• 1°~ 12/. 

И все же наибольший интерес сферический мир, по-
-видимому, представляет, когда его радиус мал. Дей
ствительно, поскольку радиус не может быть бесконеч
но малым, то для него существует нижняя, не равная 
нулю, граница - гипотетическая "элементарная длина". 
Кроме того, при этом должны наблюдаться новые явле
ния, которые не имеют места в плоском мире. 

В данной работе получены первые указания в пользу 
последнего утверждения. При рассмотрении фотонов в 
сферическом мире оказалось, что энергия каждого фото
на строго больше нуля. Если радиус мира равен компто-
новской длине волны, то нижнее значение энергии фото
на равно минимальной энергии рождения пары. Таким 
образом, в сферическом мире каждый фотон может пре
вратиться в пару. 

Чтобы не загружать текст, чисто математические 
результаты вынесены в приложение. Тот факт, что мат 
ричные элементы DJ (V) группы SU (2) образуют ба
зис неприводимого представления ( j . j ) ) группы О , 
позволяет получить полную"систему поперечных вектор
ных полей на трехмерной сфере, независимую от выбо
ра какой-либо специальной системы координат на ней. 
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Сферический мир де Ситтера можно представить в 
виде однополостного гиперболоида 

- ( х ° ) г + (х») 2 + ( х 2 ) 2 + ( х 3 ) 2 + ( х 4 ) 2 = г 2 с ; 

в пятимерном плоском пространстве-времени с метри
кой 

d s 2 = 7 j a b d x a d x b = - ( d x ° ) 2 + ( d x 1 ) 2 + (dx 2 ) 2 +(clx 3 ) 2 + ( d x 4 ) 2 . 

В декартовых координатах объемлющего пятимерного 
пространства уравнения Максвелла в сферическом мире 
имеют вид ' !! ' 

m a F a b = 0 , (2) 

<n aFab = 0 

x a F a h = 0 , 
(3) 

ab 

(4) 

где 

F h = J^« „..„ F J V _ 
ab 2.1 abijk 

бивектор, дуальный к F a b , 

m = r —x x° . (o) 
a d x a г а 5xb 

Здесь и далее латинские индексы пробегают значения 0, 
1,2,3,4. f abijk ~ полностью антисимметричный тензор, 
101234 = ' * Индексы поднимаются и опускаются с помо
щью тензора т/ и ему обратного 77 а Ь = т/ . . Например, 
x a = 7 ) a b x b , m a = i ? a b m b • F J k = 4 J ~ V K b F

a b ' Векторный потен
циал А а вводится следующим образом / п / ; 
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F = m A - m A - ^ - x A + J - x A , (6) 
ab a b b a t a b Г b a 

x a A a = 0 . (7) 

При этом уравнения (3) и (4) удовлетворяются тождест
венно, а уравнение (2) дает 

m am А - 2 А - т т а А + | - х т а А = 0. (8) 
a b b b а Г b a 

При выводе (8) были использованы тождества 

m m - m m = — x ni - — x m a b b a T a b Г b a 
и равенства 

x a m b A a + r A b = 0 . 

вытекающие из ( 7 ) . Так как уравнения (8) имеют р е 
шения вида 

А = —га Ф , 
а г а 

где ф - произвольная скалярная функция, то однознач
но определить А а по начальным санным невозможно. 
Поэтому необходимо избавиться от таких решений. На
кладывая на векторный потенциал дополнительные усло
вия 

1 ^ = 0 , А„=0 (^= 1,2,3,4), (9) 

получаем, что Ф = const, a m Ф=0. Действительно, под
ставляя в (9) А а = т а Ф , получаем уравнения 

nfm Ф = 0, го Ф = 0 , 
II О 

решениями которых будет Ф = const. 
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Уравнения (9) определяют кулоновскую калибровку в 
сферическом мире. При этих условиях уравнения (8) при
нимают вид (m am -2)A =0. Таким образом, чистое по
ле излучения описывается уравнениями 

(m am - 2 ) А м = 0 , (10) 

т ' 'А^ = 0 

( П ) 

Греческие индексы принимают значении 1,2,3,4. Условие 
ортогональности (7) к радиусу-вектору х а является след
ствием (10) , (11) в силу тождества 

m am (mbA ) = m b ( m a m A , ) + 2 m a A - -§-x b(m am A , ) . a b a b a r a b 

Прежде чем перейти к решению уравнений (10) , (11) , 
введем лабораторное время в сферическом мире. Это 
необходимо для однозначной физической интерпретации 
полученных ниже результатов. Векторное поле В а = 5 а 

задает в ляткмерном плоском мире физическое время, 
поскольку координаты х ^ х 1 ^ 2 ^ 3 , х 4 в нем декар
товы. Проектируя векторное поле В а на гиперболоид (1 ) , 
вчодим физическое время в сферическом мире. Искомую 
проекцию найдем, раскладывая вектор В а по направле
нию радиуса вектора х а и по ортогональному ему на
правлению 

B a = ( B a - - i - x a x B b ) + - 1 - х а х B b B a

 + B a . 
Г 2 b r 2 b -1- г 

( B x , B J + ( B r , B r ) = (B,B) , (B, В) = В а В а . 

Векторное поле 

В" = S t - — х х а 
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лежит на гиперболоиде и определяет координатные линии 
физического времени в сферическом мире. Чтобы найти 
явный вид линий времени, нужно решить систему диффе
ренциальных уравнений 

edt 4 -

с начальными данными х (t)l _ = 0 . 
Интегрируя (12) , получаем 

Г * Г ' (.3) 

«'' 
cos(ct г) 

где и' 1 - постоянные интегрирования. Требуя, чтобы 
семейство интегральных кривых (13) принадлежало сфе
рическому миру, то ость удовлетворяло уравнению (1) , 
получаем 

и и' и j i u y i и 3 ( и 4 1 ( М ) 

Это уравнение задает трехмерную единичную сферу в 
четырехмерном эвклидовом пространстве, отнесенном к 
декартовым координатам и" . Подчеркнем, что все ЛИНИИ 
времени времениподобны. Действительно, 

(В_.В_ :_) •-• - 1 / cos 2 у - . 

Так как t изменяется в пределах 

_ ЛГ_ t —-
2с, 2с 

то длина временного интервала равна 

' • с • 

Очевидно, что при г -> «. х ^ ct. 

(15) 
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Из (13) , (14) следует, что t . u'* определяют систе
му координат в сферическом мире. В координатах t.u* 1 

операторы л л 
m , m = х — х - ^ - , имеют вид ab a ^ b b^)xa 

О с й 

где 

p = _i_ _ u „" _ 1 _ . 
V r?U„ /* Ли 1 ' 

Отметим, что оператор m 0 з адает сдвиг по времени в 
сферическом мире. Этого следовало ожидать, поскольку 
m n является проекцией д/дх . Из (16) следует 

m-m. = с о 8 2 ^ [ Д - l i - oofS* ±1-А ± )J, 

где Л=%га m „ „ - оператор Лапласа на трехмерной сфе
ре. Уравнения (10) , (11) примут вид 

(•£- — Д + 1)А' - 0 . (17) 
С 2 <9tS /« 

e'V = о, 
(18) 

ct где A' = eos——А . В дальнейшем штрих у А' будем опусти Г и а кагь . 
Уравнения ( 2 ) - ( 7 ) конформно-инвариантны. Действие 

генераторов К а , К а Ь =-К Ь а пягнадцатипараметрической 
группы конформных преобразований на векторных и би-
векторных полях задается равенствами 



(19) 

ГК А). -, m А . . i -x .A - J - x A. a i а I г 1 а г a i 

(К , A), m . A t п А. - п.. А al) 1 ab i ' ai b 'bi 

(К Fj-i-m F . i —x. F . f - i -XiFj . - — x F. . a 'ij a i.i г i aj г j la r a 

(K . F). =m , F. IN F. . HI . F . - » . , F - » . , F ab ij ab i| 'ai l>j 'aj lb Mb aj ' jb i 

Операторы К . К b действуют в пространстве решений 
уравнений Максвелла. Группа же симметрии уравнений 
(10) , (11) сужается до группы врашеннй трехмерной 
сферы - операторы К (/z, г =1,2,3,4) действуют в прост
ранстве решений этих уравнений. Одним из операторов 
Казимира группы 0 4 является временная компонента 
псевдовектора 

w =i-« h . . K h V j . 
а 8 abcij 

с помощью которого строится оператор Казимира груп
пы де Ситтера /б / • В пределе г-»» оператор W0 пере
ходит в rot. После довольно громоздких вычислений по
лучаем 

( W 0 A ) 0 = 0 . 

< " 0 * v - * w *va^- ( 2 0 ) 

где i „ - полностью антисимметричный тензор, f 

=1. Из Т20) следуют важные тождества 
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^ ( « 0 ^ = 0 . / ( W Q A ) ^ = 0 . 

Кроме того, для векторов А удовлетворяющих (18) , 
имеет место равенство 

(WJJA)( г ( - \ + 1)А t . (21) 

Оператор W- самосопряжен относительно скалярного 
произведения 

А.В • . Г ( А ; В 1 ( А * В ^ А * В 3 . А ' В ^ П . 

где dU - элемент объема трехмерном сферы, и, следова
тельно, обладает полным набором собственных векторов. 
Согласно (21) для решения уравнении (17) , (18) доста 
точно найти собственные значения и собственные векто
ры оператора W Q . Собственные значения WQ находятся 
следующим образом: вычисляя второй оператор Казими
ра С „ группы 0 . . получаем 

откуда следует, что собственные значения г> оператора № 0 

равны 
11 -+ 2 . ! 3 . J 4 

Собственный вектор W„ обозначим (А ) . Для него имо-и ' с ем 

< № < Л Р > , , - < Р < А , Р > „ • (22 ) 

(-Л + «(А?) = р2(А Р) 
* (23) 

где г =+1, р =2^3,4... Явный вид векторов А Р найден в 
приложении. Здесь для простоты опушены индексы, с в я 
занные с вырождением уровней р . 
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Обшее решение уравнений (17) , (18) представим в 
виде ряда 

где qP(t) удовлетворяют уравнению гармонического 
осциллятора 

q p ( t ) + «, 2 q p ( t ) = 0 (24) 
( p f 

с частотой т , равной 
P 

,„ = - p P (p -2 .3 .4 . . . . ) . 

Уравнение (24) имеет ,'iiwi независимых решения, ц ' р 
и е - " " ! ' 1 . Найденные решения урывиения (18) вила 
е (А ' ) „ обозначим (И ( > . В чтих обозначениях 
общее решение уравнений ( 1 7 ) , (18) представляете я р я -
дог*. 

A i ! | q p ( И 1 ' ) и q p ( U p ) I. (25) 
/ ' p . , ' ' /' * ' I' 

Здесь q p уже не зависят от t . а • означает комплекс
ное сопряжение. Из (25) видно, что решение ( Г ' 1 ) опи
сывает монохроматическую волну с амплитудой п р . 

г% Р ' 

В квантоЕ)он теории члектромагнитного ноля q 
q p являются эрмитешгки сопряженными операторами 
qf1 . q р и удовлетворяют перестановочш.1м соотноше
ниям 

q p q р - q p , q р =- о ,6 , , 
i t ( ( рр ч 

Р Р Р Р Ч Ч . - q , q f t < ( 

+ р + р ' + i > ' + p „ 
qv q H , - q l , q

v = 0 
( i с t 

(26) 
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Эти перестановочные соотношения получаются на обших 
правил квантования электромагнитного поля в римановых 
мирах ' 1-2/, 

Оператор т„ = -^ -—задает сдвиг по времени в сфери-
ческом мире, поэтому сохраняющаяся величина 

Н = - — ( А . К . А ) - —(КПА.А> (27) 
2 ° 2 ° 

является оператором энергии в квантовой теории июктро-
магнитного поля /1.2/ t Здесь К ПА определяется с о -
п а с н о (19) . Круглые скобки п (2э) означают скалярное 
произведение в пространстве решении уравнении Максвел
ла /1.2/ 

(А. В) = ^ ( В ' А Ц - А * В Ц )d« J , 

где S - просгрансгвенноподобная гиперповерхность, 

A i j = m i A j - m j A i - T x i A j + f x j A i ' 

В. = т . В . - т В. - -i-x.B > J -x В . -
1J 1 J J 1 Г I j Г j 1 

пара решений уравнений Максвелла ( 2 ) - ( 7 ) . 
Пснользуя (25) , (26) , (27) , для оператора энергии по
лучаем 

Н ='/г S t w (qPqP + q p q p b 

Отсюда сразу же следует, что <jp , q p -операторы 
рождения и уничтожения фотонов с энергией 

ё = Ьш = р (р =2,3,4.. . .) . 
Р Р г 

Минимальное значение энергии фотона в сферическом 
мире равно 

£ . = Ф - (28) 
mm г 

и при г<~ , очевидно, не равно нулю. 
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Если положить радиус сферического мира г равным 

ь 
-компгоновскои длине волны электрона, то 

т 0 с 
£ . = 2т с а . 

mm о 
2mQc2 - минимальная энергия рождения нары. Таким об
разом, в сферическом мире с радиусом, равным п / т с , 
каждый фотон может превращаться в пару частица-анти
частица. Этого не наблюдается в плоском мире Пуанка-
ре-Минковского, где ^ „ = 0. Для гармонического осцил
лятора при r=1i/m 0c минимальная энергия приобретает 
наглядный физический смысл, поскольку 

о о 

Наконец, приведем значение минимальной энергии фото
на при г. равном слабой длине (г - 10 ~ " с м ) ' 1 3 ' : 

^mln - 6 - 3 э р г =-• 4000 Г э В . 
Для сравнения отметим, что на современных ускорите
лях достигнута энергия порядка 500 ГэВ. 

В квантовой механике энергия без нарушения ее в е 
личины может быть измерена с точностью 

ЛЕ • г > t , 
где т - длительность измерения ' 1 4 - . Пусть длитель
ность измерения г равна временному интервалу сфери
ческого мира (15) 

пх 
г = — • 

Так как из (28 J следует, что т и £ . связаны соот-min ношением 

Kin -r = h ' 
то ё . можно придать смысл точности измерения энер
гии. 

Авторы выражают глубокую признательность Р.А.Аса-
нову, Н.А.Черникову за полезные обсуждения и ценные 
замечания. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е 

Р а с с м о т р и м м а т р и ч н ы е э л е м е н т ы н е п р и в о д и м ы х прс;;-
с-глвленнн г р у п п ы S U ( 2 ) , явный вид к о т о р ы х п р и в е д е н 
в . '1Ь' . 

U r - ( v) .^ \u imL±£ v

f -4^v ( , , , k / - k , (v v̂ -v v), 
f k ( J 4 k ) ! ( j - k ) ! 1 2 J - ' 1 1 2 8 ' 

I'/IO 

j 0 . W . 1 t:t = - J . - j-» 1 j - l . j . 

V*l + V a ' ' 
p(a.li) _ п о л и н о м ы Я к о б и . 

и i 
И з в е с т н о , ч т о функции ш (V) о б р а з у ю т полную о р т о 
г о н а л ь н у ю с и с т е м у функции па единичном т\ охм. 'риин 
гфоро S , 

fD. '<V)D. ' (V)clU - ——о . Г>, , , . . . . , , . . ( 2 . 1 ) 
Ik I k о; ( J и II kk v * ' 

г д е Ц<} - э л е м е н т о б ъ е м а S . ? . 
Д о к а ж е м , что функции DjL (V) о б р а з у ю т б а з и с н е п р и в о 
д и м о г о п р е д с т а в л е н и я ( j . j ) ) группы 0 . С этой целью 
п е р е й д е м от к а н о н и ч е с к о г о б а з и с а 

в (1 
m . " U. , - U 

/»• я г 1' 
а л г е б р ы Ли группы 0 к б а з и с у 

(^> 12 23 43 41 

L 0 ^ ( п . Я 1 ^ п , 4 й ) . 

К. . - l , 4 ( m + im +m + im ) , 
<t) 21 32 43 41 

K0 =№„<«„ )• 
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Лелая замену переменных 

v = u +iu , v * = u - i u 
1 4 2 1 4 2 

V 2 = U 3 + i U l ' Л ' U 3 " i U l 

получаем 

L, . = -i(v J. v -!?—), 

L ( . = - i ( v**— - v i - Д - ) , 

0 1 fVv 2,w l , ) v * 2 , iv* 
1 2 1 2 

K ( 4 ) . - i ( v J ^ - v e - £ - ) . 
2 1 

К , . = - i ( v v* ), 
2 1 

K n = V4(-v - ^ - -. v J ± - + v * - i - - v * - £ - ) . 
1 2 1 2 

Применяя операторы K , L к Di (V) и используя фор
мулы дифференцирования и некоторые другие соотноше
ния для полиномов Якоби / l 6 / t получаем, что D J (V) 
являются решениями дифференциальных уравнений 
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LX(V)-£Di<V). 

4 a D e k ( V ) = va+*xj± i + » D / ± 1 , k ( V ) . 

K o D i ( V ) = k D k ( V ) - (2.2) 

K(±)DJk(V)--= Va + k X J ± k + D D f k ± 1 ( V ) . 

Т е м самым наше утверждение доказано. Так как 

* 2 2 

Д = % 2 ш т =-a(L, vL, ч+К.К, ч+L„ + K „ - L n - K n ) . 

то согласно (2.2) 

AD^(V)=-2 j (2 j + 2)D^(V). (2.3) 
Таким образом, функции Di (V) являются собствен
ными функциями оператора Лапласа на трехмерной сфе
ре . Отсюда и из (22) , (23) заключаем, что решение урав
нений (22) следует искать в виде линейных комбинаций 
Di (V) с заданным значением j . Равенства (2,2) поз 
воляют проверить приводимые ниже результаты: 

(Aj^-WO-f + * J + k + » D { +

+ £ b ^ V ) + 

+ iVO + £ + lXj - k + 1) D, J * £ k _ ^ V ) , 

( A P ) 2 = _ V ( j _ £ + 1 ) ( j _ k + 1 ) D J ^ ) k 4 v ) 

j + W 
-V 'O +£ +1XJ + H + « D (V), 

l - V i , k+W 
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( A ^ ) 3 = - v 4 i - P + l ) 0 + k + l ) D ^ i i t + v 4 ( V ) + 

+ v ;U + P+DO - k + l)D. j + 1/* (V), 
t-W , k-'/a 

( A P ) 4 = _ к / о ~ - 7 7 1 к Г к + »<* p k_ Уг (V)+ 

+ i v ( j + f + l)(J + k + W ^ ) k + V 2 (V) , 

для правополяризованных состояний ( ( =1) 

(A_p

t) i = i v (j-P ЛхГйГГцО^ | J f + ^ (V) + 

+ i\'Tj+ P +1)0 - k + DDJ + Ь (V), 
к - П , Р - ' „ 

( А Д ) , - v 4 j - P + l ) 0 - k + l ) D ^ J ^ + i A ( V ) + 

+ V( j+ P + DO + к + 1 )D. J + * (V). 
к +И, r — V4 

( A f , ) , = - v O " - P + l ) ( J + k ~ ) D k

+ 4 j f + ц (V) + 

+ v'(j+ P + l ) ( j - к + l ) D j + 1/* „ (V), 

( A ^ ) 4 = - i v O - P + D O - k + D D ^ ^ (V) + 

+ iv '( j + P + l ) 0 + k + l )D j + ' / 2 ( V ) . 
к + va, t — тг 
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для левополяризованньгх состояний U =~1) при этом 

P = (2j •< 2), j = 0.V4, l 

t - - ( j + l ) . - j j . J + 1 . 

к = - j , - j + 1,..., j - 1, j . 

Вырождение уровней р обусловлено, очевидно, тем, что 
операторы К ( 1 1, коммутируют с оператором W0 . Вырожде
ние гробуег несколько уточнить обозначение собствен
ных векторов WQ : 

Кратность вырождения равна р а - 1 . С помощью (2Л) 
находим, что 

<А 1 > , , | , А р .„ . ,> = 4i7 2p5 ,й - < 5 „ „ , ' \ . , , (г к ( Г к рр ч п кк 

<А.В- - | ( А В , + А В + А В oi А В Jdil. ' 1 1 2 2 3 3 4 4 

Векторы (А?(к )„ образуют полную ортогональную систе 
му поперечных векторных полей на трехмерной сфере, по 
которой можно разложить любое поперечное векторное 
поле А , удовлетворяющее условию <А,А • ^ °°, 

А = 1 С р „ , (А Рр,,) , 
' ' p , < , P , k f f k d k f 

cJL = - L _ < A p ) . i A > , 
4ir2p *Pfc " 7*77 ^.k 
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