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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

На п-мерном гладком многообразии в координатном 
базисе d x a /и дуальном базисе д/д*а / рассмотрим 
тензорное поле 8 а я(х), никаким условиям симметрии 
не подчиненное. Затем определим аффинную связность * 
Г'!, как решение уравнения 

дё 
<ЭхУ 

а £ _ <г г о _„ <г° !a/f«y " Й Л - °' /»/ 

/3 ' 
предложенного Эйнштейном в поисках единой теории 
поля. Будем требовать, чтобы уравнение / 1 / определяло 
связность VJo однозначно. Каким условиям при этом 
должен удовлетворять тензор к ,, , выяснится в про­
цессе решения уравнения / 1 / . 

В данной статье, однако, получена не сама связность 
Г ^ , а только ее свертка Г »П ** • Поэтому здесь 
выяснены не все, а только часть условий, накладывае­
мых на тензор gag . При этом оказывается, что урав­
нение / 1 / можно заменить уравнением для тензора 
кручения, указанным в конце статьи. Кроме того, в дан­
ной статье рассмотрены уравнения типа Борна-Инфель-
д а / 4 / и показано, какие условия они накладывают на 
тензор кручения. Как Эйнштейн, так и Борн н Инфельд 
ограничивались рассмотрением четырехмерного случая 

* С употребляемыми здесь геометрическими объек­
тами можно познакомиться по книгам /1.2/ 
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n»4 . Мы не фиксируем размерности многообразия в рас­
чете на те или иные физические и геометрические при­
ложения. 

Будем обозначать 

haB = j ( g a j 8 + g / 3 a )• Фа,3 = J~ <ga/3 ~^fla >• JV 

Kfi ~ ~2{l

ap +Г13а >' Sap--2ilaft ~V Ba >" / 3 / 

По определению, 1„д есть средняя связность между 
искомой связностью Г£а и противоположной ей связ­
ностью \\jfa , тогда как s£o является тензором кру­
чения. Ковариантное дифференцирование со средней связ­
ностью будем обозначать символом yQ . Так как 

то уравнение / 1 / можно записать в виде: 

^у g ^ = еа/38Гу + gaa Syfi • / 4 / 

5. СВЕРТКА СРЕДНЕЙ СВЯЗНОСТИ 

Обозначим g определитель матрицы (g a ) и а 
алгебраическое дополнение элемента g „ в этой мат­
рице. Как известно, 

аВ В аВа 
g а р - g g ^ = g а»" , 

аа а а а 

0х* Эх 1 , 
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Умножим уравнение /1/ на аа' и свернем произведение 
по индексам а и /3 . В результате получим 

^ i _ = g S

a r a *в80га

а =е(С+г" ). 
д х у а ау а у/3 <*У V 

Следовательно, чтобы уравнение / 1 / допускало одно­
значное решение, требуется условие g^O.B этом случае 

г -г" --i-invIeT- /V 

Такнм образом, средняя связность эквиаффинна. 
Принимая условие 

"' °" /6/ 
-ей а а # мы можем ввести тензор g ' - — , взаимный тензору 

g о,так что " 

%а g = 5 a =S a ( 7 B . / 7 / 

3. КОВЕКТОР КРУЧЕНИЯ 

Умножим уравнение / 1 / на 6 g~a и свернем 
произведение по индексам а и /3 . В результате получим 

Так как 

~ /Л> 

У <ЭхУ Уа Уа 
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то уравнение / 8 / можно записать в виде 

^ - i - s ^ + i " « s ; y . / 9 / 

Аналогично / 2 / обозначим 
h * - L(gafi + g ~ 0 a h $afi , JL(g~«0 _ ~ pa } / { Q / 

Из уравнения / 9 / получаем 

у <A -= h ^ S - h S 
v y ay ay 

Следовательно, 

v / . J " s a , /n/ 
где 

S - S^ / 1 2 / 
а ац ' ' 

есть ковектор кручения. 
С другой стороны, имеем 

°v дм. ?$w + ^ a r . 

Учитывая результат / 5 / , находим 

Подставляя последнее в / 1 1 / , получаем 

Следовательно, чтобы уравнение / 1 / допускало одно­
значное решение, требуется еще условие Б/0, где Б -
определитель матрицы (hQ | t i ). 
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Докажем, что это условие эквивалентно условию 
Мо.где h - определитель матрицы (h ^.Действительно, 

ар 
так как 

а& 2 a a(J 

g h ^ = J - ( g g"P+S / j ) . 
a" 2 a r r a 

TO 

h „ B ° ^ - K h " " . / 1 4 / 

aa aa 

Отсюда находим 

ь - Ч к 2 . / 1 5 / 

Значит, условие M 0 эквивалентно условию М О , 
Принимая условие 
h ̂ 0. /16/ 

введем тензор h a' , взаимный тензору п «, и докажем, 
что тензор 

К h Вд = h Я -".4 h </., = g 1)' g / 1 7 / 

«д /В i' a/1 ад fj-i ца vfl / l ' / 

взаимен тензору h "^ .Действительно, с о г л а с н о / 1 4 / н / 7 / , 
получаем 

g h " " g h ^ - g h" "h g<*» - g g ' t f _ « * . 
/£a w да IAT aa a 

Располагая этнм результатом, найдем из / 1 3 / ко-
вектор кручения в виде 

Sa - %У" ^ - 4 = 1 ~ Г ( 5 * VTgT). / 1 8 / 
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4. ВВЕДЕНИЕ РИМАНОВОЙ ГЕОМЕТРИИ 

Приняв условие / 1 6 / , располагаем рнмановой гео­
метрией с основной метрической формой 

d s a - h „dx"dx# . / 1 0 / 
ар ' ' 

Как обычно в римансвой геометрии, с помощью тензоров 
h „ и ha^' будем опускать и поднимать индексы. Напри­
мер, 

ьауР^(Кф „«*. / 2 0 / 

Как положено в рнмановой геометрии, введем связность, 
обозначаемую скобкой Кристоффеля для метрического 
тензора h : 

. . / , , . т » < _ , _ . _ _ . _ _ , . / 2 1 / 

Ковариантное дифференцирование с такой связностью 
будем обозначать буквой О . Например, 

D ф -1±яВ--\ " \ ф - i ° \ ф . / 2 2 / 

У aft S x y у a aft У ft vаа ' ' 

Так как 

Tog»hJ, где 

J-tet(S^ -ф°). / 2 4 / 

Значит, пара условий / 6 / и / 1 6 / эквивалентна паре 
условий 

h 4 О, J r* 0. / 2 5 / 
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В обозначениях рнмановой геометрии на основании 
/18/ и /17/ записываем ковектор кручения в виде 

s

e-< e«"-* e4M>-=v#;>/iJi>. /26/ 

5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ТЕНЗОРА <!> 

Чтобы найти ковектор кручени ., нам осталось вы­
числить тензор <? С этой целью прибегаем к алгебре 
аффиноров. 

Любой смешанный тензор <!> '' рассматриваем как 
аффинор, т.е. как оператор, превращающий любой ко­
вектор S с компонентами Бц в ковектор <./,S с ком­
понентами ф'1 S. ( /или любой вектор Т с компонен­
тами т ' ( в вектор Т и с компонентами т",/,1' / . 

а 
На основании /7/ и /23/ заключаем, что 
1, f Д =•[ £ |" , h ĝ "' Ц-Ш ]'< . /27/ 

а" Е -ф « «" Ef.,4 <* 
Здесь (/>- аффинор с компонентами / 2 0 / , Е - единичный 
аффинор * . Из / Ю / и / 2 7 / следует, что 

<J" . h «<""" - [ — £ -|" . 
по /28/ Е - </, 

Значит, осталось подсчитать аффинор 
ф 

Ф - — ^ — S - • /29/ 
Е - фг 

Впрочем, дальше будет видно, что единичный аффинор 
удобнее обозначать так же, как число 1. Соответственно 
произведение числа А /или травсцедентною элемента 
А над полем чисел/ на единичный аффинор следует обоз­
начать просто А . Такой способ обозначений принят 
в алгебре операторов квантовой механики. 
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Правило такого счета основывается на теореме Га­
мильтона-Кэли, согласно которой каждый аффинор ^ я в ­
ляется корнем характеристического уравнения: J(,/>)-0 , 
где 

J(A)«det(AS^ -ф»и). / З О / 

Для рассматриваемого аффинора из-за того, что тензор 
Фф антисимметричен, а тензор h"'" симметричен, ха­
рактеристический полином / З О / имеет вид J(A)--P(A 2) 
при четной размерности n ~2k и J(A)=AP(A a) при не­
четной размерности п^2к+1, где Р(А2 ) - полином от Аа 

степени к. Значит, в обоих случаях имеем </,Р(й 2)» 0 . 
С другой стороны, по теореме Бгзу разность Р(1)-Р(А2) 
делится на 1 -А 2 без остатка, т.е. имеем 

Р(1)-Р(А 2 )-(1-А 2 )Q(A 2). 

где Q(A2) - полином от к1 степени к-1 Следовательно, 
•MPdbPW^-cMW a )Q(4 y W РП). 

Но Р(1) есть число, равное / 2 4 / . Действительно, 
P(1)-J (1)»J . 

Согласно второму из условий /25/, это число не равно 
нулю, а потому искомый аффинор /29/ равен 

Z - J tei ifJL. /3i/ 
J 

Подставляя этот результат в / 2 6 / , получаем окон­
чательное выражение для ковектора кручения: 

S a . [ J^£-f ВГ *°<*_'> ? . Л2/ 
a VU! а у VUI д 

Добавим еще один результат. Из / 2 7 / так же, как 
и из /17/,следует, что 

™ l , . 2 J a / 3 3 / 
1 -ф 
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При любой размерности получаем 

1 лХ , < * 2 Q W 2 ) 
1 + <&0 = 1+ 

При четной размерности, пользуясь тем, что P(gi 2 )- 0 , 
получаем более простую, аналогичную / 3 1 / , формулу 

_ j Qfea) 
\-Ф г J / 3 5 / 

6. УРАВНЕНИЯ S„ . 0 
а 

Эйнштейн полагал S n =0. Это можно рассматри­
вать как систему дифференциальных уравнений, наклады­
ваемых иа тензорное поле ̂ „«00 при заданном поле 
'' а/У (*•>• И э полученных здесь результатов ел .дует, что 
при условиях /25/ уравнения 

S = 0 /36/ 
а 

эквивалентны уравнениям 

D u [ -£fi&fj__ I " = о. /37/ 

или, что все равно, уравнениям 

д 
D ' r < ^ ^ l g t ) - ° - / 3 t V 

<?xf 
Бели поле Фаа имеет вид внешней производной от 

некоторого поляф ,то уравнения / 3 8 / могут быть по-
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лучены из вариационного принципа. Действительно, рас­
смотрим нериманов объем 

V . ( v / M d x 1 •••*** / 3 9 / 

некоторой области D и его вариацию, равную 

« V = f i - g ^ S g o / ? V l K ] d x I . . . d X

n . / * 0 / 

При постоянном поле h ,. имеем Sg ,, -5<Д .. . Значит, г ар ар а/j 

«V- Г - М Н / 3 й<*„ VfTldx1 . . .dx". / 4 1 / 
2 up 

Пусть теперь 

*«fl-i**fi-7&*- / 4 2 / 

Применяя теорему Стокса и полагая Й<А -0 на границе 
области D , получаем 

5V= f *(фаА V I R T ) ^ dx'1 . . .dx n . / 4 3 / 
<?xP « 

Считая вариацию &£a произвольной внутри области D , 
приходим к уравнениям / 3 8 / . 

В случае, когда метрическая форма / 1 9 / задает 
геометрию четырехмерного мира Пуанкаре-Мииковского, 
т.е. когда 

d s 2 . e 2 d t 2 - d x 2 - d y 2 ~dz 2 , / 4 4 / 

система уравнений / 3 8 / и / 4 2 / составляет основное со­
держание нелинейной электродинамики Борна-Инфельда. 
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7. ТЕНЗОР ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА ПОЛЯ фа 

Рассмотрим теперь вариацию / 4 0 / объема / 3 9 / 
прн постоянном поле 4>а , считая произвольным поле 
h .^Поскольку при этом Sg Q o »5h Q o , то 

8V ж f - i .h* a ^h „у/Щйх1 ...dxn . / 4 5 / 

2 ° Р 

Следуя Гильберту / 5 / , тензор 

Т а / 3 - ViTTh 0 ^ /46/ 
называем тензором энергии-импульса, или тензором 
натяжений поля Фа • Его коварианткая дивергенция по 
римановой связности / 2 1 / равна нулю. Убедимся в этом 
непосредственно. 

Согласно / 4 6 / , / 3 3 / и / 3 4 / , имеем 

Т " -И Т а "=ч/ГЛ ( « " + <А"*")• • / 4 7 / 
а аст " ' ' а д а ' ' 

Поэтому 

По правилам дифференцирования определителей полу­
чаем 

дка 1-ф <> а " 1-<£2 » а " 
Значит, 

j ах« <* в ч а ^ 

С другой стороны, 

2 % D ф °~ 2 ̂ D <£ =^ C T (D <£ +D ф ). 
^ст д ^ а ^ Д оа д ffe о- ад 
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Следовательно, 

D T " = / D ( ^ ч / И ) + 

1 ,, , , -фо + -5-VMI <*Д (D <£ +D <£ * D <* ). / 4 8 / 
2 а in? \i па о ац 

В силу полевых уравнений /38/ и /42/ получаем ис­
комый результат: 

D Т М = 0. 
(( а 

Отметим, что равенства / 3 7 / и / 4 9 / можно записать 
в виде 

D (K"" v ' iT! )=0 , b (B- , , 'V ' ! JM) = O. /SO/ 

в. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ТЕНЗОРА КРУЧЕНИЯ 

Будем искать решение уравнения / 1 / в виде суммы 

С -'«"/* ' * % • /51/ 
в которой первое слагаемое является римановои связ­
ностью /21/, а второе - искомым тензором. Подставляя 
/51/ в /1/, получаем уравнение для тензора Т : 

S ,J° + g Т 0^ =<£ _ , /52/ 
арау аа ур аРу 

где 

*a|3y"V«/8 /53/ 
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выполним операцию, превращающую тензор вида Т „ в 

есть ковариантная производная / 2 2 / . Обозначая 

а/Зу а/3 сту a i S а/За ' э * ' 

приходим к уравнению 

т „+ т л + 0 а т о - <д£т = 0 п 

ay/3 y£a a ypa pf ay<r a|8y 

или, поменяв местами индексы а и /3 , - к уравнению 

\а + Туа/3 + 0 ! з Т у а а ~ *« Т0уа + Ф

а & ° ' / 5 5 / 

Над всеми слагаемыми, входящими в равенство / 5 5 / , 
юлним операцию, пр 

тензор Т((фу) , равный 

T ( a / 3 y f f ( T ° < 8 y + V 0 + T / 3 y a >• / 5 6 / 

Такая операция над тензором <До Т ~Ф^ Вуа я & е г 

нуль. Поэтому из / 5 5 / получаем следствие 

2 Т , 0 ^ п - 0 , / 5 7 / 

(a/Зу; ^(ару) 

так что 

Т + Т = - Т — <А 
#уа уа/8 а/Зу 2 (а/Зу) " / 5 8 / 

Подставляя это в / 5 5 / , приходим к уравнению 
Та/3у ' */3 Т уаа "Ч" Т/Зуа* * аЁу~ J Ф{аву , • 

эквивалентному уравнению / 1 / . 
Разобьем тензор Т й на части 

P e 0 y _ i C r « ^ y + T / 3 « V >' S a | 8 y = i { T a / 3 y ' T / 3ay >' ' 5 9 / 
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Сразу же заметим, что тензор &ааа

 h м * S^o есть 
тензор кручения. Что касается тензора рд"= р я с т

1 , < 7 д • 
то он равен разности 

средней связности / 3 / и связности / 2 1 / . 
Из / 5 8 / без труда получаем систему двух уравнений 

*аРуя Ф$ Руао ~ К Pfiy° + Ф ару' J Ф (фу ) ' ' 6 2 / 

эквивалентную одному уравнению /1/. Из /57/, равно 
как и из /61/ и /62/, следует, что 

р „ - 0, /63/ 

2 S (ару) + * {aflyT °- / 6 4 / 

Подставим теперь / 6 1 / в / 6 2 / и получим следующее 
уравнение для тензора кручения: 

S „ +ф*фаЪ а + фг/

афа8 ару ^а ^у фо р^у avo 

Согласно / 6 4 / • 
S +S - - S -2-ф vyii y\Lv tivy 2 ijivy) 

Подставляя это в / 6 5 / , получаем окончательное уравнение 
для тензора кручения: 

„ и v н о v a 
S „ +Ф Фа S + ф*ф S +ф ф S - * „ . ару a р (ivy а у фо ff у ava a&y , , , , 

где • ,. 
4фу ~Фа13у- г-ф(аРУ) -Тфаф^ф(^у) • W 
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Вместо того, чтобы решать систему уравнений / 1 / 
с п 8 неизвестными Г £ .можно решать систему уравнений 

о аР 
П (11-1) 

/ 6 6 / с —-х неизвестными s

af3y Действительно, если 
известен тензор S , то из / 6 1 / находим тензор р< а 
вместе с тем и связность 

Г £ = i " ( + Р М

Д + 8 Д

Д . /68/ 

удовлетворяющую системе уравнений / 1 / . 
Заметим, наконец, что в случае / 4 2 / 

w°- /69/ 

Согласно / 6 4 / , в этом случае и 

S<«/3y)-°' / 7 ° / 
так что система уравнений Борна-Инфельда / 3 8 / и / 6 9 / 
эквивалентна системе уравнений / 3 6 / и / 7 0 / . 
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