
1 - 8У 

'·sьзv f-17 
И .Лукач , М.Надь 

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ 

ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКШ1И НА СФЕРЕ 

В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ 

КОМПЛЕКСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

1977 



И.Лукач , * М.Надь* 

ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ 

ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ НА СФЕРЕ 

В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ 

КОМПЛЕКСНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Р2 - 10736 

* Институт физики Словацкой академии наук, 
Братислава. 



Лукач И" Надь М. 

Эллиптические гармонические фую\UИИ на сфере 
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В работе на ос11:ове теоретико-групповых соображений построен 

наиболее общ>1й пол<1ый набор коммутирующих операторов на сфере в че­

тырехмерном компnексном пространстве. Показано, что такой набор 

наблюдаемых реализуется s случае наиболее общей nараметризапю~: сферь 

в этом пространстве пр11 nомощи эллилтцческой системы координат. По­

строены собс:твеl!ные вол~;овые функции этоrо набора операторов, кото­

рые представляют гармопическ;~е функп11и на сфере Е 'J:ет1>1рехмерном 

комплексном пространстве и могут служить базисом ШJЯ неприводи:мых 

представдений группы SU(4). Найде1Jы собственнь1е значения нетриви­
альных диагональных олераторов этого набора. Обсуждаются лрименения 

попученных реэупьтатов к выводу массовой формулы для масс частиц в 

SU(4) супермупьтиппетах и вывод nравип сумм для масс ·часТиц. 

Работа вьтvлнена в Лаборатории теоре:гической физики ОИЯИ. 

Сообщенве Объедвненноrо ввствтуrа •дерн.ы:х вссле.поваивй. Дубна 1977 
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Elliptical Harmonic Functions оп the Sphere in 
Four-Dimensional Complex Space 

Basing on the group-theoretical considerations, the 
most general complete set of commuting operators on the 
sphere in four-dimensional complex space is constructed.It 
is shown that this set of observaЪles is realized for the 
most general parametrization of the sphere in this space 
using the elliptical coordin&te system. The eigen-functi­
ons of this set of operators are constructed which are 
harmonic functions on the sphere in four-dimensional 
complex space and may serve as а basis for irreduciЫe 1 

SU(4) group representations. The eigenvalues of nontri -
vial diagonal operators of this set were determined. Ар -
plications of results obtained tO derive the mass formula 
for а mass of particles in SU(4) super:r.iultiplets and 
the derivation of sum rules for а mass of particles are 
discussed. 
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В в е .х е я и е 

В. настанщее время хорошо известна та положительная pOJIЬt 

которую сыграла в систематике элементарных частиц группа пре­

образований трёхмерного комплексного пространства - группа 

f:ti(З)- СИШ!етрии.Группа S 1.llЗ) является группой второго ран­

га, которая в физику элементарных частиц была введена как не­

посредственное обобщение группы изотопического спина 51Lт(2) , 

относительно которой инвариантны сильные взаимодействия/I,2/. 

Естественно поэтому, что неприводимые представления группы S1L(З) 

строились таким {jбразом:, чтобы. группа S1Lт(2.) и Группа гипер­

заряда 1Lv(i) были подгруппами группы ~1.L(!), т.е. чтобы име­

ла место цепочка подгрупп: 

S tL (З) => S 'IL, (l) Ф tiy (1). (I) 

Однако базис для неприводимых представлений. группы 5 U. ('?i), 

реализующий цепочку подгрупп (I) /S/, не явлЯется единственным 
возможным базисом:, который можем построить в трёхмерном комп-

лексном пространстве С3 • Если воспользоваться наиболее общей 

параметризацией сферы в пространстве С3 , то~ кроме упомянутого 

базиса, можем построить (эллиптический) базис, которому соот­

ветствует цепочка подгрупп 

( 2) 

обозначающая сохранение заряда Q и гиперзаряда У 14/. С по­

мощью такого базиса можно естественным образом объединить силь­

ные и эл~ктромагн,итные взаимодейСТБ;ИЯ в одко взаимодействие 15/.' 
В модели S-U.(в) - СИIОlетрии с э11.пиптическии базисом. с саыоrо на'tа­

ла снято у каждого унитарного супермулътиплета вырождение 
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изотопических мультиплетов по заряду, и, таким образом, можно 

ннписать обобl:(ённую массовую формулу Гелл-Манна-Окубо ,получить 

о6о6щённые правила сумм для масс частиц и целый ряд других 

обоб'цённых С(Jотн-ошений. Следует отметить, что объединВние силь­

ных и электромагнитных взаимодейс;твий в рамках группы 51.t(?i) 

приводит к о6ос51l(f.iнной алгебре э1•ой группы, изоморфной алгебре 

матр~-rц l'еJiл-Манна и связанной с движением кораев-ого пространства 

алгебры группы S11.(з)/6/, 

ьскоре после того,.ка.к оказалось, что методы групп симметрий 

в теори'll элементарных частиц являютси очень эффективными, были 

paCCi' отрены r"~оде.пи, осно:в:анные на группах более высокого ранга, 

чем группа S 'U.(З), и среди н-их модели, связанные с группой ~1L(~) 

(или U (>)) /?-II/. Однако эти модели в силу ряда причин , не 

имели такого У?Пеха, как симметрия S U (3) • Тем не менее в по­

сле-цние годы возродился интерес к группе S U(Ч.), особенно в свя­

зи с открытием семейства тarr называемых r-частиц и поисками 

очарованных частиц, в том числе и очарованных кварков /I2-I4/. 

Представления группы S 1L(4), используемые в этих работах, соот-

ветст13уют цепочкам подгрупп 

S1LH) ~ SU.(з) Ф U(<), 

S1L(<) => 511.(1)18> SU (:>). 

( 3) 

( 4) 

Нреимущество редукции группы SU(lf.) согласно цепочкам ( 3) и ( 4) 

за;..·лючается в том, что в этих случаях получаются относительно 

простые наборы квантовых чисел, которые пригодны :цля классифи­

кации состояний. Возникает,однако,вопрос, нельзя ли по'строить 

другие наборы квантовых чисел на сфере в четырёхмерном комплекс­

ном пространстве с4 , которые можно с таким же {или же большим) 
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успехом использовать для классификации состояни~? Поэтому 

первоочереднvй задачей является задача_нахождения всех воз­

можных наборов коммутирующих (диагональных) .операторов, соб­

ственные значения которых представJяют собой полные наборы 

наблюдаемых на сфере в С4. ~торой задачей является определе­

ние собственных значений упомянутых наборов.операто_Ров и по­

строение их собственных во;1Iновых Функций. 

Как унитарная группа U(~), так и специальная унитарная 

(или унимодулярная) группа S1LЩдействуют как группы матриц 

в четырёхмерном комплексном пространстве с4 , оставляя инвари­

антной квадратичную форму ~ 

Связь между группами U.(ft.) и ~U.(4-) выражается простым соотно-

'• шением: U(<.) ~ ищ" .S1L(~). Генераторы Ар группы. U.('1-), 

л ) 

А ; = • • .,,,.-- -
' ." z~-'-­

:1 •• ( 6) 

удовлетворяют известным коммутационным соотношениям: 

[1i;~i1rJ=R1д~-д~s~. (7 ) 
, .. 

Нычитанием следа иэ операторов А~ получаются генераторы В р 

: группы S1.L(4-) ' 
, .. 

в -р = А ;, - -{;: д;: (Я;. А~+ f1',•11 'r.), В. го, ( s) 

которые удовлетворяют также коммутационным соотношениям вида { 7). 

" Здесь и в далънеЯ:mеv по дваЖдЫ повторяющимся греческим 
(латинским) индексЩi подразумевается суыыирование от еди­

ницы до четырёх (трёх). 
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ПятнадцатипараN•етрическан группа .S1L(4.) имеет четыре 

восьми-n-араметрических подгруппы S U.(3), шесть трёхпараметри­

ческих подгрупп SUC2.) и,наконец,трИ однопараметрические под­

группы U (1) , соответствующие аддитинным квантовым числам: 

эаряду Q , гиперзаряду у и "очарованИю~С" Генераторы группы 

~1!(4) ~.'ОЖНО предСТЭВИТJ) в виде матрицы: 

('"' т. " "J • Т_ ! B+Y-Q U+ у+ 
в• - v_ ( 9) ~ И- ! В-У Z.+. 

х_ у_ z_ -! Bt-C 

из которой непосµедственно видны элементы всех отдельных 

подгрупп. 

Квадратичная форма (5) предстанлает сооой уравнение сфе­

ры (радиус которой можно считать равным единице) в четырёх­

мсрном ко1,,плексном пространстве с4 • Точка на сфере в с4 эа­
даётся сеwъю независимыми к~ординатаvи. Комплексные числа i~ 

могут быть зацисаны в тригоно:метричес-кой форме: 

~.= \.exp(i.~.), •"=~.e.p(-i~•)• Ymf.=Jm~.-0, (10) 
0-~~._"°1 o~v.~2.,,, 

причём переменные for. в силу уравнения ( 5) связаны соотношением 

( IIJ 

Уравнение ( II) предста~11яет собой уравнение сферы в четырёх­

мерном эвкли:иовом пространстве Е ,,_, :в котором точка- онре:целяет­

ся тремя не3ависимыми параметраии (координатами). Известно, 

что :в пространст:ве R 3; сущест:вует шесть- различных ортогональ­

ных крив-олинейных сjст·ем·· коорди:нат ~ с помощью которых можно 

определить точку в этом пространст:ве /I5/. Наиболее оО:щей си­

сте)i1ой координат в R 3 является эллиптическая. 
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Метрика на сфере в с4 с учетом ( IO) опреn.еляетсн сле­

дующим ооразом: 

ds' ~ d. •• c1.,•.· d.(; + \.;'d.~.'. (Ы) 

Так как комплексные переменные •oi: и z « выражаются через 

действительные переменные f01 и 1Pr1. , мы можем генераторы 

группы 11.(ft)( и соответственно и операторы ~1((.f,.)) выразить как 

инфинитезимальные дифференциальные операторы от этих новых 

переменных. После непосредственных вычислений из (бJ получаем: 

ri~ = ! "';'['lY·-YeiJ{ ult., - '[ f. ;у. • {; ;у,)}, (13) 

где через М«~ обозначены инфинитезимальные циqференuиС%льные 

операторы на сфере в R 3 , 

м.~=-•(1.; 1 , ). ( 14) 

которые удовлетворяют известным коммутационным сС'lотношениям 

' ' ] · ( " ' ' " ' ' )С 15) [м«~' Mr~ =- t. o"t"'il\&+ d~Mo."-do:rM!!o;~Sp,Mr1.&. 

Если обозначить три независимых пнраметра, определяющих точку 

в пространстве R! , через q1 , v" и q, , то, в свою очередь, 
шесть операторов А.,,~ можно выразить в виде диф:Ъеренцинльных 
инфинитезимальных операторов ст этих переменных, а именно: 

~ Th 
' ео:рt-б е ijk 'Ь ~i ё> ~j ? ( 16) 
м.~ = -i 

?k ~ "~-4- J.1,. Ht'). Ht3. 

~' Q~; 

где через н," оОоэначены коэфtЪициенты Ламе, определяющие мет­

рику на сфере в Е lt ·, 

( 17) 
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Если базис для представлений гр,упnы .S UC;J, построенный в 

виде неvриводимых полиномов от ковариантных и контрав8риантных 

векторов ~ и ~/3 имеет степень f и су в эт.их векторах, то 

его размерность D+. ( р, t) , как известно, равна /Iб/ 

D. (р, '!-) = k<P•1J(p+Z)(<J.+1)('!-••)(p+'/-'3)= 

= /, (2w+з)((.,,.+1)'-n')(<.,.+>)'-n'] • D.(...-,n), (IS) 

где вместо р и q. введены числа v и n согласно формулам 

...- = ~ (Р+'Т) , n • ~ (p-q.), Jn 1 "- .r. (I9) 

Смысл чисел ~ и n будет ясен 1Iэ дальнейшего. Размерности 

представлений в схеме р , q. и в схеме w- и п для группы 

!:1iIO показаны на рис. I. 

"' 

' 

-S-'i -2. -%_ -1 -i/t О 

Рис. I 

р 

• 

N(") 

&Н 

• •• 
." 
" 
8 

Число групп линейно-независимых полиномов (т.е. число представ­

лений) с заданным w- равно 2-w-+ 1 • Общее число состояний 

с эаданны~.1 1il"" равно .... 
С D• ( "'- n) = ..i.. (.,.н)(...-н)(..,.+<)(w+эt(2..-+s).С ZO) · 
_,..,"_,.,... 90 

8 



Полные наборы наблюдаемых на сФере в с4 

Как уже Оыло сказано, точка на сфере в с4 определяется 
семью координатами, полный набор наблюдаемых на сфере в с4 
состоит из семи квантовых чисел, которые являются собственными 

значениями семи диагональных: операторов, построенных из гене­

раторов Я; группы U(ft.). Пять из этих операторов известны, 

а именно, это оператор Лапласа (оператор Казимира второго по-

рядка) и четыре диагональных оператора, соответствующих диаго-.. " нальным элементам в матрице генераторов R f), , т.е. 

А (2.) • А <( А \!i ] 
С. =-2: A~R,,. =~[ptp+3)+q.(q.+3) = 1r('!ll'+3)+n~ (;Ш 

'А ... " i'""i. ~ .... 3 4А•• 'i 4 =n1, "iR 1 =n", 2:'Ai=n,, "'f ~==n,... 

В формулах (21) n,,. являются аддитивными квантовыми числами, 

причём lni 1 ~..,.. и 

пяти оператоµо:в в (21) необходимо дополнить ещё двумя опера­

торами, которые коммутируют между собой и также с оператора-

ми в (21). Эти два оператора построим в 
А 
n• 

номов, квадратичных в генераторах м ~ 

виде некоторых поли­

группы U(~) , исходе 

иэ следующих теоретико-rрупnовнх соображений. 

Система операторов (21), как правило, дополняется до пол­

ного набора операторов двумя операторами, которые представлнют 

собой Операторы Казими:ра второго порядка подгрупп, соответству­

ющих цепочкам подгрупп ( 3) или С 4), так как эти операторы ком­

мутируют между собой и с операторами в (21), 

" Оператор 
S1Ltt.) 

Лапласа, выраженный через генераторы. В р группы 

6 'в'•'• имеет со ственные значения: 2 Р 8
111 

= 1V'(w+a>.,... 
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Таким оDразом, в выборе этих двух до6а'вочных операторов 

имеетсл известная доля произвела, что связано со структурой 

цепочки подгрупп группы S1.l(!-). 

lUестнадцатипараметрическан группа 1L(i,..)· имеет четыре 

девятипараметрических подгруппы 1l..(з) и шесть четырёхпараметри­

ческих подгрупп 1(.(2.) • Каждая из этих подгрупп имеет свой 

оператор Казимира второго порядка, и эти операторы о6оэначим 

соответственно 

(t'I.} и с ('1.) 

как С~' и ( ('1.) • Так, например, операторы 
•Р 

' 11 
в данном случае имеют следующий явный вид: 

( 22) 

Аналогично можно выписать операторы Казимира второго порядка. 

на остальных подгруппах. Из теории rpynп известно, что вообще 

операторы Казимира каждой из подгрупп некоторо_й группы комму­

тируют с операторами Казимира этой группы,и,таким Ооразом,в 

данном случае имеет место 

[с"" с'~ 1 = [с">, с::: J =о. (23) 

Следовательно, два искомых диагональных оператора можно выбрать 

в виде некоторой линейной комбинация операторов Казимира :вто­

рого порядка подгрупп 11(3)и 'U(2)группы UU..), т;е. в виде 

" " "' ~ "t'J.) (24) 
F, ~ L а.." с~"' F, = L- а."" с •j> ' 

О1. •11!> 
где 10 параметров а..« и а... 111111 = а. 1111 представляют собой некото-

рые постоянные. Связь постоянных a.cr с постоянными а•Р опре-
А А 

деляется из условия, что коммутат.ор операторов 1="1 и .с;_ в ( 24) 

должен равняться нулю. Учитывая факт, что имеют место соотношен~я 
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[ с"' . ' 
[ с. ," с '" 1 . [ с ,,, с" "' 1 = о 

О1. ' Ol~ ~ ' «/& ' 
. (25) 

с.,,,] (с'''' c''"]+rc'<>1 с'щ}=о a•••r ti~ + р ' rd L .,. , •!Ь ' ," 1 

из условия коммутации операторов (24) находим между постоян-

ными а.« и a.ctf! простую связь, которая имеет вид 

Таким образом, наиболее общим набором диагональных операторов 

на сфере в четырёхмерном комплексном пространстве является си­

стема операторов: 

.,..." !"'1 1'• i'• 1 А" = n1 ~ i. R 2 ~ n'1. t 2. А 3 = n1 , 2.. R,,. =- ".tt-, 

С('"1 = i A;R~ = i[tA:)"+(R~)~+(R~)'"+(R:)'"]+ 
< (А А " /< ~ " 1' 1' А 1' 1' 1' Л " А " 

" .... R"A 2 -tR- 2 A" +н 2 n~ +А'А'+ R'A'+R'R' + R' А"+ 0 "А'+ ._ 1 1 1 2. 3t12. 2. 1. 1 3 .5 1 4 " М1 lf. 

~'1.,(111- "4"2. ~, .... ,,. .... ,,. ... ,] • 
+Н11-Н2+/:12й1t-+н,,.R, ... н~R,,. =- -W-(W-+3)+ n, 

~1 = -t а." [<R~),_.,. ( R~)'"+(R:)'2·i" R ~ R~ + R~ R~ + А i R~+ ~: А;.д:А: ~А~ R~ ]+ 
+ { о.." [(4~) 2+ (А:)~( R:)'-+ ~: 4: + R: R ~+А~ д ~+ ~:д:t R~A:+R:R~]+ 
+ t с~.з [ (А~)'"+ ( R~)'"+ (R~)~i> А~А~ + R ~А~ t R~ А~· R~R:+ R~Ai•Ai А~]+ 
+ 1 а.~ [ ( 4~ )1

+ (A;)'"+(R~)'"+ А~ R ~ + R; А~+ А~ А~~ R~ А~+ R~R~+ А~д~]С< 

+ i а.,а.1 (сА;>1+ <Rt>'"+ Al А~ ... RtA~]+! а.1а.• (<A~)'l.+ (R:)'"+ А; А~+ R~ R~] + 

• [ ")' '•)' • '• •• '•] • г.(я')' (.')' ~.'я' 'я• 'я•]~ +1а.1 а.• (А, +(R 1 +R~AstR,н1 +t.a.aC:Ч,.t,:n-t + R:a. +n,_ "t" 2. 

= 'l:; ::-l'l<t..n~n• (. <1.." а..2.1 a..s1 а..,.). 
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В формулах (27) собственные значения операторов F, и F, 
' ..,.. <.~,~) ) 

обозначены соответственно через Е. ". ":r. 
113 

n,.. С а.. 1 , а.2. 1 а.", о.,"" 

Очевидно, что эти собствен-

ные значения являются некоторыми функциями четырёх параметров а.«, 

зависят от квантовых чисел w и n« и,кроме тоrо, индексы J.. ,JL 

в скобках различают состояния с одинаковыми n1 , '/~, n3 , n+. и указы­

вают на взаимную связь этих двух собственнЬlх значений. 

Из полного набора операторов (27) можно получить пять 

других неэквивалентных полных наборов операторов, если рас­

смотреть частные значения параметров а.о,. Можно показать, что 

существует только пять неэквивалентных че:tстных случаев опера­

торов (27) /I?/. Для этого неоdход•мо рассмотреть случаи: 

а.1 = а.2. '#- Сlэ + а,.. , а..."+ a.'l..= 4.. 3 +ci11-, a..,f= a..:L + t:t.3 = CLf", Gl-f=a2~a~+a.~, 

а,1 '*' а.1 # а 3 < 4..z.,.-C>(I .Таким оdразом,важным фактом является 

то, что на сфере в с4 существует шесть неэквивалентных полных 
наборов наблюдаемых, которые в принципе можно использовать в 

зацачах, связанных с симметрией Группы 11..(1+-) или S U.{L,.). 

Эллиптический базис на сФере в с4 

Рассмотрим наиболее общую параметризацию сферы в четырёх­

мерном эвклицовом пространстве -через эллиптическую систему ко­

ординат. Алгебраическая форма эллиптической системы координат 

на сфере в Е, имеет вид· /I5/ 

~12."' (Q1-a.1)(Qi,-Q....,)(y3-a.....,) , 

С а..2.- а....)( а..'!- а..)( Q,1t- а..,) 

~:- (('1-0'.3)(f2,-Q:.3)(5>3'-a..a) 

( а.~- Q.'!)( а..- а.э)(~- О.3) 

<~-1-d.i)(f)2.-a.~)(~э-Gt~) , 

с а..3- a..2.)(<t ч. - a..2.Xi;:t-1- а2.) 

~2. - <~.-a.")(Q2.-t:t.,,.)(~3-Q..+) (28) 
с;,,. - - ' 

(~-а..,. )(Cl.:i..- а.,,.)(а:1.- а.,,.) 
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(~1-p1.)(f1-f).э) cL 1. 

Ч.(9t.-~з.) P,,.(<(i) ~i + 
+ <y~-fi)(f~-p.) d~'Z. Т (9э-~1)(2э-~::~.) d. :i 

Н~"~.1Р•(~,) ' 1-(q,-~J~.(~,) r, 'P.<q,)•0, Р,<9,)~О, 

Р, l~J = <q - о... щ -0-,)(q-a,J(q- "-•) "- q "- '}• q' + ~, ~·- ~,9 + 'З-•. 

Если: выразить генераторы М «i!i с помощью ~ормулы ( Iб) (и соот-
'• :ветственно также генераторы 'А/! :в формуле ( IЗ) ) через инфи-

нитеэимальные дифференциаJ):ьные операторы от переменных t.flr:1. 

из ( IO) и переменных ~' из ( 28), то из ( 27) получаем следующую 

явную систему дифференциальных уравнений: 

А~ · d r:, 'Z. d R" з J "'· '"' 1 =-1.~ ... = 2n •. , н 2. ... -i~ .... 2.n2.., 3 =-t 411 =2.11:?., А; =-1.%-- = 2п 
'!. / э Q lf!i, lt ' 

~ ;,g1. n(J " [('')'!. "2. 2. " 1 ('+)'J 1:"•"•-> ~. +(R,)+(RiJ+ R, =w-<w-.>)= 

о' '( ' • ' (у..,) D lf.1..) DlYэ) L n. 
-~=-+ --

(~~-~:i.)(~~--t>~) <.~'1..-v~,(~:i.-~.) <.~,-~,2(qь-~,) <с.-=-1 f: 

' (9si-9..,) D<.~:i) 

(9,-9,)lq,-9,) 

' 
l'•Y• D (9,1 

.<\>,-\>, )(q,-</.) 

' е.~. Dlq,J + 
(q,- 9,)(\>,-9,) 
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где чере:э 6(~> обозначен дифференциальный оператор 
' 'd ? D<~J = -u~(P,(~)?~) 

и в~~есто соОственных значений Е.. и !:' ввецены эквивалентные 

сос5с1·вснные значения Е и ~ , определяемые соотношениями 

- 4 2. • ,,. , ....... * 2.,,. 2.1. 
€. = t..- 3 1j.1 n + ~ nL a.cii:n«+Z. L a."n.i:; 't =-t'- tj-1 L Q.gi,Пoi;-t2.L, а.. n« . 

... "1 :!! ."" «•1 «"'-f 

Система операто·рных уравнений 11опускает разделения переменных, 

если ис~ать волновые Функции в ·виде произ~ецения . ' 
пп 
t1"1 k•1 

лw(.),.,µ.) 

n,n,n~n\ (."k) 

При этом функция 

диффер<ЗНЦИ<:iЛЬНОМу 

л 'lll"('A,~) ( ) 
11,11~ n3 n• ~ 

удовлетворяет слеzr.ующему 

уравнению: 

Если искать решения дифференциального уравнения (30) в виде 

• R ,...,..," < ) П (•- ._ >'"•' 11,"i.IJ~I')· ~ \" • ' ." 
то mункция R" (),.,~> ( \>) удовлетворя.ет обыкновенному 

'11Ma,h~h\ -

дифЪеренциал.ьнО•'У у µавнению 

{ Р.<~) ;;'~, •[2(n.+2)~'- (2G,+ ээ)~'· 2(~,+ ~,) ~ -(2.G,·~·1].f. + 
( 3I) 

+[-<11r-rt.)('111"-tno+8)\'2+ {f -ttn.t'1)~<i+ n;9-"} ~ - t'-t (2.no-t<1)Q 1 -

-2n.'},G,·~~+"~Ca.'-•-,)1} R...-,"м (~) <'-0, 
.-~ ~ "~"""~tt· 
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где для удо6ст"Ва введены обозначения:: no-=- ln11+1n-i.\tlh-a1+1rн"f, 

~ 1::. (а.":+ С!.3+ ct.1t )ln~ !+ (а..~+ о."+ 0.1) 11'1.,. \ -t (а..,..+ а.1+ о.'") 1 n3 \ -t- (а.'\.+ а.._+ а. 3 ) lni,.I,. 

4 '1. = (a..:i.~+ ""3tt.ч.-+ C4d2.) !ri1 I + ('1.3 а...,...,. a.,'f-a.~+ а..1 й..v-)1ri ..... /+(1t.+a..1+ ct.,42.-tai.~) !ri3 \f" 

+ (c:t., Q.~+ Q-i,4.3-+ а.~о...~) 11'1r,./, 

G'!i = a.2.a..з.ct.1t-ln11 ~ a.sa..,.a.11n1I+ Q...·i.a.~a.:i.111')\ i" a.1a.1..a.-atn"I. 

Ди:'РФеренциальное уравнение ( bl) относится к аиrТJ·ТJеренциальным 

уравнениям fiJ!acca Фукса с пnтью регулярными осоdыми точкаr.;и. 

Его можно охарактеризовать следующим Р - символом Гимана: 

а.2. а.!. а.."" 
о о о 

2 ltn.I 2.lri3J 2.ln~I 

Полиномиальные решения дифференциального уравнения (31) имеют 

вид ряда 

(32) 

следующему рекуррентному соотношению : 

r(r-2.w-э) Zr + { E-2.("W'-t'+1)G1+[<•-r.+2.)(w-r+2м • .,.2)-1Jt,} 2"_
1
+ 

"{-:С "("r-2r+5)G;-2na "- с;• ••с '] }7 2 •..,"-., .... 1 •"•CJ.i"L(11r-r-n.+2.)('ll"-r-",...'Э)-n" <!2. t:.r_,_-

- (-w-- ri.-r+з) [2 Gi + (-мr-n"-r+i,.) ~з J l r-э + 

+(W'·n.-r+")(1'1'"-n.-r+з)l:r_,.. =О, 

Собственные sначения l' и t: определяются и,з условия конеч-

ности ряда ( 32), которое имеет вид ~ l.-~n"+ 1 = Z ...,.'1"," .... 2 =О. 
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Для определения собственньrх: эначеr.ий ?: и t:= получаем систе­

му д.вух алгебраических уравнений степени .w--n":"'1 • Используя 

теорию исключения ~ля систем алгеdраических уравнений с мно­

гими неизвестными /IB/, решение данноИ системы двух алгебра­
ических уравнений с двумя неизвестными Е и 1:: можно свести 

к решению двух алгебраических уравнений степени ~ (w-n • .,.f)(-w..n • .,.1) 

для каждой переменной. Различные корни этих уравнений будем 

обозначать сиu:оолами (Л) и (.«-) соответственно. 

Таким образом н~трудно построить явный вид ненормированных 

собственных волновых функций системы диагональных операторов (27). 

Эти функции имеют вид 

fl ~:'"•le""•~•. п ( f: Zr ~:-n--r) 
ot•1 isi r"CJ • 

С учётом тождества, которое легко_ проверить, 

(~3) 

• 
' 11 ... iD( 
L е- а..,. « ., 

функции ( 33) можно переписать в другой форме: 

п" lnc~"" ot '"«~"" п..,._"_ ( ~ а:.« "'С( ) 
(•.) · (z) · L э - а. ' 

«="1 ".1 ""1 ,.. О( • 

где через -t;J,._ обозначены корни пол11номо:в в ( 33) ~ 

За к л.ю ч е ни е 

Итак, в работе на основе теоретиRО-rрупповых соображе­

ни-й построен наиболее общий набор диагональных операторов на 

сфере :в четырёхмерном комплексном nространстве. В принципе по­

строены также собственные волновые функции этого набора опера­

торов. Эта система операторов и собственных волновых функций 

построена с целью последующеrо применения к систематике 
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элементарных частиц на оснuве группы S1LC4) - симметрии, а именно~ 

с целью п-остроения масСового оператора и определения его соd­

ственных знаqений в отдельных суnермультип:Летах группы· .SU..C4-), 

Этот массовый оператор должен представлять некоторое общее 

нарушенvtе группы S'll.(Ч.) и долЖен бьiть аналогом массового опера­

тора из работы /S/ цля группы gU(з). На основе зтого массового 

оператора и правил сум-м для собственных значеr~-ий 

выписать ряд правил сумм для масс ч-астиц, входящих в суnермуль­

типлет. Поставленные задачи можно dу,цет решитъ,используя1 резуль­

таты. :данной статьи, но зто станет предметом отдельной раdоты. 
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