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~ Модель Изинга является одноИ из самнх и звестных модельных 

систем статистической механики и вряд ли нуждается в специальных 

комментариях. В качестве введения в задачу ограничим с я указанием 

классической раd.оты Онсагера 11/ и обзоров 12- 51 . Современное состоя
ние теории точно решаемых модельных си с тем и з ин говского т ипа в транс

фер-матричной формулировке отражено в книге Ьакстера /б/ • Недавние 
обсуждения различных аспектов модели Изинга см., например, в трудах 

конференциИ /?-9/ • 
В данном со общении обсуждаются новые методы вычислениИ в двумер

ных изинговских системах более сл ожных, чем моде ль на стандарт н о И 

прямоугольной решетке. Задача решает с я ' 1 ере з п ост ро е н и е предс тавле

ния для статистической суммы в виде инт еграла по грассмановым пере

менным; такие интегралы можн о т рактоват ь как Qункциона льные интегрl

лы по фер)о\ионным чис лам 1 IO/ • Ин т ег рал дл я с татистической суммы 
ока зывается гауссовского типа в случае решаемых моделей 111-16/ • 

Грас сман овы интегралы в модели Изиига применяли с ь рядом авторов, 

начиная с первых раб о т Березина /l 1/ и Фрадки на 1121; в последнее 
время такие методы обсу:цались в свя з и с п ро б л емами теории пол/131, 
Дальнейшие с сылки и обсуждение см., I-Iaпpн:лep , i J 5 , I6/и в об зоре 1 9/; 
I\ э тому cшiCi\Y следует еще добавить ор1;гuнальные работы Бугрияf 11/, . . 
где в задаче нрименя.лись два котлутируюцих J\.л<lcca грассмановскы не-

реrленных . 

Во всех раб отах этого направления обсуждал с я простейшиИ ва риант 

м оде ли - задача на п рямоугольноЯ решетке. Здесь мы р:J.ссмотрим вы

uисление статистической суммы (свободной энергии) для класса зa.JiJ.Ч, 

включающе г о мо дель Изиига на прямоуг о льной, треугольн ой и гексаго

IIЕtЛЫJ о й ре шетках fl? , lВ/ . 1\ ратко о О су:цает с я так:tе схема решения 
м оде ле й типа свободны х фермионо в Фана - Ву 119·•20/ и грассманизация 
( и ли фермиони зация) модел ей бакст еровс ~о г о т и па /б/ ( в по с леднем 
с лучае по лу чают с я н е rаус сов с кие инт еГРJ.lLI). Основ н ое внимание уделя
етс я рационал изаци и т е хники расчет ов . 

С о в ер ше н ст во ван ие и упрощени е методов в ычис лени й пр едставляе т 

б о %шой интере с в свя з и с рядом важныхн ерешенн ы х задач в теории 

и з и нг ов с ких сист ем. 

Прим ен яеыый . здесь подход являет с я мо дифицироаз.нным вариант ом 

метода 115 •161 , в ко торый вн осится одн овременно ряд обобщен ий и 

~
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унрощеюu1 . n частности , при рассмотрении обобщенных моделей , как оказыва

етс . .,: ,удобно факто;:шзовать не элементарные 6о.льцмановские веса/15 ,16/ , 
а спиновые полиномы , соответствухщие комплексам · таких весов . 

Зто позволяет существенно уменьшить число грассмановых переменных в 

интеграле для статистической суммы, причем сам интеграл оказывается 

одним и тем же для всех ·типов решеток fсм. ниже (8) и ( 24)). 
В качестве введения в мет од см. 1 51, дальнейшие комментарии 

приводятся по ходу изложения. 

При изучении обобщенных изинговских задач можно, видимо, приме

нять и другие методы, с теми или иными характерныыи особенностями 

в каждом подходе (см. /II -I4/ и ссылки в 115 •16/) • В 'IJ.CD!ocти, 
метод 114/ можно применить к некоторым изинговским моделям с диаго
нальныы перекрестным взаиuодеИствием, которые} п~ всеИ видимости, 

родственны моделям свободны х фер.~ионов 119 •20 * . 
~ Начнем обсуждение с задачи на треугольной решетке (рис.1б) • 

Такую решетку · удобно рассматривать как прямоугольную (рис.1а), в ко-
1 0роИ включено дополнительное диагональное взаимодействие в каждой 

элементарной ячейке. Будем нумеровать узлы решетки парами целых 

чисел С т, n ); m, n = 1, 2 , ... , L , где L- длина ребра 
решетки. В узmх находятся спиновые переменнне Xmn = :t 1.. • Общее 
число узлов и спиновых переменных N = L ~ ; в конце нычислениИ 
полагаем N7 оо , а в ходе вычислениИ будем пренебрегать гранич

ными эффектами, исчезающими при N ~ Do (как для 1::::.- ной решетки, 
так и во всех других с)\Учаях). 

Гамилыониан задачи на ~-ноИ решетке uoжew записать в виде: 

L L 

-1 н ll :::: L L: ( g_, Хжи x.,... ... ,n + g;J., XWJ+111 XW!t-'111+1 + 
1'>1=1 1'1=1 (I) 

+ lSo Х..",., Хvи+711-+-7 ) , j3 = 1../ !<'Т', 
при g о= О получаем задачу на прямоугольной решетке. 

Требуется вычислить свободную энергию f ь. , или, что то же 
самое, главную асимптотику (при /1/ ~ оо ) статистической суммы 

z ll = L е-;В н - Ь. = е- N ,~ f А 
{хм .. =±1} 

- J f ~ =- [ ~ fn Z t.JЛI~ ею 
---------

' 

*)Автор благо.в.арит А.И.Бугрия за обсуждение этого вопроса. 
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Рис.1. Различные дВумерные решетки: (а) прямоугольная; (б) треуголь
ная; (в) гексагональная • 

В выражении для Z 1:. производится усреднение матрицы плотности 
е -jJ НА по всеы спиновым состояниям системы. в дальнеИшеu будем 

иrn о ль зова ть нормированное спин о вое среднее: 

SP 
( х.) 

{ ... }=П{iL: (. .. )} 
(тп) х...,.,= ± 1 

(J) 

Гамилыониан (1) будет удобно рассматривать как сумuу по "элемен-
тарным треуrольникаu" из связей между спинами Х т.., , Х т+ 1 n , 
Х М-+111-+ 1 (см. рис. 2 б), приписывая всему треугольнику индекс 

( М 11 ) • Для упрощения записи введем локальную нуыерацию и для каж
дого фиксированноге ( n, 11 ) обозначим : х 1 = х 1'1.1 n' х2.. = х t>1+1 n, 
Х 3 = Xm-t 1 n+ 1 (cu. также рис. 2б), в соответствии с правилоu: 

(х1, XQ, Хз)..,.,n = (x.,.,nJ xi')H1111, Хrи-+111+1). (4) 

Матрицу плотности в ( 2) можно тогда рассматривать как произведение по 
всем "треугольникам больцwановских весов" вида: 

( 

g1X1X'l.-t €2 Х'LХз + ВоХ1Хз) 
е ..,.,~ ( {1

2 
)mn (5) 

которые и будут играть роль элементарных весов в дальнейшем. В случае 

прямоугольной решетки ( € о = О ) , вместо "треугольника" имеем "угол~ 
см. рис. 2а. В промежуточных выкладках индекс ( mn ) будем иногда 
опускать. 

Воепользуемся теперь известным равенством'*) : 
------ g 

*) Очевидно, е r = ch g ±. sh g ; поскольку (х;~)= ± 1., 
тождество справедливо. 
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Рис.2. Локальная нумерация спиновых переменных и больцмановских 

весов для трех типов решеток. 

е g Х i Xj . = сА, g -t- Xi Xj · S h g -

( 1 - t ~) -1;2• ( 1 + -t х i Xj ) ' t = th Е 
Тогда для (5) можем записать: 

е g1 Х1Х2.. + €2. Х2.ХЗ'-t- go Х.-,У-. 3 . 
1 1 -

2. ):..I( .J-'2.. )-z ( · 2. )--r ) = ( 1- { ,1 , 1- L 2. .1- t о ( 1 + t 1 Х 1 )(2.. 8 

11 (1+ i:L Х2.Хз)(-1-г to Х1Хз), tj = fh ~j;, 

(б) 

(7а) 

перемножая, ддлее, факторы с учетом свойства Xj = + 1., находим: 

(1+t1 Х1'Х2.)(1+ t2 Х~Хз)(1+iо >'1Хз)-

+ 

(1+ io-/:.1-/:.2..) + (i1+totz.) Х1)(2. + 
(t~+"tot.-,)'1-2..)(.3 + (to+ i1t2.) )(1)(3. 

(76) 

Отсюда следует, что задача на ~-ной решетке ~риводится к вычислению 

приведеиной статистической суммы вида: 

Q = Sr{ п (о<о+ o(1·X1X2-t ~2.·Х2.)(3+ о(~,· х..,хз) 1-(В) 
(х) vnи ""'"'), 

где усреднение .::;,р определено в (J), скобки ( .. • ) 11>1 11 раскры-
ваются по правилу ( 4), и г де, в с луча е ~ -~ой решетки , 

ol.o= 1+"toi.1+2.? о<1= i1+to+2., (9) 

е>(~= i~+toi1 , tЛз = -to + i:1t:2.. 
Полная статистическая сумма и свободная энергия для D.-ной решетки 
выражаются следующим образоы (см. ( 2) ): 

·1 

, 

Z А= ( 2 R А ) 
111

• Q_ ь. :о • (Io) 

-_ftfD. = ~(2Rь.)+.().;fJv..Q~J,v~ 00 , 
rде Rь = (1--t~)-t(1-t~)-2 (1-t~)-t и G.ь 
поЛучается из G- (В) при подстановке (9); -tj = +/., Cj (j-=o,1,2); 
двойка появляется в (IO) из-за нормировки Sp (J). 

В частном СЛУЧае То =О получаем отсюда прямоугольную решетку. 
Условие t о = О не меняет структуры (tO) и не влияет на ход даль
нейших вычислений. 

Покажем, что и задача на гексагональной решетке приводитс я к вы

числению G.. (В). Такую решетку можно РJ.Ссматриватъ как составленную 
из трехлучевых "звезд" (см. рис.2в), при этом спиновые переменныв 
удобно разделить на два класса: для данного ( »"~n) в центре 3-звеэды 
располагается переменная ~ rnn , на концах ЛУЧей J8СПолагаются пе-
ременные Х""'.,, Xm+1 "' , Xm+-tr~+1 (рис. гв).с 
точное тью до граничных зффек т ов имеем равно е число N перемен ных 

Xrn"' и переменных 'j ~->~n , общее число спинов ~ N • Гамиль
тониан гексагональной решетки можем тогда записать в виде: 

- j3 Н 1) = 6 [ g., ~ W1 ..., Xm "' + В 2 1/J ""., Х m 1- 1 ~'~ + 
V>IYI 

+С?,~""'"' Xm+1n+1 ] 
Вводя локальную нумерацию (рис.2в): • 

(II) 

(I 2) 
(~о' Х1' х~, Х:, )WIVI= (\:Jm..,, Xm,.,, Хм+11?, xl->1+1n+1)7 

имеем злемен тарный больцмановский вес: 

(~Jтn (е €.,1оХ1+€2.~оХ2-+- ~з~оХз) _ 
- (IJ) 

\N'I)'\ 

= [(1-t~ )-~(1-t~ Ji(>~- t; 5~( 1+ t 1 ~о У.1 )( 1-т tдо 'Х2. )(1-t tз ~о Хз)} ""'"'. 
Заметим теперь, что переменная (~о Jmn = 'tJ ,...,,., с данными (tиh) 
входит в единственный вес (IJ) и не встречается в других весах. Можем, 

позтому,просуммировать по всем I.Ji'>'ln независимо в каждой конфигурации, 

что дает: 

.1.. .z= ( 1 + t1 Х1 ~о){ 1+ t:~.- 'Х2 CJo )(1+ fз Х3 ~о)= 
2- ~о=± 1. 

- 1 + (t 1 t~) Х1Х2 + (t2tз)X2X3 + (+1t3)X-1X3 ; (!4) 

поЛУчили трехспиновый полином, аналогич ныll по структуре (7б), и задача 
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опять приводится к вычислению G. (8). Учитывая, что общее число 
спинов на исходной решетке было ~~ N , для полной статистической 
суммы модели на гексагональной решетке получаем: 

Z * = 2 !2.-N ( R Q ) Л!· Q_ Q > (15а) 

R. 0 = (-1-t~)-~(1-ti )-t(1-t~ )-t, 
где G. 0 получается из (8) при подстановке: 

d..o= 1., o<1=+..,t2.., t?(~=t2.tз, o<3=t1"t3 ,(15б) 

здесь "tj .= th €j, где ~j- параметры в (II). Для свободной 
энергии имеем: 

-j3 f (1 
-<..11"" lfV---rU<J 

1 
21\1 lvt z 

"'1\J-700 = 
(15в) 

~ 2 + ~ -fм_ R ~ + ~N tи_ Q.. о \ Л/~ оо 
:з. Для явного вычисления G... (8) переИдем к построению г~ссма-

нова представления для G.- • ::Jта задача решается в духе зеркальной 
грассмановоИ факторизации 19 •15 •161 . В качестве введения к дальнейшим 
вычислениям см. 1151 • 

Начнем с факторизз.ции трехспинового полинома - элементарного 

больцмановского веса в G. (8 )~ 

( сп ) = (о<: о+ о(.., Х 1 '1.2. + о< 2 'Xf.'/..3 + о< 3 Х1 Хз \ (16) с/'12 3 и-, n Jmn • 

В дальнейшем индекс (mn) фиксируется и явно не выписывается. 

Для факторизоции (1 6~ достаточно будет ввес ти только два сорта 
Г!}J.ссмановых ilеременных * . С э тоИ целью будем искать полином {}>..,2. 3 
в виде: 

fl'1Q3 - (o<o-z )+ ~(~ Х 1 +Х2)(х2.+ о(22.х3) (17) 

о< о + о< 1 х1 х2. + х о( 1 d.z 
1)('2. 2. Хз + -'Z- Х1 Хз 

' 
видим, что ~ надо выбрать из у~.:ловмя о( 1 ot2./Q. = гХ з 
в .п.а.льнеlurе'w считаеw тождествевно о( 1 o('L 1'2 = ос 3. 

*' при прямом о6о6щеШ1.и метода / IS/, как и других rюд.ходоi ~~ 
А- нoii: решетки потребовалось 6u 6 сортоD переменнuх ( сы . такr.tе 9 ) ; 
даже для прямоугольной решетки здесь вводится 4 сорта пере!l!еннш. 

( ) 

Далее, вводим две г~ссмановых переменных с, С и опре)'.еляем 
усреднение с гауссовским весом: 

s р С . . . ) = S ~с "" с. е л с с ( ) (18 ) 
(С) . . . " 

где .:Л - паiJ8.метр. Грассмановы интегралы определяются как обычно 
(Березин /IOl ): f~c.·1= О> folc·C= 1, fclc·1=0,folc-c= 1.. 
Переменные, как и дифференциалы,антикоммутируют на ноль; при этом 
с~= С '2. = о • Из элемаJтарных правил интегрирования немедленн о 
следуют Пj:6вила усреднения для (18): 

S' р ( 1. ) = л ' S' р ( с с ) = 1..' (1 9) 
(С) (с.) 

Sp (с) =о, Sp (с)= о; 
(с.> (с.) 

сохраняются только четные степени переменных. Воспользовавшись пред-

ставлением (17) и правИлами (19), можем факторизоватЪ ;?"72- ~ 
следующим образом: 

j;'l3 = (d.o-2)+ Z(~1 Х1+Х2.)(~12_+~Хз)= 
6 t.- ( <!О ) 

J (olo-~)cc[ (d ~ 
dcclc е 1 + C.Vf i X1+)(2.)je 

[ J S 
d.o С С 

60 1 -+ с Гz ( х~ + о(~ х3) = q с J с е 8 

е ( 1 + с. 1-i х1) ( 1 + Гz (с+ с) х~ )( 1 + с ~ )<2. ) ' 
. о( 1 o<!L 1 ~ = ol... 3 . 

В по~ леднем равенстве получили желаемую факторизацию, когда все три 
спиновых переменных распределены по отдельным факторам /l5/ • 

Можем провести <tвкториэацию ( 20) во всех узлах (УУ1 n) , вводя 
в каждом у зле пару независимых переменных С""'.., , с ....., ..., , что 
дает: 

(~'LЗ )vиVl 
( 20а) 

1 
о< о Cw,.., с...,..,{ 

= о1 с о~. с е А ( f) 
~п ~~ mn 

A('L) дlзJ } 
rn + 1n т +нн 1 

' 
где 

7 



"(1) = 
Г\ w. n 

ol.1 с 1 + vYJ; Хvи11 mn , 

А (2.) - 1 + --{f(c . .".,+Cw,n)Xrn+1n, 
(20б) 

- m+111 

{3) 

АW1+1•н1 -
()(2. -

1 + ~ С mn Xm+1 n+1 

индексы у факторов здесь соответствуют индексу у сnиновоА nеременноА. 

Произведевие(Р1 2.3 )rn., по врем (m n) юе:т 1.щтрицу nлотвости 
для C?l (8). Мы могли бы nросуммировать в этом nроизведении no каждой 
nеременноЯ Хтп в отдельности (nодобно суммированию по ~о в 
(I4) ) и nолучить чисто ГIJiССманово nредставление для Q._ , если бы 
в nроцессе суммирования имели рядом факторы с одинаковым индексом 

( Wl Yl ) , содержащие одну и ту же пер еменную Х ~., • Это треб ов а!Jие . 
осуществляется за счет "зерRалъноi1 "перестройЮ1 всего nроизведения' 15~ 
I3озможностъ зеркального уnорядочения , MCi::JIO, видимо, рассмат-

ривать как у.ниверсальное с воllство ,щ~умерных npoc транс тв, 
Выделим общее усреднение no всем грассмановым nарам, которое 

реализуется nри nеремножении (J>-1~3 )WI"' : 
~ { } J ~oCWtn Cw.., f (21 ) 
~р ... = п olcW\..,ol.c.",\'1 е \···} . 
(С) мv. 

Для матрицы nлот но ст и имеем: 

6.. - П (С{) ) - S { П [ (1) A(cz.) А щ l~ Q - J12.3 тн - Р m Aml1 WJ+1YI m+H1+1j 
MY'I (с) 111 

( 22 ) 

Отдельные факторы (20 б)не коМмутируют, но тройки , составляющие 
(fttJ2:3 )mп• тотально коммутируют nод знаком среднего ( 2I ), nоскольку 
содерzащиеся в них линеИные по С INII'! , С.",., члены эффективно рав
ны нулю, как следует из nостроения. 

Иmользуя это обстоятельство, мопо nерестроить (22 ) к виду, 
удобному для суммирования по сnиновым nеременным: 

n м _ __,_m~---

Q = Sr {· n r п Al'?>) • П д(2-) А(1) l} ( 2з ) 
(с.) (n) L(W!) mh (Win mn rnи J ' 

где в квадратных скобках т -nроизведения уnорядочены в наnравле-

ниях , указанных ст релками, и квадра тнъr е скобки в цел ом уnорядочены 

no V1. с ростом V\. слева наnраво; nредставление (23) 

и 

эквивалентно (22 ) с точностью до граничных эффектов . Преобразован ия, 

nриводящие от (22) к зеркально-фактоР.ИЗованному nредставлени ю (2J) , 
совершенно аналогичны nроведеиным в 7IS/ (фактически, с точно сть ю до 
обозначениИ), и мы не будем на них здесь останавливаться. 

Усреднение CI (23) no { XVY~n ~ сводится . к суммированию по 
отдельным Х тn в следующей форые: 

S р \ А ( з) А с2.) 
( Xm п ) 1 V11 

11 т n 

А (1) } 
»11'1 ' (2за ) 

- . ~ L: {(1+ 
xl->1",= ± 1. 

сХ'2_ - ) Uf С ж~1 n-1 Хтп ~ 

• ( 1+ vy (с..,_,_ + с ..,_1 ") х .... }( 1 + Jf с..,")(.,")}~ 
- 1 -i- (С h-1-'11'1 +С m-11'1 }( о(1 CW~"'- r/2.. С WJ-11'1-1) + 

+ o(Z2. C..W~-1\11-1 Ст~'~ -= ~F { о<з C..rn-m-1 Сvи~"~+ 

-+- (Cm-1h + Cm-11t1J(o<1Cvиv.- о<2.. Cm-1n--1)}, 
здесь сразу учтено, что ot-1o<'2./2 = с:Х:з • 

В самом деле, nри данном n на "стыке" т - nроизведениЯ в 

(23) уже ныееы исходную троЯку факторов (23а) с m = 1.. ; выполняя 
усреднение,nопучаеы коымутирующиА эксnоненциальный множитель, 

который выносим "за скобку"; затем суммируем по Хт"' nри т = 2 , 
и далее \'У\ = .3, 4, ..• , L, для юн н ого 1'1 , и все заново дпя 

других n 
В результате дпя Q.. nолучается чисто грассманово nредставление 

в виде nроизведения факторов (24) с усре,днением (21 ), или в явном 

виде: L L L- L 

Q = j ~~ 1 ~_, ol C~n d Cm\11· -QJ)(p { ~1~1 [D<oCrn~Cmп+ 
-+ ( CW! - 1 n + С m-1 V! )(о< 1 С И>1 п- о/.2 С rn-1 1'1-1 ) + 

+ о<з Cm-1n--1 CrnV\ J}, (24) 
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где считаем: 

Cl't1o=CmL ? 

Cvиo=Crnl-, 

С.ои = CLVI 
' 

Cc>n = С Lh ( 2 4а) 

Здесь мы явно выписали пределы суммирования по Im, VJ и ввели гранич-

ные условия для грассмановых переменных (24а) *). Таким образом, 
получено представление для полиномиально!\ статистическоИ суммы Q. (8) 
в виде гауссовского интеграла по грассмановым переменным; как и обыч

ные гауссовские интегралы, такие интегралы легко вычисляются /IO/. 
Квад{Втичную форму в ( 24) будем в дальнеИшем оозывать "деИст

вием" и сбозначать S . При этом, ввиду дальнеl\шего перехода в 
импульсное представление, удобно сдвинуть индекс (V\'1 n), принимая 
за независимые переменные С on, Con, С".,0 , С mo и интерпретируя 
переменные с индексом L в соответствии с ( 2 4а). ДеИствне можем 

тогда записать в виде: 

L-1 L-1 .s = L: z:::: [о( О с~и c~VI 
М=О 1'\=0 

о( 1 с. Wl+1r"1 с т У! 
(25) 

сХ. 2 с Wl У\ i-1 с т У\ о<'з C.w.+1n+1 С t.-мn + 

+ о<,., с\'>'1., CW1-t1V'I -+- о<2._ cVYIVl CVYJI-1+1 J 
_h Для вычисления интеграла с деИствием ( 25) делаем преобразо

вание Фурье (переход в юшульсное представление): 

с 1-Vll'l -

1 L-1 L-1 +i2.:[(Wip+n~) 

L~o f=o Cr9 е (2ба) 

С mп 
-1 L-1 L-1 

гZL. 
Р=о 9=-о 

- e-i d2.7C с С f9 -г w.p -tnq) ( 2бб) 

Можем принять С pq , С pq за новые не зависимые переменвые и пе-
ре!\~ от интеграла по ol С Wlи , й С ....,., к v.нтегралу по d Cpq 

с\ С Р'! • В си л у унитар но сти преобразо ван ия Фурье, Якобиан п ере-
-----------

*)в процессе построения ( ~ 4) мы не ~ ледили детально за гранич
ными членами, допуская аппроксимации на границе , что несущественн о 

при N =- L ~ ~ DO • !\ онкретиза.цию суммы по (т n) и гра-
ничных условиИ в ( 24) следует рассматривать как еще одну аппра<симацию 

на границе. Более т о нкие методы расчетов, по зволяющие н е п ренебреrать 

гранжными эффектами, см. в /lб/ · 

111 

хода равен 1. Подставляя (26) в ( 25), для деl\ствия в имnульсном пред

ставл~нии находим: 

L-1 L-1 • !!L1rP . 2.1r'l 

( 
,_ ~~ 

сХо- ol1 е L_ o{'Le L S= Z:L. 
Р=о 4=0 

[ Cpq Ср~ (27) • 

Ц (P+'J)) о(з е . L - cp'j cL-PL-'1 

. 2. ·г~ 

о(1 е' -
. 2.ТI'I - е, ----z=- ' С L-PL-'1 С P<t о/..!1.. J 

Заметим, что когда точка f = {Р, q) пробегает всю периоди
ческую решетку, точка- f = (L-p, L- tj) пробегает ту же решетку 
в обратном порядке. Переменвые с индексом f и - f взаимодеИст
вуют в ( 27). Выпишем явно часть интеграла для Gt с деl\ствием ( 27) 

попеременным C.f> С f J С-+~ C-f с данным фиксированным f 
(считаем f 4= - f , все переменвые тогда не зависимы): r: = jd.cfJ.cf~c-fJ.c_f • .vxp {л; c1 E:f + 

*" -t л f С-;. с --F ( ... ) с 1 '"')- J 28) 
(,.).f-CA>f С;С-;- Wf-{J.).; C-fCf], 

где обозначено: 
i '21ГР ·, 2-Лq . 2."К (Р ) .... ~' _/ е /..... е -с е 1 --с- тtJ 

l'.f =ело- "'1 - o("l.. - d.3 ., ( 28а) 
- j 21ГР 1 j 2.7r') 

иJ.f - о<:1 е -т-, u)f = o<.rz. е L j 

""... * '*" 1 
f\ f = :А- f ' w f = c..J- f ' w f = U)_ f 

В оставшуюся часть общего интеграла представленные здесь переменные 
уже не в~одят, интеграл факторизуется в nроизведение интегралов ( 2 В) 
п о всем различным парам ( f; - f ). Мы исч ерпаем все такие пары, если 
переберем только половину значениИ .f ; если же возьмем произведение 
вообще по всем f = (р, q) , О Ь. Р, q ~ L - 1.. , то каждыl\ сомно
житель будет учитываться дважды, и мы получим квадрат статистическоИ 
с уммы*)· . L-1 

G.2. = п 1~ -
f==O 

L-1 L- 1 

~o~o{I~} ( 29 ) 

---iJn::: *Рассуждения, прив одящие к ( 2 9 )-(ЗI) справедливы с точностью 
до нескольких возможных особых случаев, когда f = - f . Соответству
ющие ин те~рв.лы следует вычис лить отдельно, и оказывается, что их 

квадраты п равильно представлены в (ЗI). 
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Интеграл I~f можно вычислить различными сnособами. Наnример, 
оставляя в эксnоненте диагональные члены С f С f и C-f C-f , разла
гая остав~уюся часть в ряд и nрименяя nравила отбора тиnа (19), 
находим * : 

I~ = 'Af 'Af: + (c,J:f-6.); )((л)f- -(А)';}= 

cl о - о< 1 е , -с-- cX'l.. е, L - d. з е, -с P+'J - зо 
1 

. 2.1r р • 2:7~'1 . 2.1\" ( ) \~ ( ) 

/, . ~7[р • ft1r'f ( fl.. 'L 2. .-~2.) 
1 d-1 d9.. $1h -с- S1Y1 ---с- = о<о -t- d.1 + р(2. + "'.з -

~ (dod.1- d.2.dз )UJ!; 2-~Р -.2 (doc<z. -o("'. o(з)c.os 2.~4 

.2. (do d3- о<'1 ~2.) vos ~ {Р+~) . 

Таким образом, с точнос тью до граничных эффектов, исчезающих 
nри N == L ~ -7 оо, для Q., (В ) имеем в явном виде: 

Q = Sp { П (о/. о+ сХ 1 Х ....,., Хm+н1 + d.2. Xm+111 Xm+1 11+1 + (Х) h1V1 \: 

+ о( 3 Xrn.., xWJ-+1n-t-1)} = {~"0 q
1

0 [(~Х;-+о(-~'2..+ ( 31) 

Q. Q. ) ( ) Q/(p ;- о( 2.. + о<. 3 - ~ doo<1 - ~2. dз w.s ----с:- - у2 
- Q (o<od-.2- d.1C!<3)c.o~ ~:t:j - ~{do D(g-o('1o<2.)CAs~(P+tj~1. 

Логарифмируя и nереходя к пределу N = L~ ~ D<J, для соответст
вующеn с во б одно!! энергии не~онщ лени о получаем: · 

- ~ f G.. = ( .i_ tv. Q.) = (32) 
../ N Л)~оо 

L1\" 2.7[ 

= tf~w1j~(A)2. ~ [Cc~~+o(;+c(i"+c<~)- 2-{tio~-~-
0 ~-тr: 2.7С 

- Q, 2 olз )cos c.J.., -2,(t::<oo/'l-o(1o<3)lЛ>s C.U2 -2 (dоdго<'1d2.)Ц>.S(Q1-+~~
Формула (32) содержит в себе явные выражения для свободных энер

гий на прямоугольноИ, треугольно!! и гексагонально!! решетках; эти слу
:_а~~:rются при конкретизации d. j через nараметры t j =о +h 8j и 

J ;х.)Можно было бы воспользоваться общей фо.\)lулой (Березин /10/): 
dz d z е 'l А 'l = d e.t А ; в дан н ом случае имеем простейшиl! 

детерминант второго порядка. 

12 

учета нормировочных множителей R , см. фор.~улы ( 9), (10) и (15). 
Проводя вычисления и учитывая элементарные тождества: s h 2С ~ 
=2.t/(1-t~), ch2.g=(1+t2-)/(1 - t2-),t:th В, для 
п олных свободных энергий нахо,JЩм: 

2:1Г . 
17 1 (fo/(A)1dt.J2, () [ l (33) -}fo = Ut2. + 2.11 (21L),_ m С1С2.- .S1 UJsw1-Sz. wsw2.J ; 

. о т . 

-.f fь. = , ~ ~ + ~ fftJci~~~ h. [Со С1 С2- -т So ~1 $'2 - сз 4 ) 
- S1 WSU>1 -S'2. U>$r.A>2.- ~о c..<>S(lJ1+w2.)] ·, 

~:тт { 
- R f() = ,еи 2 + .i. rr d{..)1dl.Vt. tи.. .i_ [с с С -t 1-
г 'i ~J ( ~7L )'l. 2 1 2. 3 ' 

- S1S2.c..os. LJ1- S2.~з с..о~ w'2.- s1s3 ws. (LJ1+w2.)JJ, (35) 

где Cj =: с/, 2. gj, Sj· = sh 2. gj , gj- параметры в соответствую
щих гамилыонианах. 

Формула ( 33) для свободной энергии на прямоугольно~ решетке 

nредставляет собой знамениты!! результат Онсагера 1110 Обобщение 
на случаl! треугольно!! решетки (34) было впервые ~1 убликован~ несколь

кими авторами в 1950 году в рамках транс'е~-матричного формализма 
( см. обсуждение и ссылки в обзоре Сиози 1 1 )о Результаты для гекса
гонально!! решетки (35) в канонических подходах по~чают обычно из 

формул для треугольно!! рапетки, применяя соотношения "звезда-тре

уг о льник" /б •17 1 о Подробный анализ модели Изиига на треlгольной и 
гексагональной решетках б1:1л позднее п~оведен Стефенсоном 1 8( в рам-
ках комбинаторного метоца пфаффиана 1 1 • · 

Можно сравнить классические методы решения рассмотренных з~дач, 

требующие весьма трудоемких вычислениR,с по-существу · элементарньш 

выводом гауссовского грассманова представления ( 24), о·тку.,ца неwед
ленно следует явное выражение для Q..., в универсально!! для всех ре
шеток параметртеской форме (31) о 

5. Рассмотренныl! выше метод вычисления статистич 'ескоl! су~Шы 
трехспиновых полиномов (8), СЗ!f легко обобщается и на модели типа 
св ободных фермионов Фана- Ву 1 9 •201 • Эта модель является спе
циальным решаемым случаем класса В-вершинных моделеl! 161. Сюда же 
входит и более сложная модель Бакстера 161 • Модели этого типа можно 
п ереформулировать как модель Изиига на nрямоугольной решетке с пере-

с екающимися диагональными и 4-с.шшовЬIМ вэаимодеl!ствияыи, покаэан-

ными на р~с. 3 (смоподробнее /б/ ). · 
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В такоl! ФоJI.!улировке задачу можно привести к вычислению статис
т ическоl! суммы для четырехспиновых полиномов: 

Q = f!) { D~ с р123Ч) W1~ ~ , ( Р1'2'5Ч )»1h = . 

( 
(36) 

= 1 + ., ~ j ~ 4 f; j Х; Xj + f 1'1.. ~ ч Х 1 Х 2. Х з Х ч ) rn ., , 
где локальная нумерация (1,2,3,4) связана с ну

мерацией по всей решетне в соответствии с рис .3. 
При специальном соотношении ме.щду параметра

ми f.j , f 1234 для Q, можно построить гаус
савекое представление , в общем же случае пред

ставление получается негауссовское. Чтобы прояс

нить имеiСЩИеся здесь возможности, рассмотрим 

вопрос о ri.а:кторизации че.тырех спинового пo;nrnoмa 

m~~~ 

1 m+1n mn 
Рис. 3 

в общем. виде. 

Введем '~ грассмановых переменных С 1 , С1., С 3, С ч и опреде

лим нормиров анное среднее: 

?:: GJ;j С; Cj 

J d С4 d С 3 а Cz. d С 1 е н• ( · · · ) 

<···)И)= jd d d IC e~ШijC;Cj 
с4 с3 с2."' 1 J71 

' (J7) 

где L.J ij - пар3.метры • .::>удем искать ff!,fl.. 3 Ч (36) в Факторизован-
ноИ форме: . · 

:Я2 3 ч = ((1-t A1X1)(1+A2.X~)(1-t-Aз.XзX1-tA'iX'4))w= 

= 1 -t- ~ (А; Aj '?с . .) Х; Xj + <_ А1 А2 Аз Ач) Х1 'l.z Хз Хч,(зв) 
J"71 

где Aj -некоторые линейные фOJI.IЫ по с1,с2., Сз) с4 • Если пред-
ставла~ие (Зб) в виде (38 ) возможно при како:\1-лисо выСоре UJ ij и Aj, 
то задача решаема ( в полно!! аналогии с проведеиным выше вычислением 

для (8) ) , Пщnметры W ij и Aj всегда можем подоСрать так, чтосы 

было: fij = <А; Ai'; (А) , при этом f 1234 = < А 1 А2. А 3 А 4 )w, 
но по теореме Вика: 

< А 1 А2- А~ А4) = <А1 А2. '><АзАч '; + (А2 Аз'><А, A'i ')- ( 39) 
rn , - <.А1А3')zА2...Ач). 

Это ОЗ!В чает, что .г 123 ч представим в виде (38) , есди у довлетво- ' 
ряется условие: 

f 12ЗЧ + f13 f2ч fн. fзч - f14 f2.3 = О (40) 

В этом случае для Gv (Зб) можно построить гауссово представление 
и вычислить ин тегJR л. 

)4 

Условие (40) неизСежно возникает, если Серем затравочное 
действие в f37) квадратичным, как следствие теоремы Вика, Следуя 
Фану и Ву 1 9 ,201, будем .называть условие (40) условием "свосодных 
фермионов", В случае свободных фермионов изинговская задача fЗб~ 
эквивалентна трансфер-матричной задаче свободных фермионов 1 9 • 01. 
Эти вопросы оСеудим подробнее в дpyrol! раСоте; приведем здесь только 

некоторые результаты, 

При практическом вычислении G... вместо (37) удобнее исходить 
из ненормированноrо среднего; в качестве А j можно взять пр ост о 
С j , параметры гауссовского веса при этом нетрудно подобрать так, 

чтосы Сыло f;j =<с; Cj') . В результате можно получить для 
Q. (Зб) (при выполнении уеловил (40) ) nредставление: G. = 

= J ~ е_ S о , с действием: 

{ f 
(1) - l2) f ('2.) (3) " (3) (4) So = .2: 12 Смn cl'\11'1 + 23 Cl'l1nCI'I1n + tзч Crnи См,.,+ 

mn 
(1) (4) ( 1) (3) - f (2.) (4) -+ f 14 Сw.п Сжvа - f13 Са-ии Ст.., fl.Ч С".,~~~ с....,.., 

(1) 2.) (З) (Ч) ( (1) (2.) ) 
Cw.VI С~-1У1- Cm-1n-1CI'>1n-1- Cw.V1+ C...",-1h • (4I) 

. (с (3) + 
W1-1 n-1 

(4) ) } 
С mn-1 • 

Если же не накладывать огр3.ничения (40), то можно воспроизвести 
полином (Зб) в факторизованном виде, подСирая негауссовский вес 

при факторизации и нарушал, тем самым, теорему Вика. В этом случае 

получаем действие ( (1) (2.) ( 3 ) (4) ) 

Cl = S + L ~·Caм..,CI'I1nCmVICWIVI , ( ) 
1-) 1. о ""'"' . 42 
6.. = f 1 2.'!>Ч + f1?. fzч - f-12. fзч - f"ч f2. 3 

Ве л схема Сеэ труда оСобщаетсл и на неоднородный случаl!, когда в 
(Зб) f ;J· зависят от ( mn ) : f i'J. ~ f ~-n) ·, 

. . ('12.34) Jто приводит просто к зама~ е f ;J· , f123 ч , д на f с tJ J f 
rnn ) mt1 ' ~ ~n в (4I) и (42). Негауссовские интегралы (42) с t::.. + о 

соответствуют оСщи~ В-вершинным моделям, включал и модель Бакстера, 

однако не известны регулярные мет оды вычисления таких интегралов. 

Поиски таких методов представляют, конечно, болъ11ой интерес. Среди 
прочего, зто могло бы nривести к точным результатам для двумерноR 
модели Изиига в иенулевом поле. 

Автор выра:mет благодарность 1! .Н. Боголюбову (мл.), А.И.Ьугрию, 
В.Б.Приезжеву и А.С.Шумовскому за интерес к работе и ценные 
о с суж.в;ен и Я. 
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Плечко В.Н. Pl7-85-927 
Методы вычислений в двумерных изинговских системах 

Предложен метод вычисления статистической суммы и свобод

ной энергии для двумерных изинговских модепей на прямоуголь

ной, треугольной и гексагональной решетках, не требующий 

матричных или комбинаторных построений. Результаты для всех 

решеток nолучаются как частные случаи при расчете обобщенной 

статистической суммы для трехсnиновых nолиномов, Кратко обсуж

дается также схема решения модепей типа свободных фермионов. 

Применяются интегралы по грассмановым nеременным. Уделяется 

внимание выбору рациональных методов вычислений. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической Физики ОИЯИ. 

Сооб•ение Объедииениоrо института 11дер-..х исспедоааний. ДуСSна 1985 

Перевод автора 

Plechko V.N. Pl7-85-927 
Мethod of Calculations in the Тwo-Dimensional Ising Systems 

А method for calculating the partition function and the 
free energy of the two-dimensional Ising models on the rect
angular, triangular and hexagonal lattices is proposed which 
does not require matrix or combinatorial machinaries. Тhе 
results for all the lattices follows as particular cases from 
evaluation of а generalized partitioп function for three-spin 
polyпomials. А scheme of solving free-fermion-type models is 
also shortly considered. Use is made of the integrals over 
Grassmann variaЬles, attention is given to the choice of 
rational computatioпal devices. 

Тhе investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 

Comшunication of the Joint Institute for Nuclear Research. DuЬna 1985 


