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1 • Точное выражение для удельной свободной энергии двумерной 
решетки И зинга в ненулевом магнитном поле до сих пор не полу­

чено. Известные случаи предельно сильного поля и мнимого поля 1 11 

/ h = i" / 2 в обозначениях формулы /2/, см . ниже/ не содержат су­
щественной информации о точном выражении . Мы предполагаем, что 

наиболее подходящей для поисков точного решения задачи с полем 
остается матричная формулировка модели Изинга . Матричная форму­

лировка весьма гибка и позволяет, исполь зуя представление для 

многомерных у -матриц 121• ?еР.ейти к формулировке зада~и в терми­
нах фермионных операторов 37

• и~ следуя подходу Янга 41
, сравни­

тельно просто и строго вывести 1 1 онсагеравекое выражение для 
спонтанной намагниченности . 

Ка к и в 151,мы рассматриваем решетку с размерами n х m,сверну­
тую в тор, и выражение статистической суммы Q для этой решетк и 

в виде 

Q ~ SpM~ /1/ 

где матрица М, называемая /столбцовой/ трансфер-матрицей, имеет 
размерность 2n х 2 n. 

В настоящем сообщении мы проводим упрощение трансфер-матрицы, 

ис пользуя следующее соображение. Если две матрицы коммутируют, 

то в представлении, где одна из них упрощается, более простой 

вид будет иметь и другая. ~начала мы получаем явное выражение 

для оператора трансляции через фермионные операторы и замечаем, 

что этот оператор, коммутирующий с трансфер-матрицей, в случае 

нечетноге n можно преобразовать к более простому виду. Затем 
соответственно преобразуем и тра нсфер-матрицу. И, наконец, отме­

чаем, что вычисление сnонтанной намагниченности, аналогичное 

изложенному в 151 , в полученном представлении nровести легче. 

2. Запишем трансфер-матрицу М в симметризованном виде: 

V 112vll2v V112V 112 
М= 3 2 12 3 • 

(2 2a)n/2 fJI xk а -2а о V 1 = sh А,А=е , thи=e ,а>, 

ьl zk zk+l 
v2 =е 

/2/ 

ьа ,.. 
V3 =e ,а-"~· k .. о , 1> n ... 1 ·· · ---~·--

~ · - ··: .1. • • .... 1 ~~:Х-- • ~- ~ . ~ ·~ 1'1 

' v,~· .. ~ . . . .~ 
~ 1:: '· .. .. • . • i ~v·. ~; · · , .. _ .. 1 
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Спиновый оператор Xk-1 определяется как прямое произведение 

n - 1 двумерных единичных матриц 1 и матрицы Паули а х, стоящей 

в произведении на k- ~~ месте: Xk = 1 х 1 х .. • х ах х . . . х 1. 
Аналогично определены Zk и Yk. Знак суммы без специальных 

указаний означает суммироеание от О до n - 1.Зависимость от тем­

пературы включена в параметры а , Ь , h. Последний пропорциана­

лен магнитному полю , 

Благодаря циклическим граничным условиям трансфер-матрица 

инвариантна относ ительно циклической перестановки Х k' Zk ... 
Xk+ 1 , Zk+ 1. Будем называть оператор т, порождающий это преоб­
разование, оператором трансляции . Он определяется с точностью 

до ч ислового множителя любыми двумя из трех условий: 

-1 -1 -1 
тх kт = Xk+ 1• тvkт = Yk+ 1• тzkт = zk+ 1. ; 3; 

Поскольку числовой множитель полностью не фиксируется требовани­

ем Т n = 1, мь1 сделаем это позже. Важность оператора Т опреде­
ляется тем, что это единственный известный нетривиальный опера­

тор, коммутирующий с трансфер- ~1атрицей при наличии поля , Наибо­

лее естественно оператор Т выражается в терминах фермионных 

операторов . Чтобы получить это выражение, введем 2n эрмитовых 

у-матриц: 

Yk = хах 1 ·· · xk_lz k' 
/4/ 

yk = ХаХ 1 ... Xk- ·1y k' Xk = i ykyk, 

матрицу U = ХаХ1 ... Х n- 1, антикоммутирующую со всеми yk, у k , 
и определим фермионные операторы ck и эрмитово сопряженные им 
с; с помощью соотношений 

~ ~+ . - ~+ ~ 

У k = ck + ck • 1 У k = с k - с k · 
~ nk ~ ~ + ~ 

Отметим, что Xk=1-2nk = (-1) ,гдenk= c k c k, 
Условия /3/ теперь можно переписать в виде 

-1 
T yk Т = Xa yk+ 1' 

- -1 -
т yk т = х 0 yk+ 1 (k f. n - 1). 

-1 - -1 -
T yn_ 1 Т = XaUYa, Tyn-l Т = XaUYa· 

Если положить Т = Т 1R, где R обладает свойствами 

-1 - -1 -
Ry R =У. 1 , Ry R = yk 1• k k+ . k + 

-1 
Ryn-1 R 

2 

- 1 
Уа, Ry 1R­

n- Уа. 

/51 

u = (-1) ~ п ~ 

!6! 

ТО для т1 получим условия 

т т- 1- х 1Yk 1 - a Yk . 
- -1 -

Т 1 у k Т 1 = Ха yk • (k f. О) • 

-1 - - 1 -
Т1 у аТ =XaU Ya• Т 1 уаТ 1 = XaU Ya· 

Нетрудно показать, что эти условия выполняются, если 
)71 )71 i71 i7Т 
- xau -ха -- u -
4 4 4 4 1-U 1+U ] 

Т 1 = е е е = е [ --- + --- Ха . 
2 2 

Единственность с точностью до числового множителя построенного 
таким путем оператора Т обеспечивается известной теоремой Пау­
ли, доказанной им для матриц Дирака ~ - ~ и справедливой при 
любом n. Опуская общий числовой множитель, получаем 

T= " R + 11R, 
- + - R_ = XaR• 11 

± 

1 
- (1 ± U), 
2 

где R характеризуется свойствами 

-1 
R у R = Yk+1' - k -

-1 
R_ yn-1R- =- Уа• 

- -1 -
R_YkR- =Yk+ 1,(kf.n-1), 

- -1 
R_yn-1R- = - Уа· 

171 

!8! 

Отметим, что оператор трансляции в форме /7/ был получен Ньюэл­
лом 16 1. Однако в его выводе не фиксируется относительный знак 
двух слагаемых в формуле /7/. 

Перейдем теперь к фермионным операторам. Комбинации"+ и "­
являются проекторами на состояния с четным и нечетным числом 

"частиц" /фермионов/ соответственно, R_ является оператором 
трансляции для состояний с четным числом частиц, а R - для со­

стояний с нечетным числом частиц. Выражение для оператора R 
ПРОСТО НаЙТИ, если переЙТИ ОТ операторов Ck К ОПераторам 

С р = _1_ ~ e-iWpk ~ /2 k ck • 
277 

w = n-

-1 iwp 
Как нетрудно видеть, RcPR 7 ере и, следовательно, 

R - - iw~ pn - е Р + 
np = срср• ~ n = ~ nk. 

р р k 

/9/ 

/10/ 

Неопределенный числовой множитель, который может входить в R, 
мы фиксируем требованием RIO> = I О > ,где 10 > -вакуумное состоя­
ние для операторов с и ck. Тем самым однозначно определяется 
и оператор Т /ортог~нальный и вещественный/ с помощью форму­
лы /7/. 

3 



Аналогично выражается оператор R _ = x0R, если ввести фер­
мионные операторы 

С - 1 - iW(p+1 / 2)k 
р +112 - - · ~е ~ 

+ ~ 

с р+ 1 12с р+1 1 2 • ~ np+-112 = ~ n k · . r= k с n v 11 k . р + 112 

Имеем 

R с R-1 - с .EiW(pt- 1/ 2) 
- р+1 12 - - pt-1 /~ 

-iw~ (р+- 112) " pt- 112 R =е 

/11/ 

/ 12/ 

Неопределенный множитель в nоследнем равенстве находится из ус­

ловия X 0R 1 0> = R_J 0> . Как нетрудно видеть, R" = 1 , R~ = U , так 
что оператор Т, даваемый равенствами /7/, /10/ и /12/ удовлетво-
ряет условию Т n = 1. ~ 

Выражение для оператора трансляции Т = ёiwP определяет квази­
импульс Р = "+р+ + 11_Р_. Это оnределение неоднозначно. Так, 
в качестве Р_ вместо ~ .pn Р /в случае нечетнего n 1 можно исполь­

n-1 / 2 
зовать ~ p(n - n ) , т . е. импульс определен по модулю n . 

1 р -р 

Существенно, что оnератор квазиимпульса оnределяется по-разному 
для состояний с четным и нечетным числом фермионов, nричем ис­

пользуются две /зависимые/ системы фермионных оnераторов /9/ 
и /11/. При решении задачи для решетки без nоля это усложнение 
несущественно, так как в этом случае трансфер-матрица коммути­

рует с U и можно рассматривать состояния с U =+ 1 и U = -1 по 

отдельности * . 
~1атрица а /см . /2/1 антикомнутирует с U и перемешивает между 

собой эти состояния . В случае задачи с полем приходится рассмат­

ривать матричные элементы вида <Р+ la l Р_> , где 1 Р+ > - состояние 

с четным числом частиц и полным квазиимпульсом Р , а 1 р >- со-
+ -

· стояние с нечетным числом частиц и квазиимпульсом Р _. Предnола-
гается, что эти состояния заданы с nомощью чисел заполнения 

~112 и np соответственно. 

В силу трансляционной инвариантности оператора а имеем 

< Р+ la l Р_ > = n 8 (P+- 1:) < P+ IYo l Р_ > . /13/ 

где В(р+ - Р_ ) равна нулю, если Р+ не сравнимо с Р_ по моду­
лю n, и единице, если они сравнимы. 

* Кроме того, в этом случае квазиимnульс 

чтобы он коммутировал с трансфер-матрицей . 

[e-iw P. М] = О не следует [Р, М] = О. 

4 

можно оnределить так, 

В общен случае из 

f 

' 

Обратим внимание на своеобразный характер закона сохранения 

импульса: трансляционно-инвариантный оператор /в нашем примере 

а /, меняющий четность числа фермионов, сохраняет импульс, если 
состояния 1 Р_ > и 1 р+ > определяются с nомощью разных операторов 
/9/ и /11/ . 

Отмеченное своеобразие затрудняет исследование трансфер-мат­

рицы . Это усложнение в общем случае неизбежно, если использо­
вать фермионные оnераторы . Другая сложность задачи связана 

с тем, что натричный элемент а 1 см. 113/1 выражается через 
матричный элемент матрицы у0 , действие которой на состояния, 

задан ные с nомощью фермионных операторов , в общем случае трудно 

анализировать . В этом пункте можно добиться упрощения в случае 

нечетноге n. 

3. Будем далее считать n нечетным . Оnределим оператор 

U '= X 1X 3 X 5 ... Xn _ 2 . /14/ 

Тогда U'R_U' = U ' X 0RU '= UR. Отсюда следует, что 

STS = R , S = 11 + U ' 11 , 
- + 

2 s = 1. /15/ 

т.е. оператор трансляции nодобен R. Отметим, что соотношение 
nодобия /15/ возможно только для нечетных n, в чем нетрудно убе­

диться, рассмотрев примеры n = 4,6. 
Перейдем к преобразованиям трансфер-t~атрицы. Матрицы А и V2 , 

оnределенные формулами /2/, с nомощью /4/ заnисываются в виде 

itJ ~ yk yk 
А = е , V 2 = 11_8_ +"+В+' 

в _ 
iЬ[~у1 + У2 Уз + .. . +Yn- 2Yn-1±ynyO] 

е 
+ 

Используя S из /15/, имеем 

±iь[УоУ1 + ... + jinyo] 
SAS = А, SB + S = е 

Определим теперь оператор R1 : 

-1 -1 
R1yk R1 = Yk+1 ' R1y n-1R 1 = У о· 

- -1 
R 1У k R 1 yk . 

Его конкретная реализация нам не nонадобится. Важно 

он коммутирует с U и R. Отмечая шляпкой операторы, 
ся из /17/ nосле преобразован ия с nомощью оператора 
чим 

/16/ 

/17/ 

/18/ 

лишь, что 

nолучающие­

R-1 nолу-
1 • 
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-
iOI-rk-lrk в _ 

~ • + А=е 
н[rоУо + ... +YkYk + ... + ynyn] 

е 

il.Y. у = 21.(~ - 1/ 2) = 21-(n - 1/2) k k k р • 

/19/ 

т.е. матрицы В + становятся диагональными в представлении, зада­

ваемом числами - заполнения (\ или np. Упрощение вида V 2 должно 
сопровождаться упрощением а, ибо [ а , V2 ] = О . В этом и заключает­
ся цель последнего преобразования . В результате получаем 

~ -1 k -1 -k 
а= R1 Sa SR1 = rг_(l. R R 1 y0 U 'R 1R )"+ + эрм.сопр. 

k 

k -k a=l. T у0 Т 
k 

Несложное вычисление дает: RJ.
1

y0 U ' R 1 = ГU', где 

Г= УоУ1У2 ... yn-1' [Г, R] о. /20/ 

Предполагая для простоты, что 

чательно будем иметь 

n-1 
2 

равно четному числу, окон-

а= ГF, F = 
n- 1 k 
1. RkU'R-

k= о 
Г+=Г, F+=F, [Г,F]=O,[R,F]=O. 

/21/ 
Формулы /19/ и /21/ определяют трансфер-матрицу /2/ в новом 

представлении . Удобство этого представления заключается в про­

стых свойствах Г : Г ер Г = с~ Р; действуя на вакуумное состоя­
ние, оператор Г переводит его в полностью заполненное состоя­
ние /и наоборот/. 

В силу трансляционной инвариантности трансфер-матрицу можно 

разбить на n блоков в зависимости от значения полного импульса 

Р = О, 1 ... n - 1 ( mod n) рассматриваемых состояний. Максимальное 
собственное значение должно соответствовать подпространству со­

стояний с Р = О. Так что можно ограничиться изучением лишь это­

го блока. Однако пока не удалось использовать это ограничение . 

4. Полученное представление позволяет проще провести вычи~­
ление спонтанной намагниченности, следуя, в основном, работе 51 

Переходя к фермионным операторам, вместо /19/ получим /мы 
используем обозначения из 15 1 /: 

~ -20[no-112+1-'cos0 тз(p)-sinD Т2(р)] 
А= е Р Р 

v2 
6 

2ь( no- 112+1. ' т 3 (р)] 
rr е 

- 2b[no- 112+ 1. 'т з(р)] 
+ rr е 

+ 

Трансфер-матрица при 

( 2Ь-20) ( n
0

-...!.. ) 
М =е 2 

- ( 2Ь+ 20)(n - ...!..) 
о 2 

М =е + 

112 112 
h =О, V2 AV 2 = 

· ф 
1 р 

- т 1 (р) с т з<Р) 
п ' 2 р 

е е е 

"_м_+ "+м+. 
·ф 

- ~т1 (р) 

iФр _ iФ 
-t: Рт з<Р) -Т т 1 (р) П 'е2 т1 (р) 
е е 

где 

/22/ 

Здесь ФР =_Ф (z ) и с р= c(z
9

) определяю-rся формулам и /13/ и /14/ 
из 151, а Ф = llt>(-zp), f' Р = f l- z р) , z Р = е 1 27Тр /n . Нетрудно в идеть, 
что собствgнными векторами матриц М- и М+, соответствующими 
небольшим собственным значен иям,будут 

iФq 

I Ф > =П'е--гтq l n =1 >, 
- q р 

iФр 
-Тр 

I Ф+> =П'е 2 
10> . 

Абсолютная величина спонтанной нама_:ниченности будет равна 

iФn iФn 
-----r - т __,.т 

2 р 2 q 
F П'е 1 О> 1 

q 
lim ..!.. 1 < Ф 1 Г F 1 Ф > \ = lim ..!.. 1 <01 П 'е 

n + - n 
fi-+ 00 n-+oo р 

iФ - iФ 
--Ет _..9 т 

lim 1< 01 П'е 2 Рп 'е 2 qiO>I . 

/23/ 

n .... oo р q 
где т 

1 
= U 'т1 U '. На первом шаге преобразования мы воепользавались 

тем, что Г коммутирует с т 1 = с е-р + с~Р с; , и тем, что Г пе­
реводит полностью заполненное с~стояние в вакуум. На втором ша­
ге использовалась трансляционная инвариантность оператора F 

Следует отметить, что упрощения, связанные с использованием 
выражения /23/, носят чисто технический характер . Возможно, что 
для существенного продвижения в решении задачи с полем следует 
использовать дрХгую трансфер-матрицу, а именно трансфер-матрицу 
для диагоналей 7 •8 •91 . Для этой матрицы нет удобного явного выра­
жения в виде произведения матриц, аналогичного /2/, но она об­
ладает замечательным свойством коммутативности: 

[М(а, Ь), М(а ', Ь ')]=О, (h =О) 

при определенной связи между параметрами а ,ь и а', Ь'. Это 
свойство существенно используется при решении задачи для h = О 
/см. 181 /. Однако оно не является необходимым условием для раз­
решимости задачи . Нетрудно показать, что для обычной трансфер­
матрицы /2/ при h = О условие коммутативнести не выполняется. 

Автор благодарен В.И . Огиевецкому и Н . И.Широкову за обсужде­
ние . 

7 



ЛИТЕРАТУРА 

1. Lee T.D., Yang C.N. Phys.Rev., 1952, 87, р.410 . 
2. Kau fmann В. Phys.Rev., 1949, 76, р.1232. 
3. Shultz T.D., Mattis D.C., Lieb Е.Н. Rev.Mod.Phys., 1964, 

36, р./356. 
4. Yang C.N. Phys.Rev., 1952, 85, р.808. 
5. Валуев Б.Н. П1Ф, 1983, 56, с.251. 
6. Newell G.F. Phys.Rev., 1950, 78, р.444. 
7. Onsager L. ln: CriticaJ Phenomena in AJJoys, Magnets and 

Superconductors. (Ed. Ьу R.E.MiJis, E.Ascher, R.I.Jaffee). 
Мс Graw-Hill, New York, 1971. 

8. Baxter R.J. Exactly Solved Models in Statistical Mechanics. 
Academic Press, London, 1982. 

9. Stephen M.J., Mittag L. Journ.Math.Phys., 1972, 13, р.1944. 

8 

Рукоnись поступила в изда тельский отдел 

29 ноября 1984 года . 

Валуев Б.Н. Р\7-84-763 
О трансфер-матрице для решетки Изиига в магнитном поле 

Рассматривается столбцовая трансфер-матрица для решетки 

Изиига /с размерами n х m/ в магнитном nоле. Получено выраже­
ние для оnератора трансляции через фермионные оnераторы. 

Отмечено, что оператор трансляции и трансфер-матрицу в случае 

нечетнаго n можно преобразовать к более простому виду. Это 

nреобразование облегчает вычисление спонтанной намагниченно­

сти. 

Работа выполнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 
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Перевод О.С.Виноградовой 

Valuev B.N. Р\7-84-763 
On Transfer Matrix For Ising Lattice in lШgnetic Field 

Columnar transfer matrix for Ising lattice in magnetic 
field is considered (lattice has dimensions n х m). Expression 
for translation operator in terms of fermion operators is ob­
tained. It is noticed that translation operator and transfer 
matrix may Ье transformed to а simpler form when n is odd. 
This transformation facilitates the calculation of sponta­
neous magnetization. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 
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