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В последнее время значительно возрос интерес к теоретическому 

и экспериментальному исследованию сверхизлучения в многоуровне

вых системах излучателей /l-IО/. Это связано с тем, что при изу
чении кинетики когерентного кооперативного излучения в много

уровневых системах удалось обнаружить ряд новых интересных осо

бенностей по сравнению с двухуровневым случаем: излучение по
следовательных импульсов различных длин волн при каскадных про

цессах /7/ , конкуренция импульсов св7~хизлучения в трехуровне
вых системах с общим верхним уровнем 1• замедление сверхизлуче
ния в системах с о6щим нижним уровнем15• 6 /, конкуренция между 
различными поляризациями в Сl(!стемах с вырожденными уровнями / 2·31, 
биения сверхизлуча тельногQ импульса в системе двухуровневых из
лучателей с двумя различными частотами переходов/ 3/ и др. В рас
смотренных работах исследование процессов коллективного спон

танного излучения носило либо качест~енный характер, либо осу

ществлялось на основе обобщенных уравнений типа марковекого 

Master Equation в приближении среднего поля. Однако в последнее 
время в теории сверхизлучения развит метод исключения бозонных 

переменных / ll -13/ , позволяющий получать точную иерархию кинети
ческих уравнений в подсистеме излучателей. В настоящей работе 

рассмотрен вывод точной иерархии кинетических уравнений для 

системы трехуровневых излучателей с общим верхним уровнем, взаи

модействующей с электромагнитным полем. Для простоты рассмотрим 

случай, когда переход между нижними уровнями в трехуровневом 

излучателе запрещен . На основе точной иерархии в марковеком пре

деле получена замкнутая система уравнений для населенностей 

уровней излучателя. Численно исследовано временное поведение на

селенностей и интенсивностей сверхизлучательных импульсов, соот

ветствующих двум разрешенным переходам. 

Рассмотрим систему трехуровневых излучателей с общим верхним 
уровнем и запрещенным переходом между нижними уровнями, взаимо

действующую с электромагнитным полем /см. рис.1/. Гамильтониан 
такой системы можно записать в виде 
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--------т---------~r----3 Рис .!. Схема энергетических 
уровней и разрешенных переходов 

для трехуровневого излуч ателя. 

Здесь индекс f нумерует излуча-

----'L---- 2. тел и; индекс а нумерует уровни 

энергии в трехуровневом излуча-

теле; ( - энергия уровня а; 

4 R J~ - аоператор нас еленности 
уровня а; R~~- оператор, описы

вающий переход с уровня f3 на уровень а и удовлетворяющи ~1 следую

щим коммутационным соотношениям [R~~; R~(h,] = Rd2,8f3a ' 8rr ' -
(f) + 

- R ''{38 {3' 8 , · а (а) - оператор рождения /уничтожения/ фотона 
а а ff'kk 

с частотой <"<\, импульсом k и поляризацией ; л; ; f - радиус-вектор 

f -излучателя; Л = ~f!., где р - плотность излучателей в системе, 
1\ш k 

и gЗа = шЗа dЗаuаеЛ, где d 3a = d 3a ~ a -матричный элемент оператора 
диполь ног о момента для перехода 3 - а, ш За - частота перехода 

3 - а и ua - единичный вектор в направлении d3a . 
П е рейдем к рассмотрению обобщенного кинетического уравнения 

для системы с гамильтонианом /1/. Обозначим через T t статисти
ческий оп е ратор nолной системы с гамильтонианом /1/, удовлетво-

ряющий уравнению Лиувилля ib а;_ = [ Н , Т] с начальными условиями , 
д t t 

соответствующими включению взаимодействия между полем 1 F-си 

стема/ и излучателями 1 М -с истема/ в мш~ент времени t 0 : Pto = 
= p(M) T (F), T (F) = 10 >< 01, spp(M) = 1. Пусть 0(М)- произвольный 

м м (М ) 
оп е ратор, деи ствующии на функции п еременных, относящихся к М -
сис теме . Используя метод исключения бозонных переменных / 1 ~ 131 , 
можно получит ь обобще н ное ки нет ическое уравнение для оператора 

б (М) в представлени и Гей зенберга 

дрt (М) -1 
sp ! 0(М) ------ + ( i1\) [ Н(М); 0 (М) ] р (М) ! = 
Wl ~ t 

- 1 2 t 
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g23R32(r)) [Q:мt ) ; exp (- ik xr,) ( g з i RI 3 (t) + g32R2 з tt) ] ! Pto ' 

(f) 
г де Н (М) = 2 ( R • 

f,a а аа 

Считая взаимодействие между атомной подсистемой и И?лучением 

слабым, в правой части уравнения /2/ можно положить 

( f ) (f) . 
R 13( т) = R13(t) ехр ! 1 ш 3 1 (t - т) ! , (f) ( f ) . ! R31 ( т) = R 31(t)exp { - 1ш 31 (t - т ) , 

(f) (f) 
R23 ( т) = R 2s<t) exp !i ш32 (t - т )! , 

(f) ( () 
R32 (т) = R32 (t)exp{ -i ш32 (t- т) !. 

Следуя работе 1141, п е рейдем к пределу to ... - оо.Тогда из точ ного 
кинет ичес кого уравнения /2 / получ им марковекое ура в нение вида 

d с - 1 - < (М ) > = ( i11 ) < [ 0( М ) ; Н (М ) ] > + 
d t t t t 

г . (l) (() (f') 
+ Т 2, C ff, <[R31 (t ) ; 0(Mt )l R 13 t t) > + 

ff 
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13 1 
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г <2> <r> (f '> + 2 2 Ccr · <R 32 (t) [ 0 (M
1

) ; R 23(t)] > , 
2 rr ' 
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ГДе Cff , = 2 ехр { i ka (Xf - Xf') 1 

ka 

-· ... 3 2 
sin(k l x - х ·1 > . 4 ы 3аdза 
___ J.L. __ f ____ .:J__ • 1 = - --- ----

и ka = ш:1а / с. 

Полага я в / 3/ 0(М) = R1 1, R22 ( Raa 

• (1 ) ( 1) 

<RII > = г. < Rзз> -t г . rlr' Crr ' srr ' , 

<R22 > 
(2) ( 2) 

12 < R зз > + Г2 2 Crr · S rr·' 
. f#r' 

(а ) ( f ) ( f ') 
где Srr ' = <R3a R 3>. 

... ... а 3 3 
ka l xr - xr· l 1\с' 

(() 
2 R ) , имеем 
f аа 

/ 4/ 

В п ра вые часfи у ра внений /4 / для населснностей нижних 
(а) Д входят корреляторы более высокого порядка Srr'. ля них с 

уровней 

по-

мощью уравнения /3/ можно получить уравнения движения вида 
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Счита я взаимодействие между атомной подсистемой и и~лучением 

слабым, в правой части уравнения /2/ можно положить 

( f ) (f) . 
R 13( т) = R13(t) ехр ! 1 ш 3 1 (t - т) ! , (С) (С) . ! R31 ( т) = R 31(t) exp! - 1ш 31 (t - т ) , 

(f) (f) 
R23 ( т) = R 23(t)exp {iш32 (t - т )! , 

(С) ( С) 
R32 (т) = R32 (t)exp!- i ш32 (t- т )!. 

Следуя работе 1141, пе рейдем к пределу to .... - оо.Тогда из точ ного 
кинетичес кого уравнения /2/ получ им марковекое ура внение вида 

~ < С (М ) > = (i11 ) 
1 

< [ 0( М ) ; Н (М ) ] > + 
d t t t t 

Г 1 ш <r> <r'> 
+ - l C rr, <[R31 (t ) ; 0 (М )1 R13 t t) > + 

2 ff ' t 

г2 <2> ш <r'> 
+ - l crr ' <[R 32 (t) ; 0 (M

1
)JR 23(t) > + 

2 rr ' 
13 1 

г 1 о> <r> < r. > 
+ -- l Crc ' <R 31(t) [ 0(М ) ; Rl3 (t)] > + 

2 rr ' • 
Г (2) (С) (( ') 

+ _1. l Crr · <R 32 (t) [ 0 (M
1

) ; R 23(t)] > , 
2 rr ' 

(aJ ·~ ~ _, 
ГДе Cff , = l ехр { i ka (Xf - Xf ' ) 1 

ka 

-· .... 3 2 
sin(k l x - х ·1 > . 4 ы 3аd 3 а ___ JL. __ f ____ .J __ 1 = - --- - - --

и k a = ш~ / с. 

Полага я в / 3/ 0(М) = R1 1 , R22 ( Raa 

• (1 ) (1) 

<R11 > = Гt < R3з> ~ Г l rlr' Crr ' 8rc · • 

(2) ( 2) 

<R22 > = 12 < R зз > + г2 fl.~' Crc· s rc'. 

(а ) ( f ) ( С ') 

..... -+ ' 3 
ka l xr - x r · l а 3 1\с' 

(f) 
l R ) , имеем 
f аа 

/ 4/ 

где Src' = <RЗа R аз>. 
В п равые части ура внений /4 / для населсн1юстей нижних уровней 

(а) 
входят корреляторы более высокого порядка Srr'. Для них с по-

мощью уравнения /3/ можно получить уравнения движения вида 
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. (1) 

s rr' 
-1 -1 (\) (1) (\) 

N г1 < (R 33 -R 11)>1N crr,<R 33> + I crc"sc'c"l. 
c"l с, с ' 

"(2) -1 -1 (2) (2) (2) 
srr, = N г2 <(R3з- R22) > IN си, <R33> + c"lc,c' си" 8с'с" 1. 

/51 

При выводе уравнений /5/ мы использовали для тройных корреляторов 
в правой части расцепления вида 

(С) (С') (С) (С') 

<(R33- Raa)R3aRa3 > = < (R33- Raa) > <R3aRa3 > . 

Для исследования сверхизлучения в протяженных системах в ра

ботах/\5-\7/ были введ:ны собст~rнные функции и собственные зна
чения матриц взаимодеиствия Cff, 

(а) __, -. 
I ссс ' Фл (х с') = ЛаФл (х с> 
с' а а 

(а = 1, 2). !6! 

Предполагается, что собст'венные функции удовлетворяют условию 

полноты и ортонормированности 

I Фл Схс> rfiл, <;с>= ол Л'. 
С а а а а 

I Фл (;r) Фл <;с,) 
ла а а 

о Cf' • 171 

Из /6/ и /7/ следует, что 
(а) __, __, 

С н' = I Лarfiл (хс) Фл (х с'). 
Л а а 
а 

!8! 

Введем коллективный коррелятор 1 17 / 
(а) -. __, 

8(>.) = I Srr' ф, (хс) Фл (xf,). 
а c,Jc' "а а 

191 

С использованием /8/, 191 уравнения /4/, /5/ преобразуются 
д у 

к ви-

<Rll > 

8 (л 1) 

8( л2 ) 

Г1 <R 33> + Г1 I Л 1 8(Л 1 ), <R22 > = Г2 <R 3:(+ 
л 

-1 1 -1 
~ >. 1 Г1 <(R 33 - R 11 ) > IN <R33> + 8(Л 1 ) 1, 

-1 -1 
N Л 2 Г2 <(R 33 - R22 ) > 1 N < R3з> + S(Л 2 )1. 

Г2 I Л 2S(Л 2), л 2 
/10/ 

/111 

Собственные функции и собственные значения матриц взаимодейст

вия С~~ ~ были определены явно в/ 15/ для иглообразного образца 

в предельных случаях больших и малых чисел Френеля ~. Для ~ >> i 
и ~ << 1 все наибол~о>шие собственные значения >.0 вырождены с крат-

а 

О О N11 о <1: 0 N11 
ностью к и равны ла = ---' к = 1 / ~ >> 1 (Ja << 1); ла = --- ' 

а k L а а k 2 A 
к~ = 2~а » 1 ( ~а » 1) , гд~ j'a = Aka/ 211L; А- площадь попере~ого 
образца и L - его длина. Все остальные Л << Л0 .Легко заметить, 

а а 

4 

l 

~ 

что к~ представляет собой число приосевых мод для иглообразного 
образца, принимающих участие в процессе коллективного распада. 

Найдем решение системы уравнений /10/, /11/ для иглообразного 
образца с ~а » 1, ~а « 1. Из /111 следует, что все 8(Ла) с од
ним и тем же Ла /число таких величин равно кратности этого соб

ственного значения/ одинаковы для всех t • Тогда в /10/ мы мо-
>'<е~1 положить11 7 / ЛI Ла8(Ла):: Л~к~S(Л~). В результате систему 

а 

уравнений /10/, /11/ можно переписать в следупщем виде 

1 
х 1 = -(N- х 1 

1 о - Х2) +--к 8 1 1 о Х 2 = -(N- Х 1 - Х2)+--к 2 82 , 
т 1 TR\ 1 1. т2 7 R2 
-1 

· N -1 
8 1 = - ( N - 2Х 1 - Х2 ) 1 N (N - Х 1 - Х2 ) + 8 11 , 

TR\ 

N-1 -1 
82 = - (N - 2Х2 - Х 1 ) 1 N (N - Х 1 - Х2) + 821, 

TR2 

/12/ 

-1 
где Ха "' <R ::.. 8а = S(Ла) т = Г и тR = т / Л • В качестве 

аа' - • ц а а а а 

начального состояния атомнои подсистемы будем использовать со-

стояние, в котором все излучатели находятся на верхнем уровне, 

а макроскопическая поляризация системы равна нулю, т.е. X1W) = 
= Х2 (0) = О, Х3(0) = N, 81 (О) = 82(0) = О. Легко заметить, что 

для случая g 23 = О систему уравнений /9/ можно привести к виду 

<Rz > =- 1/т (N/ 2 + < Rz > )- 1 / т 8 , 
1 Rl 1 

-1 z -1 N z /13/ 
S 1 =2N / тR 1 < R > {N ( 2-+ <R >)+S 11, Х 2 = Х 2 О, 

где <Rz > = (N- 2Х 1 )/2имеет смысл средней разности населенностей 
верхнего и нижнего уровней. Уравнения /13/ описывают процессы 
спонтанного коллективного излучения в двухуровневой системе 

и согласуются с полученными ранее в работе / 1 7/ . 
Получить ана~итическое решение полной системы уравнений /12/ 

не представляется возможным. Численное решение системы уравнений 

/12/ для обр1~ца с параметрами N = 10 12 , L = 10 см, А = 1 см 2 , 
ш 13 = 1,2·10 сек- 1 , w23 = 1,1 · 10 15 сек- 1 осуществлялось при 
начальных условиях вида Х 1 (О) = Х 2(0) = О, Х 3(0) = N, S1(0) 
= .S 2(0) = О. Наибольший теоретический и практический интерес пред

ставляет исследование временной зависимости интенсивностей двух 

d + 
сверхизлучательных импульсов 1 1 = h wk -- I <ak а > и 12 = 

1 dt k 1 k 1 
d + 1 

h~ ---): <ak ak > , соответствующих двум разрешенным переходам. 
2 d t k· 2 2 . 

Нетрудно зifметить, что 11 = fi w 13 X 1 и 12 = 't\(.v23 X 2. На рис.2 пред-
ставлены графики зависимости 1 1 и 12 от приведенного времени 
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Рис.2. Зависимости лнтенсивнос

тей 1 1 1 сплошные линии/ и 1 
2 

/штриховые линии/ от безразмерно
го времени т (т = t 1 т R

2 
) • Кривые 

получены с помощью численного 

решения уравнений /12/ для си
стемы с N = 1 О 12

, L = 1 О см, 
2 15 -1 

А = 1 см , cu 23 = 1 , 1 · 1 О с 

cul3 = 1,2.1015 с- 1 ; для случаев 
1 и 1 * т2 1 т 1 = 1 , 3 , для 2 и 2 * 
т2 /т 1 = 1 ,05. 

30 ~ 

т . (т = t 1 тR 2 ) для двух ра' зличных соотношений вероятностей спон
танног о излучения рассматриваемых переходов; для случаев 1 и 1* 
т2 /т 1 = 1 ,3, для 2 и 2* - r2 /r1 = 1,05. Численный анализ вре
ме нного поведения интенсивностей сверхизлучательных импульсов 

указывает на наличие сильной конкуренции излучающих переходов. 

т 

Для выбранной системы, например, уже при _j!_ > 1 ,3 коллекти в ное 
Tl 

излучение на переходе с большей вероятностью спонтанного распа-

да полностью подавляет коллективное излучение на переходе 

с меньшей вероятностью. 

Таким образом, полученная в настоящей работе система обобщен
ных кинетических уравнений /9/ позволяет последовательно изучить 
спонтанное коллективное излучение в трехуровневой системе с об

щим верхним уровнем и получить важные характеристики данного 

процесса, Исследование динамики более общей модели системы 
трехуровневых излучателей с тремя разрешенными переходами яв 

ляется предметом последующих работ . 
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В Объединенном институте ядерных исследований начал 
выходить сборник "K pam'l(ue сообще ния ОИЯИ ". В нем 
будут nомещат ься статьи , содержащие оригинальные научные , 
научно- техничес кие , методические и nрикладные результаты , 

требующие срочной nубли кации. Будучи частью • •сообщений 
оияи••, статьи , воwедшие в сборник , имеют , как и другие 
издания ОИЯИ, статус официальных nубли каций. 

Сборник ''Краткие сообщения ОИЯИ11 будет выходит ь 
регулярно . 

The Joint Institute for Nuclear Research begins puЫi
shing а col lection of papers entitl ed JINR Rapid Communi
aations which is а sect ion of the JINR Communicati ons 
and i s intended for the accel erated puЫica ti o n of impor 
tant results on the following subjects: 

Physics of elementary particles and atomic nuclei. 
Theoretical physics . 
Experimental techniques and methods. 
Accelerators. 
Cryogenics. 
Computing mathematics and methods . 
Solid state physics. Liquids . 
Theory of condenced matter. 
App l ied researches . 

Being а part of the JINR Communications , the arti cles 
of new coll ection like all ot her puЬli ca ti ons of 
the Joint In stitute for Nucl ea r Research have the status 
of official puЬlications. 

JINR Rapid Communications will Ье issued regular ly . 

Боголюбов Н.Н. /мл ./ и др. Pl7- 84-665 
Сверхизлучательные процессы в трехуровневой системе 

Получена точная иерархия кинетических уравнений для систе
мы трехуровневь~ излучателей с общим верхним уровнем, взаимо

действующей с электромагнитным полем. На ее основе в марковс
ком пределе исследован процесс спонтанного когерентного из

лучения, Найдено временное поведение интенсивностей сверх
излучательных импульсов с различными длинами волн. 

Рабо~а вьmолнена в Лаборатории теоретической физики ОИЯИ. 

Сооб•енне Объединенного института вдерных исспедований. Дубна 1984 

Перевод О.С.Виноградовой 

Bogolubov N.N. (Jr) et al, Pl7-84-665 
Superradiation Processes in а Three-Level System 

For the system of three-level emitters with а common upper 
level interacting with the electromagnetic field an exact 
hierarchy of kinetic equations is obtained, On its basis the 
spontaneous coherent radiation process is examined in the 
Markov limit. The time behaviour of intensities of superra
diation pulses with various wavelengths is found. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Theoretical Physics, JINR. 

Communicati o n of the Joint lnstitute for Nuclear Researc h . Dubna 198~ 


