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ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что в появлении спонтанной поляризации определяю­

щую роль играет ангармонический характер колебаний атомов крис­

талла. Эксr1ериментально установлено / 1/ что для кристаллов типа 
перавекита ангармонический характер им~ют колебания атомов не­
скольких подрешеток. В теории наиболее развитой является модель, 

которая описывает фазовый переход с помощью учета в свободной 
энергии ангармонизма колебаний атомов одной из подрешеток дан­

ного кристалла 121 . Теоретическое обобщение данной модели на слу­
чай нескольких ангармонически колеблющихся атомов в элементар­

ной ячейке позволило бы оценить вклад каждой подрешетки в сум­

марную спонтанную поляризацию кристалла и искажение элементарной 

ячейки. 

В данной работе выражение для свободной энергии распростране­

но на случай нескольких ангармонически колеблющихся атомов в эле­

ментарной ячейке. 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СВОБОДНОй ЭНЕРГИИ МНОГОПОДРЕШЕТОЧНОй МОДЕЛИ 

Будем считать, что гамильтониан кристалла описывается выра­

жением 

Н= I 
-+ ry 

-..!. I 
2 ...... , 

rr 
у у' 

... 2 
(р ty ) -+ -+ у 1: в ] 
-- + UY(~1y)- ta(r, t) Zaf3 <ofy 
ту 

а f3 
~1у ~t'y' V ;:, (r + -ay-r'- d~ ) , 

-+ -+ v 

/1/ 

где r, r' -векторы, нумерующие элементарные ячеики, у и у' -
индексы сорта атомов, ... р ... - импульс атома, my- его масса, t ... -ry -+ '>ry 
вектор смещения атома из положения равн2весия, Uy<~-;y)- потен-
циальная энергия атома в кристалле, t (r,t) -а -компонента в~к­
тора напряженности внешнего поля, z~f3a_ зарядавая матрица, V~--

_ потенциал парнога взаимодействия частиц, dy- вектор равновесно­
го смещения атома данного сорта от центра ячейки. 

Запись гамильтониана кристалла в форме /1/ означает, что мы 

рассматриваем кристалл как систему ангармонически колеблющихся 

атомов различных подрешеток, гармонически взаимодействующих 
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между собой. Отметим, что необходимость включения в гамильтониан 

слагаемых, отвечающих ангармонически колеблющимся атомам подре­

шеток, вытекает из экспериментов по рассеянию рентгеновских лу­

чей на кристаллах данного типа 111 • 

Рассмотрим гамильтониан /1/ в нулевом приближении метода само­
согласованного поля /приближение молекулярного поля/. Опуская 
промежуточные математические выкладки, проведенные по методу, 

описанному в 121 для части гамильтониана /1/, зависящей от микро­
скопических переменных /в дальнейшем буквой Н будем обозначать 
именно эту часть/, получаем: 

(р........ )2 
н= ~ (--2: .... 1 а{3 а fj 

+ u ((-+ )) + - ~ v - -Р.... (1' , -
1у 2my у ry 2 1r' sy)'"ry у 

а у .... 
~ ( 1 (z < Е ( r) > + ~ ty у у а -;'у' 

уу' 

а{3 -:-p-
V ,( .... , , ) ' syy r у 

/2/ 

где (~-а -компонента вектора среднего смещения, < Е~(~ > -а­
компонента среднего макроскопического поля в точке нахождения 

атома сорта У, V~~, - дальнодействующая часть потенциала парно­
го гармонического взаимодействия. Здесь и в формуле /1/, как и 
всюду далее, под повторяющимися индексами а и {3 подразумевается 
суммирование. Мы также полагали, что z ;

13
= z 8 а{3 , где 8 а{3- сим-

вол Кронекера. У 
Для вычисления свободной энергии на одну элементарную ячейку 

воспол ьзуемся известной формулой: 

. т 

5 = - N ln J dVexp \ -f3HI . /3/ 

N- ч исло элементарных ячеек в кристалле. Здесь и далее {3 = 1/Т _ 
темпе ратура измеряется в эргах, а интегрирование ведется от - ~ 

до + ~ . Подставляя /2/ в /3/ и произведя интегрирование, получа­
ем, что 

~ = ~ + .!_ ~ v af3, (а ( ~ - Т ~ ln J d( ехр 1-{3W Л 1 , 
О 2 уу ' Оуу у у у У 

/4/ 

где 

.... а {Г а af3 wy = u У ((У ) - (У < ~ ( , v0 , + z Е ) • v0YY, = ~ , у уу у у .... .... ...., 
У p=r- r 

V а{3 -+ 
syy'< IP 1). 

~о - плавная функ ция темпе ра туры , не зависящая от .JiИкроскопиче ­
ских пе реме':i.ных. При выводе /4/ мы полагал~, что (~У и < Е~> не 
зав ис я т от r, т.е. что ( :;, = ( Уа ' < E~(r) >= E y . Предпо:!9жим, что 
(~и Еау малы , и разложим /4/ по .степеням Qy = ~( ~V0af3, + z Е а. 

ry у, у уу у у 

Поп~г~n . ч то среднее смещение и макроскопическое поле напра влены 
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=+ 
вдоль одной из осей (Еу= (0, О, Е У) , (у= (0, О, (у)), после раз-

ложения /4/ получаем: 

.. 1 -- 1 . 2 з d 4 
~ = ~о + 2 ~ , VOyy' ( ( ' - ...,... ~ {3!1 Q + f3 ~ 2 4 Q ' 

уу уу ii:Oy уу у у 
/5/ 

где !!.у- средний квадрат смещения вдоль оси возникновения . спон­

таннои ПОЛJ!РИЗации атома сорта у в парафазе при Е У= О, а d У = 
= (3 <l'; )2- (f) 1 З. Подробнее о выч~1слении формул, аналогичных 151 
и /4/,см.в 121. В разложении /5/ мы оставили члены до Q~, что дает 
возможность описать экспериментально наблюдаемые особенности фа­

зового перехода II-гo рода. 

2. СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ И СРЕДНИй КВАДРАТ 
ТЕПЛОВЫХ СМЕЩЕНИй ПЕРОВСКИТОВ 

Для дальнейшего преобразования /4/ и вычисления свободной 
энергии необ~одимо знать конкретный вид функции потенциальной 
энергии Uy((y) с учетом ограничений, накладываемых на эту функ­
цию симметрией подрешетки типа у. Jледуя стандартному методу 
/см., например, /2 / /, разложим Uy((y) по степеням смещения и 

представим ее в виде: 

(~ ; у _, 1 у 1 2 у ~ 2 2 у з 2 ] 
Uy."y) = Uoy(."y)+ Uан<(у) , Uay= 2 [a 1((y) +а 2(."у) + а 3 ((у) , 

у у 14 у;24 у 34 
Uан =[Ь 1 ((У) +Ь 2 (~У) +Ь 3 ((У) ] + /6/ 

+ [cY((i )2((2)2 + сУ((2)2(( 3)2 +сУ(( 1)2((3)2] 
1у у 2У у зу у' 

где (/, (~, (: - декарто~ы компоненты вектора смещения. Налагая 
дополнительные условия на коэффициенты при степенях смещения, 

получим выражения для потенциальной энергии различных подреше­

ток перовекитое со структурой АВО 3 /пространственная группа сим­

мет рии в парафазе PmЗm{. Полагая 

а{ = al = а~ = &у• ьr = ь: = Ь~= ~ Ь11 , с[= ci= с:= ~ Ь 12 , (у=А;В),/7/ 

получаем выражение для потенциальной энергии /6/ для подрешеток 
типа А, В. Выбирая в /6/ 

о о ао .1. о ьо ... о ьо 1 ьо о о о .1. о 
а 1 .. а2 ' 3 F а 2 ' 1 = u2 • 3 'F 2 ' с 1 = с 2 ' с 3 'F с 2 • /8/ 

получаем потенциальную энергию для подрешеток кислорода. Будем 
считать U/н малым и проведем в /6/ ра зложение по U1;:8 до членов 
второго поряд~а малости. Затем подста вим /6/ в /4/ , проинте гри­
руем и разложим лога рифм в / 4/ до членов первого порядка мало­
сти /см. 121 / . Проделав соответс твующие вычисления /см. приложе -
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ние 1/ , получаем: 

ч 1 - - 1 2 1 3ЬуТ Т 2 у у у 
J =- I V , ~ ~ , -- I Q [- - --+--(В + в + в >] + 

2 уу ' Оуу У У 2 у У аУ (а У) 2 (а У ) 2 2 4 6 
3 з з 

/9/ 
ьУ . 

+ I~Q4 
у (аУ ) 4 у' 

з 

4Ь З 2cl 2с З 
ь =-+-+- , 
У аУ 3аУ 3аУ 

3 2 1 

у у у у у у у у 6( у у у у ) 
у ь2с 2 Ь 1 с 3 8(Ь 2с8 + с1 с2) Ь 1 с 2 + с2 с 3 В - 30(-=·w+--:;-'1\] + + у у 2 2 

- (al)" (а i>" (а~) 2 (а() а 2(а 1 ) 
/9.1/ 

В у= 36Ь~Ь~+ 1S(c ~) 2 
4 аУ(а У ) 2 

з 2 

38ьУьУ + 18(с У) 2 
1 з 8 

+ + 
аУ(аУ) 2 
з 1 

12Ьу су+ 12су с У 
з 1 2 з 

аУ аУ а У 
1 2 з 

/9.2/ 

у 90Ь~с ~ 90Ь~с ~ 
в = +-~...:;... 

в (а~)2(а р (а~)2а~ 

42О(ЬУ)2 
+ 3 

(а~) 3 
/9 . 3/ 

Формула /9/ может быть использована для вычисления свободной 
энерг ии кристалла, если группы симметрии входящих в него реше­

ток принадлежат кубической или гексагональной системам 13 1 . 
В дальнейшем ограничимся рассмотрением подрешеток типа А и В. 

Подставляя /6/ в /9/, получаем 

- - 1 1 зь" т т 2 
99 2 I V0 ,е_~ ,-n- I 1- ---+--[-Ь + 

уу' УУ У У ~ у' ау (ау)З (ау)5 4 У 
j' 

у 

у 2 у 2 
+ 6( Ь 11 ) + 4(Ь 12 ) ]J + I 

Ьн 4 
--..,....Qy. 
4(ау)4 у 

где Ьу=Ьi1 +;ь[2 .Для подрешеток типа А,В ---- ---- -----

/10/ 

<~р2 = (~:)2 = <~: )2. /11/ 

Сравнивая /5/ и /10/, с учетом /11/ получаем 

... 2 3Т . 9Ь" Т 2 ЗТ 8 99 
< (~у) > =- - -:-:3 +-:--:-Б[ 4Ь~ + 8(bit )

2 
+ 4(Ь [2) 2]. /12/ 

ау (ау) (ау) 

Заметим, что получение высших по ·т членов (-Т\ - т 5) не пред­
ставляет т.руда, хотя, конечно, требует достаточно громоздких 

вычислений. 
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3. Ч~1СЛЕННАЯ OЦEIIKA ПАРАНЕТРОВ Ь{ 1 ~~ ь{2 
ДЛЯ ПОДРЕШЕТОК А И В. 

Экспер~1ментальные зависимости <({ ) 2> как функции температу­
ры /см. рис. 1 и 2/ для подрешетки Ti l случае BaTiO 8 и подрешет­
ки Sr в случае SrТiOs брались из 111. Непосредственный анализ 
экспериментальных данных, приведенных на рис.1 и 2, указывает 
на принциr1иальну10 необходимость учета в формуле /12/ членов ...;т 8 • 

~ействительно, согласно рис.1, ангармоническая добавка к 
<(~ )~. по крайней мере, положительна. Знак же члена -Т 2 опре­
дел~ется знаком коэффициента Ьу• Согласно /2~ Ьу всегда больше 
нуля, следовательно, поправка - ·т 2 всегда отрицательна, а это 
означает, что всегда положительные члены -ТЗ необходимо прини­
мать во внимание для корректного описания экспериментальных 

данных. Отрицательность членов -Т 2 можно показать также, непо­
средственно анализируя разложение /4/ в ряд по степеням ангар­
моничности. Действительно, разлагая ехр\-~U~н 1, замечаем, что 
в этом разложении член первого порядка малости по UКн /который 
всегда отрицателен, так как uY >О/ определяет в /12/ члены -Т2, 

ан 
1

. 
Чтобы сделать возможным использование /12 для вычисления ко-

эффициентов ьr1 и ь i2 • экспериментальные данные были аппроксими­
рованы нами формулой 

<(~:) 2 > '"'АУТ- ВуТ 2 + СУТ 8 , /13/ 

где температура измерялась в 0К, а коэффициенты Ау, ·Ву и Су вы­
числялись методом наименьших квадратов по экспериментальным дан­

ным. Сравнивая /12/ и /13/, приходим к системе уравнений: 

9ь..t2 Зk 8 у 2 Зkв -у в -В ___![ 99Ь2+ 8(ЬУ)2 + :4(ь 12 )] =Су, --=А • --- У' 6 у 11 
&у У а~ ау 

/14/ 

где kв- ·константа Больцмана. Решая /14/· относительно Ьi1 /см. 
приложение 2/, получаем 

У 3 j С А 
ьн = 5 ьУ ± ьУ -1,89 + о.в ·ВУ 2 У , 

. у 

/15/ 

где Ьу = 3Вуkв/ А3у , 
Для того, чтобы /15/ имело действительные решения, необходи­

мо выполнение неравенства 

с:7~ 3,15. /16/ 
у 

Однако подстановка значений АУ, Ву и С У' вычисленных непосред­
ственно с использованием зависимости от Т, получаемой из ана­

-+ 2 
лиза nоведения < (~У) > /см.рис.1 и 2/, в /3/ дает с учетом 
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ошибки эксперимента максимальные значен ~1я Су А 1 В~ , равные 2, 72 
и 1 , Об для SrTIO 3 и ВаТЮ 8 соответственно. А это означает, что 
система /15/ не имеет действительных решений . Неразрешимость 
системы /14/ , на наш взгляд, можно объяснить следующими причи ­
нами : 

1/ неучет в формуле /13/ членов более высоких порядков по Т; 
2/ недостаточ~о :{lолный учет в /11 вклада стат и ческих смещений 

в зависимости < (~У) > от температуры. 
Исходя из сказанного выше, представляется интересным даль ней ­

ший расчет температурных зависимостей средне го квадрата тепло­

вых смещений по экспериментальным данным с учетом вышеи зложен­

ных требований. 

В данной работе , однако, мы ограничимся тем , ч то для прибл и ­

женной оцен ки значений Ь\ 1 предположим, что вклад подкоренного 
выражения в /15/ мал. Тогда, пренебрегая им, получаем: 

~ 
бАЗ 

у у 3 
ь 11 = ь 12 = 5 ь у /17/ 

у Т\ 
Подставляя в /17/ конкретные значения Ву и А У • получаем Ь 11 = · 
"' 6,87 · 10-12 (эрг/~4 ) 11 Ь~~ = 5,52 . 10-11 ( эрг/~ 4) для ВаТЮ 3 и 
SrTi0 3 соответственно. 

4 . ВЫЧИСЛЕНИЕ Ь 11 11 Ь 12 В ИЗОТРОПНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

Рассмот рим данну~ задачу в довольно часто упот ребляемом для 

интерпретации экс периментов приближении изотропной среды. Это 

озн~чает, что мы считаем кристалл однородной и непрерывной сре­

дой 181 : При этом возникают дополнительные условия для коэффи­
циентов ангармоничностиiЗ/ : 

ь 11 = ь 12 • /18/ 

Использование /18/ позволяет получить замкнутую систему для оп­
ределения Ь U и Ь 12 без использования третьего уравнения си­

стемы /14/. В этом случае коэффициент Су может быть оценен из 
т ретьего уравнения системы /14/. Сравнение рассчитанного по /14/ 
значения Су /обозначим его с~еор.; с его экспериментаЛьным зна­
чением , вычисленным по формуле /13/, может служить критерием 
справедливости сделанного предположения о возможности считать 

данный кристалл изотропным : Результаты расчета коэффициентов 

ау, Су , Ь 11 и Ь 12 приведены в таблице. Анализ полученных резуль­

татов показывает, что изотропное приближение дает совпадение 

с.;еор. и С удля ВаТЮ 3 и SrТI0 3 лишь с точностью до порядка 

величин. Коэффициент В для подрешетки кислорода в ВаТЮ 3 , вы­

численный по формуле /f3/, оказался отрицательным, что указы­
вает на неприменимость изотропного приближения к данному кри ­

сталлу. Коэффициенты ангармоничности гамильтониана для SrTiO 3 
могут быть использованы для качественного анализа различных 

термодинамических величин этого кристалла. 
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5. СПОНТАННАЯ ПОЛЯРИЗАЦИЯ ПОДРЕWЕТОК 

Рассмотрим двумерный кристалл, состоящий из атомов двух сор­

тов /обобщение на случай нескольких подрешеток и трех измерений 

не представляет труда/. Для примера рассмотрим двумерный 11nеров­
скит11 /рис.З/ . В силу того, что вещество в целом является 

электронейтральным, мы можен выбрать начаЛо координат в nроиз­

вольной точке. Выберем начало координат в точке, где расположен 

атом сорта А . Тогда спонтанная поляризация ~ примет вид 

.... 1 4 -+ 
Р = -n- I е 1 r 1 , 

v i= 1 
/19/ 

Так как вещество в целом нейтрально, то 

- е 4 = 4е 1 , (е 1 = е 2 = е 8 )· /20/ 

В случае трех измерений эта формула, естественно, nримет другой 

вид, который будет определяться химической формулой вещества. 
Здесь /i = 1-4/- эффективные заряды атомов или их частей, 
входящих в выбранную элементарную ячейку, V - обDем элементарной 
ячейки. Заметим, что, если1 1 меняются с температурой так, что 
симметрия кристалла nри этом не меняется /случай теплового рас­
ширения/, то равенство /19/ не нарушается. Рассмотрим фазовый 
переход, состоящий в том, что атом сорта В смещается из своего 

положения равновесия /рис.З/. Спонтанная поляризация nри таком 

о-в О-л 1, 

Рис.З 
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переходе определяется выражением 

'+ 1 8 -+ 64 -+, 
Р =- I. е 1 r 1 + -r , 

Vt=1 V 4 
/21/ 

где r'4 =r4 + it 4 • с уче~ом /19/ 
и того, что в парафазе Р = О, по­
лучаем 

-+ 64 -+ 
Р = V R 4 • /22/ 

Формула /22/ служит иллюстрацией 
известного положения /см.напри­
мер, 121 /о nроnорциональности 
спонтанной поляризации смещению 

атома сегнетоактивной подрешет­
ки /5/. Однако при таком подходе 
полученный результат зависит от 

выбора начала координат. Так, 

в нашем двумерном .' 'перовските'' 
мы может считать, что смещалась 

не подрешетка В, а подрешетка 

-+ типа А на вектор- R~ Хотя макроскопические величины /напри -
мер, полная спонтанная поляризация/ п ри и зменении начала коор ­
динат не меняются, понятие спонта нной поляризации подрешетки 
при этом становится некорректно определенным , т. к . непонят но , 
какую именно поляризацию приписывать каждой и з подрешеток. 
Данную неоднозначность, на наш взгляд , можно устранит ь следую­
щим образом: среднее смещение каждой подрешетки определяется 

формулой 

<i > - Iiyexp l -fЗHidV у - -;--:--_ _:_:_ 
J ехр 1-fЗН ldV 

где Н- гамильтониан, определяемый /2 / . Поляризация каждой под­
решетки в таком случае определяется формулой Ру = (Z/V) . <(у > . 
Так как используемый гамильтониа н представляет из себя разложе ­
ние потенциальной энергии при фиксированной · температуре 'I > 'I с 
/ см. 1 21 /, то это означает, что мы выбрали некоторую фиксирован­
ную сис тему координат. При таком выборе системы координат гар­
монические подрешетки имеют нулевую подрешеточную поляризацию. 
Такие подрешетки естест венно назвать 11сегнетонеактивными

11 

в про­
тивоположность сегнетоактивным подрешеткам, используемым в 151 

• 
В частност и , для ·БаТЮ 3 и SrТiO 3 сегнетонеактивными являются 
подрешетки Ва и Ti соответственно 1 11 • 

Авторы признательны В . Л . Аксенову, Н.М . Плакиде и С.А.Иванову 
за обсуждение результатов работы и ценные замечания . 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1 
Для вычисления /9/ нам потребуются значения некоторых таб­

личных интегралов /см., например, 141 1 

J~n 
1 

+foo l f3 2
1 

2n у-;.1·З·Б· ... (2n-1) (-' 2 )2n+1 
ехр - -а 1 х 1 х 1 dx 1 = v- /П1/ 

2 2 n fЗai ' 

+"" 2 
0

211 
= I ехр 1-J! а 3х~+ fЗQx 3 lx

2n dx 8 = expl.9..1!_ 1· х 
-оо 2 2аз /П2/ 

х (С о J2n +c2 J2n-2k2+ . + C2n-2J2 k2n-2+C2n~k2n) 
2n З 2n 8 ... 2n З 2n З ' 

i где k = Q/a
3

, а c
2
n- биноминальные коэффициенты. При интегри-

ровании в этом параграфе будем удерживать только члены -k
2 и 

-k 4 , т.к. не зависящие от k члены могут быть включены в плавную 
функцию температуры и внешнего поля, а члены более высокого 
порядка по k не учитывались нами в разложении /5/. С учетом 
вышесказанного, получаем 

9 



·а 1 Q
2

{3 } J 0 
о= ехр -- 3' 

2а 8 
/П3/ 

2 --
' IQ-F~I_I2rт 2 а = ехр ~ • v -- • k • 2 

2&3 f3a3 
/Г14/ 

' Q
2 

J:l -r,;- в 2 " а4 = expl..::....t::.J. v-<- k + k ) • 
2а3 {Ja 3 {Ja 3 

/П5/ 

Q2J:~ ~ 3k2 k 4 
·а 8 = expl~ }. 15 v-(- +-). 

2а 3 {Ja 3 д2а2 f3 а 
1-' 3 3 

/П6/ 

Q2 f3 2; 2k 2 k" 
•а 8 = expl--1·210\}-(-- +--). 

2а 3 {Ja 3 f3~\ f32a~ 
/П7/ 

Рассмотрим интегралы вида 

J 
+оо +оо +оо {3 3 
Г J J dx 1 dx2 dx 3 ехр 1- 2 I а 1 х ~ + f3 Qx 8 1· U а н 

-оо-оо-оо 1=1 
/П8/ 

+оо +оо +оо {3 3 2 
J J Г dx1 dx2 dx 8 exp{-- I а 1 х~+ {3Qx 3 1·Uaн. -оо -оо -оо 2 i= 1 

1 = /П9/ 

Здесь и далее в этом nараграфе для nростоты будем 
деке у. Исnользуя /П2/, /П8/ и /П9/, nолучаем 

оnускать ин- - -

J .. ·а 2 ( с2 J1 J ~ + с 3 J ~ J 2) + ·а "ь 3J 1 J 2 ' 

1 = 2А 2а 2 + 2А4 а 4 + 2А 8'Q 6 + Ь: J lJ 2 а 8 , 

где 

2" Ь1с2 БЬ1с3 5t~c2 ~cs с1с3 cl с2 
А2= <-+-+-+--+--+---) 

,,- 2 8 3 2 2 2 ' fJva1a2 а1а2 а1 а2 а1а2 а1а2 а1а2 

А 4= 2rт ( ЗЬl Ь3 + ЗЬ2Ь3 + Ьscl + Зсi + Зсf + с2с 3 ) 
3 2 2 2 2 2а2 ' f3 va1 а 2 а 1 а 2 а 1 а2 а2 1 а1 а 2 

277 Ь3с 2 Ь3с 3 Ав= - <- +--). 
f32va1a2 а2 а1 

В свободнуn энергию /9/ входит интеграл 

{32 
М= Tln(I 0 -fJJ + -1), 
где 2 

/П10/ 

/П11/ 

/П12/ 

/П13/ 

/П14/ 

/П15/ 

+оо +оо +оо 

10 "" J J J J:l 3 2 , f3~2rт ~ 
dx dx dx exp{-L:.. I ai xt+f3QxJ=exp 12а lд v дя.а а -

1 2 3 2t=1 3~-' ~-'&23 -оо -оо --оо 

10- /П16/ 

Разлагая в /П15/ логарифм до nервого nорядка малости по стеnе­

ням отношения (-{3 J + ~I) /1 0 , nолучаем 
2 

J {31 
м = т ln10 --+-. /П17 1 

1 о 21 о 

Получим явные выражения для 1 и J. Подставляя /П1/ - /П7/ 
в /П10/, /П11/ и груnnируя члены nри одинаковых стеnенях k, по­
лучаем 

2rт 2rт Q2{3 6Ь3 с2 сз k 2 4 
J = -v expl-.--1[(- +- +-)- + b3k ], 

f3 {3а 1 а 2 а 3 2а 3 а 3 а 2 а 1 f3 
/П18/ 

~ Q2{3 2 12 90 84Оrть: 
v--- expl--1 [k (2А 2 + --А4 + 22Ав + 4 -- ) + 

{Ja 3 2а з f3a 3 f3 а 3 f3 у а1 а2 а~ 
/П19/ 2 

4 3ОА 6 42077bg 
+ k (2А 4 + -- + )] . 

{Ja з f3 з..;·а1 а2 а~ 

Подставим /П12/-/П14/ в /П19/ и, оставляя только те члены _Q 4 , 
коэффициенты при которых не зависят от темnературы по стеnенному 

закону, nерейдем к новым nеременным В2, -В 4, - В 6 , которые оnреде­
ляются формулами /9.1/-/9.3/ . Тогда nолучаем 

{JQ 2 277 2rт k 2 
1 = expl-1-v ·-(82+84+86). 

2а 3 f3 f3 а 1az а 3 f3 3 
/П20/ 

Подставляя /П16/, /П18/, /П20/ в /П17/, nолучаем 

Q2 6Ьз с 2 cs k2 4 k2 
М= ---[(--+-+-)-+Ь k] +-(82 +84 +8 6 ) 

2а 3 а 3 а 2 а .1 f3 з f33 
/П21/ 

Подставляя /П21 1 в /4/, для -~ nолучаем /9/. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Эксnериментальные данные будем аnnроксимировать формулой /13/. 
Сравнивая /13/ и /12/, nолучаем систему уравнений для оnределе­
ния ау, Ь i 1 , Ь [ 2 • Оnуская для простоты индекс у, заnишем эту 
систему в виде 

Зkв 
А =--. 

а 
/П22/ 

9bk~ 
/П23/ в = ---. 

аЗ 
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k8 2 с = ~ [ ~ ь2 + &(ь 11) 2 + 4(Ь 12) J, 
а 

где 

ь = ь 11 + . : ь 12 • 

/П24/ 

/П25/ 

Подставляя в /П23/ значение а, выраженное из /П22/, и исключая 
из /П24/ Ь 12 с помощью /П25/, получаем 

А6 
2 135 2 С "'~(15(Ь 11 ) -18ЬЬ 11 +-Ь ), 

&k 8 4 

где Ь = 3Bk8/ А 3 
• После сокращения общих множителей 

квадратное уравнение для определения Ь 
11 

в виде 

2 
2 в 9 2 27Сkв 

Ь 11 --ЬЬ 11 + -Ь --- = 0 
5 4 БАБ 

rewaя его, получаем 

получаем 

ь 
1 

", ...3.. ь + ( 27Ck
2
8 11 

1 б - -1,89Ь2 + -)n 
бАБ 

{ь ± (-l,S9b2 + 0,8АСЬ\ \.1 
В2 

3 6 Ь ± Ь(-1,89 + 0,8АС ) \.1 
В2 
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