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1 • МОдЕЛЬНАЯ СИСТЕМА 

Рассмотрим модель кристалла. испытывающего структурный фазо­
вwА переход ферродисторсионного типа. гамильтониан которой пред­
ставим в виде/1/: 

2 
d 1 Pt 2 1 2 n 2 2 

н - -1: (--ЛQt>+- 1: Фrt' (Qt -Q, ,) +-...(1:Qt) • 
2 l m 4 fl' 4N 

Величины Q t и Pt - операторы смещения и импульса 
m, находяtqеikя в t -м узле d -мерной реwетки. 
оnределяет частоту неустойчивой в гармоническом 
ды, а параметр В> О 11вi<л10чает11 

обратно nропорциональное числу 

nостоянная Фw: отлична от нуля только для бЛИ8аА8 
решетке. 

В теории структурных фазовых переходов 

такого тиnа/ 1-3/ вызвано скорее их nростотоА, 
wением к какой-либо конкретной ~зической с~:~ 

В 1975 годУ Шнейдером, Столом и Беком /1/ 
утверждение о том, что модель /1/ является 
модинамичес ком пределе, при d - 3. В 12/ расеметр 
общий гамильтониан, чем /1/, в котором были 
ческие члены более высокой степени, 

критическое поведение. Влияние и~олированноА 
переход изучалось в/3/. 

Несмотря на простоту модели /1/, ее 
нетривиальна. Она отражает большинство осно8НWХ 
ных теориИ фазовых переходов: зависимость 
ния от размерности пространства,наличие Области 
с развитым . статистическими и квантовыми фпуктуацИIIМN : 

в/1/ было показано, что модель /1/ по своим кри1ич8с~ 
ствам в классическом пре~еле принадле•ит классу 

сти модели Берлина-Каца 4/ .Однако метод,испольэуемwй 
меним только в классическом пределе, а доказательство 

решаемости модели приведено только в области nарафазы, вне точ­

ки фазового перехода. 

В настоящей работе, на основе идеи метода аnпроксимирУD&его 
гамильтониана /5/, приведено строгое и полное доказательство 
утверждения, высказанное в/1/ о том, что модель /1/ является 
точно решаемой при N .. оо, и исследовано ее термодинамическое по­
ведение в классическом пределе. 

2 

2. АППРОКСИМИРУЮЩ\:1Й ГАМИЛЫОНИАН 

Запишем гамильтониан /1/ в представлении нормальных координа т 

Q ... = ,;m 2 Q e exp(-iqб, 
q N f 

в виде 

1 ........ 
Р -• =- 2 Pf> exp(-iqe) 

q v'mN f 

Hd = .1_ ~ (Р...Р ... + й.l.~ Q...Q .... ) + _!>_~ Q-+Q -+),2 
2qq-q чq-<J 4Nqq-q 

где частота гармонических фононое 

А 1 ... ] 2 2 * ш 2 = __ + _ [ф(О)- ф(q) "'-v + cq 
if m m 

4 4 

/2/ 

/3/ 

В Bvo vo 
и константа ангармонизма Ь = ~ = --А2 = -- . При конечном числе 

m 4Е о 

частиц N в объеме V, N = V / ad = J" d имеем для векторов q = lqa, 
а = 1 , ... , d ! в /2/: 

qa =~na=~na 
aL L ' na =О, ±1, . •. , ± ~· 

... 
так что суммирование по q означает 

1 j .. 1 na 
- l f(q) =- 2 f(a* -). 
N q... I.fl na=O,±I,.. . L 

'\ 

/4/ 

В качестве аппроксимирующего предложим~ следующий псевдо­
гармонический гамильтониан: 

d 1 2 
НQ (М= 2l= (Ptf. р -if + Oij (!1) QqQ-q)- NEo (!1 + 1), 

q 

где пробная частота 

2 2 2 о ... (!1) = (U... + vo (1 + 6) • 
q q 

*Хотя дебаевское nриближение не является nрmiципиальным, 
оно значительно уnрощает дальнейшие вычисления. 

/51 

!6! 

~форму апnроксимирующего гамипътониана /5/.можно "nостроить" , 
руководствуясь соображениями, иэложе. ~~- · ... · \'.~J

1
. 

Е U 'iif1f.~ ·", ·~ -· 
.. , • ~ · t· ., . .. :>' 

" ·.t.~НШ L!L · •.. ,.:. ..,··. 3 

~&Л~tt" • ~н.· _ · 

... 

- ,li 



~ 

Щель !'!.. в спектре /6/ определяется, как будет показано ниже, 
из уравнения: 

2' ь ь ii tnq(!'!..) 
v о (1 + !'!..) = N ~ ~Q_-q >o = N _:: :ю-... (-6.-) cth.-2~T-

q q q 

Термодинамическое среднее < •. • >0 в /7/ вычисляется с гамильтониа­
ном /5/. 

Докажем следующее утверждение : 
Пуст ь параметр !'!..определяется уравнением /7/, тогда плотность 

функций свободных энергий: f [Н d], соответствующая модельному 
гамильтониану /2/, и fN[Hi(!'!..~, соответствующая аппроксимирующему 
гамильтониану /5/ , совпадают при N ... оо . 

Для доказательства этого факта воспользуемся широко извест­

ным неравенством Боголюбова /см., например / 51 /, справед­
ливым для любых гамильтонианов Г и Г 0 : 

1. <Г- Г0 >. < f (Г]- f [Г 0 ] < ...!_ <Г- Г 0>n~ 
N Г-N N . -N . t-

где fN [Г]=-(T/N)lnТrexp(-Г/ T). В нашем случае- получаем : 

2 

Г- г0 = Н d - нd (!'!..) = bN [_l I Q ... Q ... - 3!_ (1 + !'!..)] 2 , 
О 4 N-+ q -q Ь 

q 

и из / 8/ следует : 

2 

о< fN [Hd ] - fN [Hod (!'!..)] < ..!:.. <[1. I O....Q ... - ~ (1 + 6.)]2 >о . 
- - 4 N -+ -ct -q Ь 

q 

!8! 

191 

/10/ 

Неравенство /10/ справедливо при произвольном. !'!... Воспользуемся 
этим произволом и определим !'!.. из условия наилучшей аппроксима­
ции, т. е. выберем такое !'!.. при котором fN [Н 0d (!'!..)] было бы мак-

' d • 
симальным. Можно показать, что fN [H0 (6.)] является выnуклой вверх 
функцией параметQа !'!.. и что она достигает абсолютноJо максимума 
nри конечном !'!.. = !'!..N. Простым дифференцированием fNЩo(M] можно 
установить, что ~N является единственным решен~ем уравнения са­
мосогласования . /7/. 

Из / 7/ и /10/ следует: 

О < fN [Hd] - max fN [Hg (!'!..)] < .Q_ <[..! I Q...Q -+ -..! I <Q ... Q -+ >0 ]
2 > о· /f1 / 

- · !'!.. - 4 N q.. q - q N q ч -q 

Пасколь ко в правой части 11 11 термодинамичес~ое среднее вычисляет­
ся по псевдогармоническому гамильтониану /5/, то можно восполь­
зовать ся теоремой Вика-Блоха-Доминисиса и полуцить оценку: 

О ~ fN [Hd]- m~x f N[Hg (!'!..)] ~ 

4 

~ 

~ 

ь 2 ь 
~--- I <~Q -+ > =--

. 2N2 -+ q - '1 О 2N2 
q 

112 1in ... <iN> 
I - - -=-- cth _ч_ . 
; [2!1 q (!'!.. ~]2 2Т 

/2/ 

Доказательство асимnтотической малост и n ри N ... оо в правой час­

ти /12/ в общем случае · - при произволь~;~ых Т и любой размернос ти 
пространства d, представляет ся сложным, поэтому в дальнейшем мы 

ограничимся классическим пределом высоки х температур, когда 

T»11Пq (~N), и в основном .будем обсуждать случа й d = 3. Доказа­
тель с тво в квантовом пределе низ ких темпе ра тур проводится анало­

гично. 

3. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ !'!.. N ПР И_ БОЛЬШИХ N 
И ПРИ Т-+Тс 

В классическом пределе п риближенно можно считать 

cth[iiO-+ (6.)/2Т] - 2Т Ainij (!'!..). В этом случае уравнение самосаг ла со-
ванияq/7/ можно записать в виде : 

!'!.. N(t)-1= 1 - +...:. I [6.N(t)+S2q2l - l , 
N!'!..N (t) N q/.0 

..... /13/ 

где t = Tb/v0
4 = Т/4Е 0 - без'размерная температура и s = c/v0 . 

Сумма по q /. О в d -мерном случае при больших N ", Ld , выЧисля­
ется согласно правилу /4/ , т . е. 

(1) d ±L/2 2 2 1 
Id (!'!..N (t) , L) = С I [!'!..N (t) + (a/ L ) n Г 

na=±l 

sd Lo ~~ . /14/ 
=- f n d L'г ----~--' !'!..N (t) + (a/L) 2n 2 • (а = 2178/а) . 

" 

Зде сь Sd = (2rr) d/ 2 /Г (d/2) - пов е рхнос ть еди ничного d -мер-
ного шара 1 Г- гаtо~ма-функ t~ия/ . Верхний п редел Lo в 114/ опре­
деляется из условия нормировки суммы : 

- d ±L/2 sd Lo . d 
L ai _, - . - ( n~I dn ,~ ~ tLo- 1) 

n =± l Ld 1 d -Ld~- = 1 

что дает L 0 -::.l•(d/ Sd) l / d. 

nосле замены пе.ременных х = (a/L )n, ;~ 1 = a/f ... , х0 = a(L
0
/L) 

8 / 141, nолучаем : 

~ 

5 

~ 



s XD d-l 
(1) d х dx 

r d (~N (t), L) = - :::-;r f - - - ~ 
а х 1 ~N (t) + х 

Интеграл в /15/ легко вычисляется, 

/15/ 

Рассмотрим сначала важный частный случай d =3. Из /13/ и /15/ 
получаем уравнение : 

1 
~N (t)= .3 ~N (t) 

tSз а)_ 1-
+ - '--- (x D - L 

а3 , 

tSз ~ Хо а ] - -- \'~N (t) [arctg----- arctg------ . 
а3 Y~N (t) L y~ N (t) 

\ 

/16/ 

Удобно ввести величину т= (t-tc)/ tc • , 
tc оnределяется из условия ~"" (t с) = О . 
nерехода L ... оо вместо /16/ получаем 

где критическая температура 

После предельного 

,. ) Sз Sз 1;-- хо 1 ~<t = t-x0 - t- \ u(t) arctg----- , 
аЗ аЗ y~(t) 

/17/ 

откуда явно оnределяем tc 

-l Sз х D 4тт 3 l /З ' 
t =---..-=-(-) 
с а ~ а2 4тт 

/18/ 

Рассмотрим теперь уравнение /16/ nри конечном N и т ... о . Оно 
имеет вид: 

1 t 1 t V ~N (т) [ Х D Хо 1' , ~ (т) = ---- + т - - - . -- - - · ---- arctg--- - ar-ctg. -------- t / 19/ 
N L3~N(r) tc LD t c xD /'S.N(т) LDy~N(т) 

-2 ' 
Будем искать решение /19/ в виде ~N (т)= ~ 0 (т)L . Тогда для 

больших L nри т-. О, полrчаем следующее уравнение для ~0 (т=0)= ~ 0 : 

~о tc 
L2 = L~o 

1 

Lo 

' 
v~ o [~ · 
~~~о 2 

/20/ 
~~ а ] 
---arctg~ · 
aLo v~o 

Есл'и а/у~ 0 » 1, то после рА зложения arctg(·) , и пренебрегая членами 
2 

порядка О (1 / L) и О(~ 0/а ),получаем: 

LD 
~о= tc L 

2 
а 

4тт 
' 

Следовательно, при больших N и т = О находим 1 d = 3/: 

6 

/21/ 

f 

- 2 ' 1 
~ (т= 0) = ~- . --- . /22/ 

N 4тт N2/3 

Аналогичные рассуждения можно провести и nри nроизвольн·ом d. 
РезУльтат имеет вид: 

d/2 

{
О (1/L · ) 

~~(т= О)- 0(1/ L2 ГшL > 
d~5 

d = 4. 
/23/ 

Этими результатами мы воспользуемся в следующем nара гfрафе при 
оценке правой частинеравенства /12/, 

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 
В КЛАССИЧЕСКОМ ПРЕДЕЛЕ 

В классическом nределе вмесrо /12/ можно рассматривать нера ­
венство: 

О~ fN [Hd], - ш;xfN [Н~(~)] ~ ~Т
2 

~ N (Т), /24/ 

где 

/: 1 1 
'-' N (Т)=-}; :;:т--- · /25/ 

N2 q 0-.(~N(T)) 
q -

Таким образом, в этом случае задача доказательства термо-

динамической экв ивалентности гамильтонианов нd и нg(~N)сведена 
к нахождению асимптотики /при больших N/ решеточной суммы ~N(T). 
Сходная математическая nроблема возникает в задачах Ь случайном 
блуждании на решетке /б/ , 

Представим ~N(T) в виде суммы: 

~N('I') = ~~)(Т)+ ~~l)(T) = 

1 _1_ }; [v~ ~N (Т)+ j_ (ф(О)- ф(q))]-2 
/26/ 

=------- + 
N2v.4 ~2 (Т) 

О N N 2 <i l o т 

Рассмотрим сначала случай d = 3-Учитывая, что ~N (T)IO при Т > Те , 
из соотношения /22/ для ~~(Т) получаем: 

. s 0(1 / N 2). 

~~(Т) ::: l 0 (1/N 2/ \ 
Т> Те 

/27/ 
Т = Те' 

т.е. в термодинамическом nределе этот член исчезает. Аналогичная 

ситуация имеет место и при произвольнам d( >2) /см. /23//. 
Займемся теnерь оценкой вклада второго члена в /26/ . Введем 

для удобства эффективный радиус вза имодействия R0 из условия 

7 

. 

"" 



r,; 

... ... 
... - ·l qf 1 ... ... ... 

ф (О)- Ф<fi> = "i. ф (f.) (1 - е ) -- "i. ф(е) (qf) 2 = 
е - 2 е 

= ф(q = O) R0 q2 = Ag0 R~q~ = Ag0 a 2 r~q2 
... 

и перепишем сумму по q в виде: 

(l) 1 2 2] 2 c; N (T)=-- "i. [~ N (T) + s q - , 
N2 v 4 if . о 

s2 = g R2. 
о о 

1 

/29/ 

При фиксированном N = Ld <оо проведем 
в /29/ согласно /4/: 

суммирование по qa = (а+ n а /L) 

( I J 1 ±L / 2 
f, N (T) = - z.r-4 ~ ~~N (T)+ (a/L)2n2 ] -2 

L 11
0 

n =± 1 

Для достаточно больших L вклад суммы по na можно оценить по 
формуле: 

1 ±L / 2 2 2 -2 
- "i. [h N (Т) +(a / L) n ] . 
[,d na=±l 

I ~2 ) (~N (Т), L) 

8 1, 0 d- 1 
d n d.n 

= uт- { [ ~ -(т>-~(a/L)~2jT . 
N 

/ 30/ 

/ 31/ 

Ас имптотическое nоведение интеграла I ~2 ) (~N(T), L) при т ... т .. за ви ­
сит от размерности nространства d. Вводя переме~ные х = (a/ L)n 
и r , получаем /ер. с /14//: 

(2) S "D d-1 
1 d ( r, L) = _d_ ( х dx d . ----

а "1 (r + х2 )2 о 
/32/ 

Из /32/ при r = О находим 

sd d-4\ " 
- - о _х__ 0 при d 1 4, 

ad d-4 " 1 

1~2) (r = O,L) = 
s4 

nри d=4. а4 lnx 1 "D 
"J 

При L ... "" имеем расходимост ь на нижнем nределе 1 х 1 -+ О/ для d ~ 4 о 
Теперь из /30/ и /33/ nолучаем оценку: 

8 

.. 

f 

t \ 

0 (1/ L2
) 

c;~l) (Т с ) :; { O(lnL/L4 ) 

nри d = 3 

nри d = 4. 
/34/ 

Окончательно, исnользуя /22/, /23/ ; /27 / и / 34/ из /24/, в 
термодинамичес ком nределе, nолучим равенство : 

lim fN [}ld ] == max lim fN [Hg (~)) 
N ... oo ~ N-+00 

для всех d > 2. 
Равенство /35/ доказывает утверждение , выс казанное 

о те рмодинамической эквивалент ности гамильтониа нов нd 
в термодинамическом пределе. 

5 о АНАЛИЗ УРАВН ЕНИЯ САМОСОГЛАСОВАНИЯ В КЛАССИЧЕСКОМ 
ПРЕДЕЛЕ 

/ 35/ 

в n .2 , 
и нg с~ N > 

1 

При t-+tc уравнение /17/ можно заnис а ть п риближенно /в этом 
параграфе мы рассматриваем d == 3/ : 

~(r) = r- _3_ J~(т) . 
2х0 

Решение /36/ ~меет вид 

Jмт) == J_!!_.2__ + r- 77/4хо. 
16х2 D 

/ /36/ . 
, 

/37/ 

. 2 / 2 
В зависимости от соотношения т и 77 х 0 nолучаем разную асимnто-
тику : 2 

1 1 т « (-77-) • 
4х0 

~(т)= 4? (~) 2 = 16т 2 е:_ r2(_!_) 2/3 
77 .." о 477 

' 

2/ т » (~} 2 
4хо 

~( т) - r(l - _.!!_ _ _ ) . 
-· 2х0 VТ 

/38/ 

1391 

Та к и,... обра зом , для восприимчивости 11а nnроксимирующей системы11 , 
n р и т ... О, получаем: 

-+ 1 - _ __ ]. ____ _ 
х (q, т) == о.! (~) -0 - Ll.{r) + 82 q2 

q 

/40/ 

9 



или 

1 -у 
) ~.----т x(q ... О, т ."_ v; Мт) 

и 

... 1 -(2+7j) 
x(q ... о, •= О>.::: .-22- q 

vos q 
где критические ~ндексы: 

. { 2 
у = 1 

И7[=0. 

в области 

в области 

2 
т « (17/4х0 ), 

2 
т» (17/4х0) 

."; 

/~1/ 

/42/ 

/43/ 

Отметим, что область 
щения, когда g0 r ~ >> 1: 

2 
т« (17/4х0) мала для переходов тиnа сме-

(417/ 3)2/3 1 
т<<--у-« • 

64g0 r 
0 

/44/ 

В области температур /44/ велико флуктуациокное взаимодействие, 
которое приводит к кроссоверу критического поведения, т.е. 

"гауссоеский" индекс у= 1 переходит в индекс сферической модели 
Берлина-Каца /4/ у= 2. 

6. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ МОДЕЛИ ПРИ ФИКСИРОВАННОМ 
ПАРАМЕТРЕ ПОРЯДКА 

Введем вспомогательные гамильтонианы 

d -J( = Н - yN !. h ... Q.... , 
... -qi qi 
qi 

J<(/1) = нgu~)- vN ~ ь_ij_Qij. , 
qi 1 1 

/45/ 

/46/ 

линейно зависящи,е от вещественных параметров h_qi (i = 1, .•• ,р). Изло­
женным выше способом можно доказать справедливость равенства: 

f(T, !h_q _l) "' 1im fN [J(] = max lim fN [J((/1)]. 
1 N.....,., /1 N->oo 

/47/ 

Введем новый термодинамический потенциал F (Т, lx.q; 1), г де 

lx.;i 1 - набор параметров, термадинамически сопряже•iных lh_.J; 1 при 

помощи преобразования Лежандра/7/: 
\ 

F(T, lx-q 1) = max ЩТ, !h_ ... 1) +!. h ... х ... 1. 
i !ь 1 qi ... . -ч ; q ; 

-q. ql 
10 

1 

,.. /48/ 

~ 

Подставляя f(T, lh_q. \) из /47/ в /48/, nолучаем 
1 

F(T, !х... 1) = max !maxf[J((/1)1 + l h -+ х ... 1 = 
q. !h . 1 11 ... -q . q. 

1 -q. qi 1 1 
1 /49/ 

= max lmax (f[J((L1)] + !. h .... х ... ) \ . 
11 lh ... 1 .... -qi qj 

-qi ql 

Заметим , что ввиду того, что f[J((L1)] является дифференцируемой 
функцией по параметрам !h_qi 1, ма ксимум функции в круглых скобках 

в /49/ достигается на единственном решении системы уравнений: 

д !'[}((11)] 
- ----=х ... 

дh ... qi 
-qi 

/50/. 

или 

' /511 . v~r:г х... = <Q... >J<(/1) . q . q. 
· Урав~ения /50/ /или /5111 дают 

h ... 
-qi h .... о ------ = х... , т .е. при _ ... , n2 см q; q; 

... qi 
только для q. =О получаем х ... _0 ", х = О, п ри Т< Т с· 

1 '(·-

Соотношение /51/ при q;=O 1 определяет параметр порядка визу-
чаемой модели. Апостериори, полагая равным нулю в /45/ и /46/ 
все h_-q_ при qi ,j О и исnользуя связь 

1 

2 
ь0 = n 0 (11) х ", v0 11х , /52/ 

из /49/ находим: 

- 2 1 2 2 
F(1, х) = m,;x !f[H0 (11)]- Е0 (1 +М + 2 v0 L1x 1, /53/ 

где 

- 1 2 Н0 (М=-'\' [р ... р ... +й-+(МШ ... оQ ... ] 2 ~ q -q q q -q 
q ,, 

и 

о Q.... = Q... - xyN о -+ 0 q q q, 
/54/ 

Из условия экстремума в /53/ получаем уравнение для 11: 

1+11=~- lim..!. l <oQ ... oQ ... >+ ~х2 .. _ 
v

0 
N -+ q · - q v2 

q о " /55/ 
== -~ х2 + lim ..l !. ___ .! ___ , 

v:f N-+00 N q 11 + s2 q 2 

где последнее равенство записано в классическом предеhе, 

11 



или 

1 -у 
-т x(q-.0, т)."_ 11:!1(т) 

и 

... 1 -(2+1J) 
x(q ... о, •= О)",---- q 

. 110 s 2q 2 

где критические ~ндексы: 

у ={~ 
и 1J =0 . 

в области 

в области 

2 
т « (11/4х0 ), 

2 
т» (11/4х0) 

"' 

/~1/ 
,, , 

/42/ 

/43/ 

О тметим, что область 

щения, когда g0 r~>>1: 
2 

т« (11/4х0) мала для переходов тиnа сме- :~~ 

(47r/3)2/3 
1 ~«--т« . 

64g0 r 0 
/44/ 

В области температур /44/ велико флуктуационное взаимодействие, 
которое приводит к кроссовеР.У критического поведения, т. е. 

"гауссовский" индекс у= 1 переходит в индекс сферической модели 
Берлина-Каца 14/ у = 2. 

6 . ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ МОДЕЛИ ПРИ ФИКСИРОВАННОМ 
ПАРАМЕТРЕ ПОРЯДКА 

Введем вспомогательные гамильтонианы 

d -J{ = Н - yN l h ... Q... , -> -q . q . 
qi 1 1 

J{(M = нg(/1)- vN ~ h_;j.Q;j .• 
qi 1 1 

/45/ 

/46/ 

линейно зависящи,е от вещественных параметров h_qi (i = 1, .•• ,р). Изло­
женным выше способом можно доказать справедливость равенства: 

f(T, !h -q .!) = lim rN (Ю = max lim rN [1{(11)1 . 
1 N-юо 11 N->oo 

/47/ 

Введем новый термодинамический потенциал F. (Т, IXqi 1), г де 

lx.;i 1 - набор параметров, термадинамически сопряженных !h_qi 1 при 

помощи преобразования Лежандра / 71: 
\ 

F(T, lx-q 1) = max !f(T, !h -+ 1) + l h -> х ... 1. 
i !h 1 -qi ... . - q i qi 

-qi ql 
10 

,." /48/ 

Подставляя f(T, !h_q. 1) из /47/ в /48/ 1 nолучаем 
1 

F(T, !х... 1) == max lmaxr[J{(/1)) + l h -> х -> 1 = 
qi !h -> 1 11 .... -qi qi 

-qi ql /49/ 

= max lmax (f[J{(/1)] + l h ... х .... ) 1. 
11 !h -> 1 ... -qi qj 

-qi qi 

Заметим, что ввиду того, что f[J{(/1~ является дифференцируемой 
функцией по параметрам !h_q . 1, ма ксимум функции в круглых скобках 

1 

в /49/ достигается на единственном решении системы уравнений: 

д t' [1{(11)] - -----= х ... /50/ 
д h -> qi 

-qi 
или 

/511 . yN-Х-> = <Q... >J{(/1) • q . q . 
· Урав~ения lso; /или /51// дают 

h .. 
-qi h -> о ------ = х... , т .е. при _ -> , 

n2 см qi qi 
-> qi 

только для qi =0 получаем х~. =о=х =О, при Т<Тс. 
Соотношение /51/ при qi=O 1 определяет параметр порядка визу­

чаемой модели. Апостериори, полагая равным нулю в /45/ и /46/ 
все h-;j. при q1 #. О и используя связь 

1 

2 
h0 == П 0 (11)х = 110 &, /52/ 

из /49/ находим: 

- 2 1 2 2 
F('!'. х) = mlx !f[H0 (11)] - Е0 (1 +М + 2 110 t1x 1. /53/ 

где 

- 1 2 Н0 (11)=-~ [р_,р_, +П->(t1)8Q ... 8Q ... ] 
2 ~ q -q q q -q 

q ' 
и 

8Q ... = Q ... - xyN 8 -+ 0 q q q, 
/54/ 

Из условия экстремума в /53/ получаем уравнение для 11: 

ь . 1 ь 2 ~ 
1+11=-- l1m- l <8Q.,. 8Q -.>+ -.х-

11 N -> q -q 2 -
о q 110 it 

/55/ 
"" -~ х2 + lim __! l __ _! ___ ,, 

11б N-+o0 N q 11 + s 2 q 2 

где последнее равенство записано в классическом предеЛе, 

ll 

\ 



1' 

"' ~-

7 . РАЗЛОЖЕНИЕ фУНКЦИИ F(T, х) ПО СТЕПЕНЯМ ПАРАМЕТРА 
ПОРЯДКА 

v 2х 2 

" 

Введем безразмерные величины 
2 о Ьх2 F 

1J = -- = ~· .:J =-- и перепи-
. 4Е о v0 4Е0 

шем /53/ в виде: 

:'J(T, 1J) = rnax:'J(T, 11; М = :'J(T, ТJ ; .:i(1J)), 
11 

где 

cr -+ nq (11) 1 2 1 2 
J (Т, 1J; 11) = tfdq . ln(2sh--)- - (1 t ~ +- I11J • 

2Т 4 2 

Построим разложение функции 

cr -2 1- 1-6 
J (Т, 1J) = :J (Т, О) + А 1J + -В 1J + - С 11 + ... , 

2 6 

-' 

с помощью которого удобно исследовать термодинамику системы 

в окрестности критической температуры Tr. 

/56/ 

/57/ 

- 2 Разлагая :'f(т, 1J; I1(1J)) в ряд по степеням 1J для первых трех 
коэффициентов в 1571, получаем при т > О: 

А= ..!.мТJ= О)- тУ 
2 

в= _!L__., __ - 2q: 1 
d(ТJ 2) 2 1J'= о -

ry/2, ё = d3:J ·1 d(1J2)З 1J=O ~const>O. 

В критической точке 1 т = 0/: А = О, В "" О и С > О и при больших 
3 - -2 - -1 N = I..; имеют вид: А - L , В - L . 

Отсюда видно, что исследуемая нами модель обнаруживает ин­

тересную особенность - трикритическое поведение; коэффициент 

перед четвертой степенью в разложении /57/ "зануляется" в кри­
тической точке Т= Те благодаря сильно развитым флуктуациям. 

В теории критических явлений обычно трикритическое поведение 
связывается с "гауссовск~й" неподвижной точкой /81 , имеющей клас­
сические критические индексы /напр. , у= 1/. Здесь реализуется 
доволь но редко встречающаяся возможность /см. /9/ j - трикрити ­
ческое поведение, которое, однако, в данном случае характери­

зуется неклассическими критическими индексами сферической мо­

дели Берлина-Каца. 

Используя преобразование Лежандра, обратное /48/ , f (T,h)= 

12 

min!:'J(T, ТJ)-hТJI видим, что при h= О разложение /57/ явлf!ется . 
1J 

разложением Ландау для термодинамического потенциала f(T,O). Диф-
ференцируя /56/ с учетом /55/, получаем уравнение самосогласова­
ния для паJ)аметра порядка 1J : 

11 ( ТJ, Т) . 1J = О • /58/ 

Уравнение /64/ имеет два решения: 
а/ тривиальное 1J =0, которое реализует минимум при т> те . 
б/ нетривиальное 1J f. О, которое реализует минимум при Т < Те 

• и определяется из условия I1 (1J,T<T ) = -1 +1J 2 + y(t) = О , где 

ь 1 ° (О) 2 y(t) =- -::-2'(dq----cth-q---.Hижe Т . П ... (О)=с2 q2 и в классическом 
v
0 

. 2Пq (О) 2Т с q 

пределе 112 (t) = 1- t/ tc , где tc естественно совпадает с опреде­
лением t в формуле /18/. 

с 

8. ОБСУЖДЕНИЕ 

Рассматриваемая нами модель структурного фазового перехода 

представляет собой некую специфическую реализацию модели ф4 на 
d -мерной решетке. Вследствие дальнодействующего характера ан­

гармонического взаимодействия /обратно пропорционального числу 
частиц/ удается получить точное в термодинамическом nределе 

решение. 

Термодинамическое поведение системы нетривиаль ным образом 

зависит от размерности пространст ва d . В работе основное вни­

мание уделено случаю d = З. Из рассуждений~ проведенных в rn . п. 3 
и 4, · видно, что свойство ' 'точной решаемости'' сохраняется при 
всех d > 2. 

Модель обнаруживает трикритическое nоведение с некласс и ­

ческими критическими индексами сферического тиnа, что указы­

вает на существенную роль флуктуаций. 
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·. 
Методом аппрокс~~го гамипътониана доказано, что pe­

M'i'oчнaJI модепь gф с константой взанмодействнJI g • .vN имеет 
точное ре111евие. Исследована термодинамика фазово·го nерехода 
в этой модели. 
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d -~sional Exactly SoluЬle Model for Structural Pbyse 
Тransition 

ТЬe · approximating hamiltonian method is used to prove the 
exact solvaЬility of а lattice type gф4 model vith the 
interacting constant g . Л/N. Тhе thermodynamical properties 
of the phase transition in this model is studied as vell. 
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