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1 . ВВЕДЕНИЕ 

В последнее время появился заметный интерес к исследованию 

состояни~ твердого тела, возникающего в системах, испытывающих 

структурные фазовые nереходы и названного, По аналогии с сос тр­

янием спинового стекла в магнитных системах , стру~турным стек­

лом. Термин структурное стекло появился nри изучении кристаллов 

с дефектами и твердых ~астворов, в которых имеются конкурирую­
щие взаимодействия, соnряженные со структурным бесnорядком 1 11, 

В то же время состояние структурного стекла может возникать 

в области фазового nерех9да и в идеальных /бездефектных/ крис­

таллах благодаря нелинейнЫм эффектам и конкурирующим взаимодей­
ствиям. В первую очередь это относится к nереходам в системах 

с несоизмеримыми структурами, для которых характерно наличие 

обоих этих механизмов 12-41, ·исследов.ания низкоразмерных си- · 
стем / 5 / указывают на возможность существова ния состояния струк­
турного стекла также и в области фазового nерехода в соизмери­

мых структурах, где причиной его возникновения служит нелиней­

ность. 

В данной работе мы рассмотрим возможность существования фа­

зы с труктурного стекла в решеточной скалярной модели ф 4 , в ко­
торой силовые постоянные взаимодействия ближайших и слеДующих 

за ними соседей могут иметь разные знаки. Такая модель является 

nростейшей моделью структурного фазового nе рехода как в соизме­

римых, так и несоизмеримых одноосных структурах . В разделе 2 
дано описание модели и на основе вариационного nринципа Боголю~ 
бова получен аnпроксимирующий гамильтонИан. В разделе 3 nредло­
жен статистический подход для описания nерехода в фазу струк ­

турного стекла. Этот переход аналогичен по своей сути методу 

Паризи 1 6 1 в теории спиновых стекол. В разделе 4 изучены свой ст­
ва Фазы структурного стекла. С помощью модельных функций расnре­
деления получены необходимые условия возникновения фазы стекла, 

характер поведения восприимчивос ти, фазовая диаграмма в зависи­

мости от температуры и ~араметра квантовости модели, а также 

изучено поведение модели nри наличии внешнего поля . 

2. МОДЕЛЬ 

Решеточная скалярная модель ф4 оnределяется гамильтонианом 
2 

'С' [ pn А 2 В 4 ] 1 ~ { 2 Н=.&. ---Ф +-Ф +-.&. С , Ф - Ф ,) -:'r E Ф /1/ 
n 2m 2 n 4 n 4 nn, nn n n n n n • 
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где ф и р - соответственно смещения и импульсы n- й частицы 

с мас~ой m0 в одночастичном потенциале с высотой барьера V0= 
= А2 1 4В. :Равновесные положения частиц в высокотемпературной фа­
зе, относительно которых определяются смещения, образуют трех­

мерную кубическую решетку, содержащую N узлов. Взаимодействие 
между частицами описывается силовыми постоянными Cnn'• Будем 
полагать, что силовые постоянные взаимодействия между ближай­

шими и следующими за ними соседями могут иметь разные знаки или 

быть отрицательными - это конкурирующие взаимодействия. В /1/ 
включено внешнее поле Е 0 , которое в общем случае может быть 
однородным. 

Квантовые свойства модели характеризуются параметром кван­

товости Л= Е0 / V0 , где Е0 = ЪJ A/m - энергия нулевых колебаний 
частиц. Фазовый переход в модели возможен, если параметр Л< Лс -
некоторого критического значения. В противном случае переход 

не происходит даже при нулевой температуре. 

Представим смещение частицы ф0 в виде средних положений рав­
новесия ТJ и малых /относительно ТJ 1 смещений u

0 n n · 

Фn(t)=<Фn>o +Un(t)= ·ТJn +Un(t). - /2/ 

Для описания колебаний частиц относ~тельно ТJ0 введем аппрокси­
мирующий гамильтониан /с помощью которого происходит усредне­

ние в /2/1 171 : 

2 
Pn А 2 2 1 · 2 

н0 = I. (--+- ~ u ) +- I. с .{ u - u , ) • 
n 2m 2 n n 4 nn, nn n n 

/3/ 

Параметры \ и ~n определим с nомощью вариационного nринциnа 

Боголюбова для свободной энергии F: · 

д F1 • дF 1 • О • 
дТJ а~2 --

n -n 

F $ F; ... F0 +<Н- Н0 >·, /4/ 

который приводит к уравнениям 

~2 .. а~ТJ2-а 0 (Т), n А n 
) з в 2 . 

an(T -1- A<un>o • /51 

ТJ ( ВТ/2 - Аа 0 {Т)] + I. С nn, ( ТJ - ТJ , ) • Е 
0 

• 
n n n' n n 

!6! 

Корреляционную функцию <u2> можно найти с помощью одноча-

стичной функции Грина n ° 
"" 

<u2>o=Jdw 1 (-ImDnn(w+if)]. 
n тт ew/T- 1 

171 

Функция Грина D
00

(w) определяется уравнением 

2 / 

ill 

I.((mw2 -А~~ -Co)8nk +Cnk}Dkn' (w)=Bnn' 
k 

где C0 =I.C,. , nn 
n 

!8! 

Исследование моfели /1/ при Е 0 = О в одномерном и квазиодно­
мерном случаях 1 2-4 показывают, что нелинейное уравнение /6/, 
наряду с однородными решениями ТJ0 = О и Т/ 0 = ТJ , имеет неодно­
родные решения ТJ = ТJ (n). Эти решения могут приводить к сущест-

n -вованию большого числа неоднородных состоянии, имеющих почти 

одинаковую свободную энергию и nриводящих к стеклоподобному по­

ведению системы. Вопрос о существовании таких состояний в трех­

мерных системах в настоящее времЯ остается открытым, что обуслов­

лено трудностями решения нелинейной задачи. 

Далее мы рассмотрим возможность существования в мод·ели /3/­
/6/ неоднородных состояний, вырожденных относительно свободной 
энергии /имеющих почти одинаковую свободную энергию/. 

3. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ НЕОДНОРОДНЫХ СОСТОЯНИй 

Введем статистический ансамбль, предполагая равновероятность 

состояний системы, определяемых набором стабильных решений урав­

нения /6/ 1 ТJ~ 1 и имеющих свободную эне·ргию в интервале от Fmln 
до F mln + 8. Тогда макроскопическое значение физической величи­
ны А, зависящей от Тln , можно вычислить, проводя усреднение по 

всем состояниям ансамбля: 

- 1 . 1 v 1) А "'- I. А( ТJ , 
0 v n 

/9/ 

где О- число состояний ансамбля, индекс v нумерует решения 

уравнения /6/, которые обеспечивают значения свободной энергии 
F v F v · , такие, что mln .$F .$Fmln +8. • 

Рассматриваемый статистический ансамбль по свое~у построению 

аналогичен микроскопическому ансамблю в с татистической механике 

/см., например /8/ 1. 
Введем теперь функцию распределения по состояниям системы v: 

P(IТJ 1)=.1. I. 
n О v 

N 
П lJ(ТJ - ТJV)' 

n•l n n 
/10/ 

с помощью которой получаем 

- N 
Azf П d7J P(IТJ I)A(IТJ 1). 

n•l n n n 
1111 

При описании неоднородных состояний, для которых характерно 

наличие ближнего порядка, важную информацию дают уже одночастич-
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ные /одноузельные/ характеристики системы, описываемые одноузель­

ной $ункцией распределения 

Р ( 77 ) = ( П d 77 Р ( \77 1) • · 1 1 2/ 
n m~n m m 

Одноузельную функцию распределения с помощью условной функ­

ции распр,еделения P(\77m\ ~n 1), где 77n-фиксированное значение, 
можно представить в виде 

Р(77 )=( п d77 Р(\77 \~ l)8(77 -С(\77 J 1·)). n mJ.n m m n n m~n 
/13/ 

В /13/ функция f(\17rn,t,nl) - . формалЬное решение уравнения /6/ как. 
кубического уравнения относительно 77 : n 

г;;- 1/ 3 г;;:- 1/3 
11 =f(\17, l)=[h /2 .-vиn] +[hn/2+vDn] , n m .. n · n 

·3 2 · 
Dn = an / 27 + hn 1 4 , an = Со - а n , 

В одноузельном приближении 

Р(\711~ · 1) .. П Р(77)• 
rn n mJ.n rn 

Подставляя /16/ в /13/, получаем 

h =}: С nml7m • n m 

Р < 77 ) = J п < d71 Р < 77 )) в< 77 - r < \71 J 1 )) • n m,l.n m m n m>=n 

/14/ 

/15/ 

/16/ 

/17/ 

Уравнение /17/ является уравнением для одночастичной функции 
распределенИя. · Решить его анаЛитически, однако, не представля­
ется возможным. Поэтому мы введем некоторую модельную функцию 
распределения, для самосогласованного вычисления параметров .ко­

торого используем /17/. В несднородном состоянии, если оно реа­

лизуется в качестве хаотической структуры, можно ожидать для 

. функции распределения PC17Q), что она будет иметь вид симмет­
ричной функции типа гауссавекой или лоренцевской. 

Рассмотрим гауссавекое распределение 

-(77 -71 ) 2 12Г 
rn-r; n О 

P(77n)=(llv-""1 )е /18/ 

Параметры этого распределения вычислим самосогласованным обра­
зом с помощью уравнения /17/ и первых двух моментов: 

1i = J d77 Р ( 77 ) 77 "" ( П ( d77 Р ( 77 )) С( \77 J 1) • n n n n · m"'n m rn Ш>=П 
/19/ 

- 2 772 = ( d77 Р ( 71 ) 172 = J п ( d77 Р ( 11 )) r ( \77 J 1) • • 
n n n n m"'n m m m-=n 

/20/ 

4 

Для вычисления интегралов в /19/, /20/ введем фу.нкцию распреде­
ления Ph (hn): 

( П ( d17 Р ( 17 )) f ( \77 t. 1) = J dhn Pn ( h n) f( h n) 121 1 
m,l.n m m m n 

или 

Рь (hn)=J П (d77 Р(!] ))8(hn- }; Cnkl7 ). 
. m"'n m m k"'n k 

/22/ 

Используя /18/ и /22/, получаем 
2 -

~ - (hn - ь0 ) 1 2Г 
Pь. (hn)=(lly21Тl')e , /23/ 

- 2 2 2 где Г"' С2 Г , С2 = }; С k ,h0 = с0 77 • Подставляя /22/, /23/ в /19/, 
k"'n n О 

/20/, получаем уравнения для параметров 17 и Г: · 
о 

17 О = J dhn Р h ( hn ) t ( hn ) ' /24/ 

17~ + г = f dhn ph ( hn ) r 2 
( hn ) • ' /25/ 

Эти уравнения самосогласованным образом определяют параметры 

распределения /18/, которые зависят от температуры и тем самым 
позволяют характеризовать свойства фазы, описываемой этим рас­

пределением. 

Заметим, что согласно связи /15/ для определения параметров 
распределения можно использ,овать моменты не по смещениям 77

0 
, 

а по эффективным полям hn • 
Более общий вид распределения P(71n) описЫвается функциеt~ 

-<77 -11. )2 12Г -<77 -77 )2 12Г 
р ( ) 1 [ 1 n 1 1 1 n 2 2] 77 = --е +--е • 

n 2~ ~ Гг; 
/26/ 

Для определения параметров этого распределения нужно брать уже 

четыре первых момента. 

4. ФАЗА СТРУКТУРНОГО СТЕКЛА 

4.1. Рассмотрим сначала условия, при которых возможен пере­
ход в фазу структурного стекла. Вводя безразмерные величины 

sn =JВIA 71n, tnn' =Cnn'/A, t0 =}; fnn' , h~""EnJB!A/A, у= 
-- n 

2 - -=B<un>o/A, a=fo -1+3у, /функция <u~>o вычисляется ниже, 
см. выражение /45//, перепишем уравнение /6/ в виде 

3 - е з n + а sn = h n + l, f nn, s n, 
n 

/27/ 

5. 
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При отсутствии внешнего , поля (hn =0) при т ... тс, когда 8

0 
.. 0, 

уравнение /27/ можно линеаризовать. В результате получаем 

asn .. ~, fnn' sn' • 
n 

Это уравнение имеет ненулевые решения при условии, что 

det(a8 , -f , ) =О, или, после преобразования Фурье, nn nn 

п <а._ rq) =о. 
q 

-tq R , 
fq = ~ е nn f , 

n nn 

/28/ 

·1 

/29/ 

При а= fq
0 

(fq - максимум образа Фурье силовых постоянных) про-
о ~ о исходит переход из неупорядоченнои фазы, где В 0 = , в фазу 

с В 0 - сов q0 R0 • При q 0 = О эта фаза является однородной ферро­

фазой , при q 0 ~ О она является модулированной /соизмеримой или 
несоизмеримой/. В обоих случаях при переходе возникает новый 

дальний порядок. 

Фаза стекла характеризуется отсутствием дальнего порядка, 

но наличием ближнего порядка с малым радиусом корреляции. В этом 

случае имеем 

- -- 2 -1 R -R 1 / ~ 
Bn = О ' sn sm = sn е n m ' /30/ 

где~- радиус корреляции. По аналогии со · опиновыми стеклами 
будем описывать фа~ структурного стекла с помощью параметра 

2 -- 2 . 
8 0 , , полагая 8 0 sm = В0 Bnm , т. е. ограничимся пределом f. = О, что 
соответствует одноузельному приближению. /16/. Тогда, возводя 
/27/ в квадрат и проводя усреднение, получаем 

-a2s2-r2s2 
n - 2 n • 

2 ~ 2 
f 2 = ~ f ne • 

е 
/31/ 

Из /31~ следует, что ненулевое значение s~ может существовать, 
если 1~1 ~~. Подчеркнем, что это условие является тоnько необ­
ходимым, вследствие предположения о нулевом радиусе корреляции . . 

Таким образом, согласно /29/, /31/, получаем· условие возник­
новения фазы с дальним порядком : 

Зу < 1 + с - r0 = з;; 
- qo qo 

/32/ 

и условие возникновения фазы стекла : 

Зу S 1 + f2 - f0 =Зу g • /33/ 

Сравнивая /32/ и /33/, видим, что пере~ из парафазы, где 
В0 = О, в фазу стекла, где s 0 = О, но s; ~ О, может происхо­
дить только при условии, что ~ > fq 

о 

6 
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4.2. Рассмотрим теперь, пользуясь развитым в разделе 3 
дом, более подробно свойства фазы стекла. Будем полагать, что 

внешнее поле h~ =О , а параметры f 0 и f 2 заданы: f
2 

> f0 • · 

Зададим модельные функции распределения: 

, -s~ 1 2Г 
Р(в0 }=(11J2rтГ)е , /34/ 

P(s
0

)=(112[8(s
0
-s2 )+8(s0 +В2 )], /35/ 

P(s0 )=8(s0 -BF). /36/ 

Для упрощения расчетов распределения, описывающие фазу стекла 

/35/ и феррофазу /36/, выбраны в виде В-функций. 
Для самосогласованного определения параметров в2 и Г можно 

использовать уравнения /24/, /25/. Однако в нашем случае проще 
использовать моменты по эффективным полям h0 = ~, f nn, s n ,,Тогда 

n 

вместо /20/ имеем 

h~=J П (dhmP0 (hm))[~fnmS(hm)] 2 , /37/ 
m~n m 

где S(hm) имеет вид /15/ и Pь(hm)=P(s(hm))(ds / dhm). В резуль­
тате получаем 

Г=(а/ 5)Н1+(5/з)u: ; а.2 -1)]
112 

- ·1\, /38/ 

2 -s2 = r2 -а, /39/ 

s~ = 1- Зу. /40/ 

Для получения /40/ мы использовали уравнение /27/ . . 
Температурная зависимость параметров /38/-/40/ определяется 

корреляционной функцией /7/, для вычисления которой уравнение 
для функции Грина /8/ переnишем в прибЛижении виртуального 
кристалла 

~ [(mш 2 - А~- Со) 8nk + cnk] Бkn' = 8 nn' • 
k 

/41/ 

где черта означает конфигурационное среднее . Используя преобра­

зование Фурье, находим из /41/ функцию Грина, подставляя кото­

рую в соотношение /7/, получаем 

<u2> =-1-~_1_cth~, 
n О 2mN q ш - 2Т 

q 

/42/ 

где 

mшq2 =-А+ ЗВ ( <7 > + -;;2") + С0 -С n О n q 

-lqR 
С =~е nm С 

q n · nm /43/ 

7 
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~ частота фононов. С и стема уравнений /38/-/40/, /42/, /43/ само­
согласованным образом о пределяет температурную зависимость пара­
ме тров порядка. 

· Как видно из /38/-/40/ , параметры Г и s2 , характеризующие фа­
зу стекла, обращаются в ноль при одном и том же значении корре­
ляционной функции Yg • большем, чем значение Yq

0 
."·0 , при кото-

ром обращается в ноль параметр порядка в феррофазе sF. Выраже­
ние 143/ определяет статическую восприимчивость системы: 
х = 1/ mw2 • ·nри q = О получаем в безразмерных переменных: q . q 

2 -1 
А х = [3(у + 8n)- 1] • /43а/ Q=O 

Используя /40/, видим ; 
растает одновременно с 

что в феррофазе X q = O неограниченно ~оз­
параметром порядка: х 

0
- оо при у-о Y.q _

0
• 

q"" о-

в фазе стекла восприимчивость имеет другое поведение. · На рис· . 1 
показана зависимость ~- 0от у для распределений /34/ и /35/, 
для которых параметр ~ - равен Г и s~ соответственно. Парамет­
ры модели выбраны в виде f0 = 2, r2 = 4. Видно, что восприим­
чивость при У-+ У g испьпывает излом, оставаясь конечной при 
У oz Yg • Форма излома зависит от вида распределения. 

ДЛя тогq чтобы на~ти фазовую диаграмму, вычислим свободную 
энергию модели . Используя /4/-/6/, в приближении виртуального 
кристалла получаем 

w 38 - - - в-
F .. т~In2sь..:..L-I[---4 <u2> (<u2> +2 172)+- 114]. 

q 2Т n n О n О n 4 n /44/ 

Отдельно длЯ парафазы(Р), феррофазы (F) и фазы структурного ст·ек-
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Рис.l. Зависимость статической воспри­

имчивости :Xq=O. от корреляционной функ­
ции у при переходе из парафазы в фазу 

структурного стекла, которая описыв-ает.., 

ся функцией распределения /34/ /кри-
вая а/ и /35/ /кривая б/. · 

т 

дt/в 

2 

Рис . 2 . Фазовая диаграмz...tа в 'зависи­
мости от температуры Т и парамет­
ра кв антовости модели Л . 
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ла !SG) свободная энергия /в безразмерных переменных F 
F/ (NA2 /В) f имеет вид' · 

- 3 FP = Fo --у2 • ~ /45/ 
4 

- - 3 2 1 2 Fr=FO --У +-(9у -1) , /46/ 
4 4 .. 

- - 3 2 ' 
FSG =Fo -4(у+Г) • /47/ 

- 2 
где F0 =(BT/ NA )~In2shwq / 2T.Лpи вычислении /47/ было исполь­

q 

зовано распределение /34/. 
На , рис.2 показана фазовая диаграмма модели в зависимости от 

температуры Т и параметра квантовости Л, полученная в результа­

те сравнения свободных энергий /45/-/47/ при значениях параметра 
f 0 = 2, f 2 = 2,5. При вычислении корреляционной фуНКL.~ИИ /42/ мы 
воепол ьзовались дебаевским приближением: с0 - Cq = 2С0 ( qa/ 77 )

2 • 

4.3. Рассмотрим поведение системы при наличии внешнего поля : 
В этом случае для описания фазы стекла воспользуемся несиммет- ' 
ричным гауссовским распределением /18/. Параметры этого распре­
деления можно определить с помощью выражения /37/ и аналогичного 
выраж~ния для первого момента по hn' Они удовлетворяют уравнени "'l 

ям (hn ~ h ext ) : 

2 -
(3Г+ s0 +а- r0 ) s0 = hext /48/ 

2 - 2 - 2 2 . 2 
[15Г +6(а+6s0 )Г+(а+3В0 ) -f 2]Г=0. /49/ 

Феррофаза характеризуется параметром s F, уравнение для кот.орого 
получается из /27/ и имеет вид 

2 -( sF + а- fo ) sF = h ext /50/ 

На рис.3 показана зависимость от поля hext параметров so и 
sF• полученная в результате решения системы уравнений /42/,/43/, 

-qб 

......-::--.....:~ 
/ SF ~ 

1 
1 

/48/-/49/ при f 0 = 2, f2 = 4, 
Л = О, 1 ; Т/( А2 /В) = 1 . Штрихо­
ванные кривые на рис.3 обозна­
чают метастабильные состояния. 

Фаза стекла существует только 

при 1 h ext 1 ~ h ~:: • Заметим, что 

Рис . З. Зависимости параметров 

порядка феррофазы sF и фазы 
структурного стек~а s 0 от внеш­
него поля h ex t • : 

9 

<\ 



' 

max • 
при h ext "'h ext значение свободнои энергии фазы стекла прибли-
зительно на 10% меньше значения свободной энергии феррофазы, 
что, видимо, является следствием приближений. 

5. ОБСУЖДЕНИЕ 

Обсудим кратко полученные результаты. Проведенное в предыду­

щем разделе рассмотрение показывает, что с~ществование фазы 

стру ,ктурного стекла возможно только при tiаличии - конкурирующих 

взаимодействий. Этот результат, однако, не исключает возможности 

возникновения в системе без конкурирующих взаимодействий в об­

ласти фазового перехода виртуальных кластеров ближнего порядка. 

В реальных кристаллах дефекты могут стабилизировать такие дина­

мические кластеры, в результате чего может образоваться заморо­
женная стеклоподобная структура. Таким образом, для более пол­

ного изучения фазовых переходов в модели необходимо включить 

в теорию возможность описания динамических процессов. 

Как видно из фазов9й диаграммы на рис.2 переход в фазу струк­

турного стекла может происходить не только при изменении темпе­

ратуры, но и при изменении параметра квантовости Л. Изменение 
параметра Л можно осуществить, например, изменяя состав кванто­
вых сегнетоэлектриков. Для этого можно использовать твердые 

растворы, в которых одна из компонент имеет Л< Л с, а другая 

/квантовая/ - Л> Л с • Примерам может служить твердЫй раствор 
Sr1_xBaxTi03 , где SrTi0 3 имеет параметр Л>Лс, с;~ Ва'ЦО3 
параметр Л<< Л с / 9/ • В твердых растворах несднородные состояния 
воз~икают в результате конкуренц~ и взаимодействий разных знаков 

для разных компонент. В этом случае параметры гамильтониана /1/ 
являются случайными величинами и необходимо выполнить дополни­

тельно - структурное усреднение 1 101• Ряд недавних . экспериментов 
с квантовыми сегнетоэлектриками действительно указывает на их 

стеклоподобное поведение в низкотемпературной области 1 1 1~ Одна­
ко для детального сравнения теории с экtпериментами послед­

них в настоящее вре~я явно недостаточно. В частности, полезную 

информацию могут дать эксперименты с использованием внешнего 

поля. Так, . двойной гистерезис, показанный на рис. 3, является, 
по-видимому, характерным для фазы структурного стекла. 

'' В заключение авторы выражают благодарность В.А. Загребнову 
и Н.М. Плакиде за полезные замечания при обсуждениях. 
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