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Одномерный иэотроmшй магнетик Гейзенберга, или Х.ХХ - модель 

спина I/2, бwr nервой моделью, исследованной методом анэаца Бете /I-3/ 
Задача диагоналиэации гамильтониана 

:Г ;V ~3 4 Q ,} а -· а Н = - Z L_ оп o"+.t - 11; б#+:t - б::~. , <r> 
у h•:t. 0 = :1. , 

оnисьтающего взаимодействие системы ;V сnинов на одномерной nериоди-
ческой цеnочке, сводится nри этом к решению системы алгебраических 

Aj - t = _ п .AJ - )1< _, · 

А . + i.. . ..t . - J /( + (. 
J =:1) '" > t (2) 

уравнениtй . ) ;V t 

'J 2. К=1. J 
(наши обозначения в основном следуют работам 12 .41), Набор поnарно 
раэличных коМIIJiексннх чисел A:t., .. . , Jt , 0.!!: е. ~Af.Z. удов.летворя
пцих системе (2) , задает "бетевекий вектор" j ~..t . .. Jf ) , который 
является собственным для: гамильтониана (I): ' 

Н /J~, .. . )e ) = E(J:L, ... ,JI!j/J.:~:, ... Je ) , (3) 

с энергией 

[_ ~~ .... ,) е) = 
:г f 
2Z 

)=:1. 

i 

,.~~ ... и, 
J 

и ш.mульсом 

е 

p(J:l, .. . , Je ) = L L tи А . 
j 

L 

2. 

)i + f j = 1. 

(4а) 

{WJod 27l'). (4б) 
3а nоследнюю четверть века методом анэаца Бете бwro решено 

немало других моделей (как спинов~..х, ·так и nолевых в I + I измере
ниях). При этом, несмотря на Itардинальные раэличия исхоДJШХ гамиль- · 
тоновых формулировок, вид реэультирущей системы уравнений, анало

гичной (2), менялея не столь сильно. Одним из широко исnользуемых 
всnомогате;ьннх rиемов исследования систем тиnа (2) стала "струнная 

гипотеза" I,5-? - предполоJ!Iение о том, что при #---» оо решения 
( 2) , т. е. числа А :t. , ••• , А е , с экспоненциальной по # точ
ностью выстраиваются в одну или HI(CROЛЬRO "струн". Струной называет

ся набор кoМIIJieRcннx ·чисел { Ак) с одинаковой вещественной частью Х : 

• ( •. '! . и,;~i \:\"1& 

..... 



)1( = х + i ( ~~ -:1. - k) 1 k = :f., 2 , . . . > м ' (5) 

где Wl ( "Д11ИНа" струны) может принимать целые положительные значе
ния, причем Wl = I соответствует вещественному А (струна длиной 1) . 

Вопрос о том , насколько верно струнная гипотеза оnисывает по

ведение решений системы (2), имеnцих иенулевую мнимую часть( ж> :t), 
не получил /зостаточного освещения в литературе. Исследования пос

ледних лет 3,8/ обнаруJIИJIИ существенные отклонения от струнной ги
потезы в антиферромагнитном случае Т > О , когда основную роль 
ИГрают СОСТОЯНИЛ С е ~ ~ . РеШИТЬ ЯВНО систему СВЛЗанньtХ ~ 
уравнений при больших JV не nредставляется возможным, поэтому 

здесь приходится , в свою очередь, nрибегать к анзацам . Такой само

согласовашшй анзац , . допуска:пций более широ~й спектр состояний, 

чем только струны, и был · применен в работах 81, после чего решение 
оставшихся уравнений показало, что струны в лидирущем порядке по 

;V , как правило, не возникают. 
В насто.mцей работе струнная гиnотеза для системы (2) подвергну

та обстоятельной проверке в простейшем случае е= 2 (двухмагнон
НЪIЙ сектор над ферромагнитным ВЗ.f\УУМОМ, :Г< О ) • Система (2) при
нимает вид 

i .AI 

(
Ai -~) = ..l.t -~2. -i 
A:t. + ~ 

(ба) 

ll:z. -~ = А2.-,.~:1-( 

А + ..L 
( 6б) (

' i)AI , " 
:z. 2.. . - -

а ее комплексные решения, согласно струнной гиnотезе, в пределеАV~ 
выгJIЯДJiт так: 

1 = Х ± i. Ч 
/1~ , 2 о ц-- *. (} ;'V"-+00 

(?) 

В основе струнной гиnотезы лежит следу:кJЦее рассуждение. Пусть 

JJ. = Х + <.fj , /f > О • Тогда rюдуль левой части (ба) 
стремится к нулю при Н- оо 

(Х 1 
+ (~- t):z.)-% __ ....;:... __ . ~о () 

xl. + (:~ + t)2 ".v-) 00 ' 8 

поскольку дробь в круглых скобках меньше r. Следовательно, и в пра

вой части ( 6а) дОJIЖен получаться нуль, nоэтому 

2 

! 

;\;1 ~ _"~ 2 ~L 
,..v_,. С>О 

( 9) 
с экспоненциальной точностью по ;V . Перемножая (ба) и (бб ), получаем , 
в силу (9) , что при больших !V 

( Х+i(у-%))Л1 
=:1 х +<' (d +%) 

РеiiЕНИЯ уравнения (IO) имеют вид 

у=~ н-k 
х = С-~ /V ' k=:t #-:1 .) ... ) } 

и мы приходим к (?). 

(10) 

( II) 

Рассмотрим, однако, внимательнее случай малЬIХ k (т. е. 
k "" О( 1)). Им соответствуют значения Х ....._.А/ , подстановка ко-

торых в левую ч~сть (8 ) дает ~ 

(х 2.+ (:; -Х)1. \% ( х2. )% ~ .1._ )-
2 

\х,_+ ( ;t+KJ5/ "'- ( х2.+ :tJ ~ (1. + н1 ~ :1 ' cr2> 
т.е. модуль левой части (6а) стремится к единице, а вовсе не к нулю, 
как предполагалось! 

Итак, исхоДНЫЙ nункт (8) фо~лировки струнной гипотезы несос
тоятелен для .крайних (наиболее удаленных по вещественной оси от ну
ля) решений. Точнее говоря, предел (8) не имеет места при /х/ ~ t;V 
Внутренняя несогласованность струнной гипотезы для таких конфигура
~й тем самым установлена. Отметим, что на возможность нарУ,шения 
струнной гиnотезы для крайних решений указывал Овчинников 75/. 

Попытаемоя теперь построить саrюсогласованную картину r<ампле rtс
ных решений системы (б) nри ;V'---. оо , заменлкщую струнную гиnотезу. 
При этом мы не будем делать никаких априорных предположений типа 
(7), (9) о связи ~.1. и ~ 2. • Перемножим ( ба) и (66): 

{
)j -,~ ) /~~ -: ) = 11 
А.1. + ~ JLA1 + :t. J 

- 2 •. ".k 
~ е -:;v- C- l 

с +,· ~ 

где k. = O,I , ••• , #-~ с_ c.i JТk '/ А7 • Отсюда 

~2 = 
C A;t + % 
..( A:t - с. 
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(14) 



Подстанов.ка (14) в nравую часть (6а) дает . 
)~ -J~-i - (~.:t -1: )/"!~-с.-~\ 
А :L -) ~ +,о l А~ + t }( ):t - с + ±) , 

т.е. (6а) nревращается в 

(А - i_) К-:.:1. 
l~: +t2. - ).:t -с. +t 

~~-с -t 
Мы заменили систему (6) уравнеiШем с одним неизвестннм 
рое надо решать при всех доnустимых k . 

(15) 

(16) 

(I6), кото-

Исследуем сначала веществеНН!:lе решения. Логариq"шруя (16), nо
лучаем 

{!v'-~Jм.~ :0,~ = ал1J 2fA~ -е-)+ Jr(--%_- т), (I7) 

• т - целое. 

Интервал изменения an.~ig выбран от -: до : • Срав-
нивая асимnтотяки обеих частей (17) на ± оо , находим, что 
при JI11:Юом k уравнеiШе (17) заведомо имеет "V- З решений, отве
чащих ж = 2,3, о •• , ;V-2 о Следовательно, уравнение (I6) тлеет 
не менее ;V-3 вещественншс реше!ШЙо Но (16) есть уравнение 
стеnени · ;V-.i с вещественными коэф:Iщrщентами о значит, оно при JID

бoм k имеет не более двух кoМIIJieкciШX корней, nричем сопряжеНН!:lХ. 
Оrсюда, в частности, следует, что если Iж А-1. =F о , то ,./2 = ..1,; , 
Действительно, (16), наряду с корнем ..A..t. , имеет своим корнем и 

;\ 2 , задеоваемсе формулой (I4), а знаки мнимых частей ;\~ и ..\2 
nротивоnолоЖJШ о 

Итак, мы шцем решения А =X±i(/. 
~,2. q у> о • иЗ (14) еле-

дует 

х2. + ~2.- % = сх , (18) 

а nереход к модулям в (6а) дает 2. 

f_x2. + ~- -%)2.) У_ (:J- %) 
( -Х2..+ (:f ~ %_р-) - (~ + %)2. (I9) 

Поде.лив же уравнеiШе ( 6а) на сопряженное, МЬI ПOJIY'iaeм в точности 

( 13) о ДелеiШе коМIIJiексного числа на сопряженное удваивает его ар-
гумент. Поэтому если .Х и !f удометворяют (18), то между ар-
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/:( 

-· 

i 
\'\ 

rументами nравой и левой частей (6а), или, эквивалентно, (16),имеет 

место соотношение 

r-,ei = f/ир41 + ТГ n , n - целое. о 
. (20) 

Решения уравнений (18), (19), nриводящие к нечетннм n , не ЯВJIЯЮТСЛ 
решеiШЯМИ исходной системы (6) и дOJIJКНli быть отброшенно Так мы впос
ледстDИИ и сделаем, а nо.ка нам удобно исследовать систему (18),(19), 
Не ЗадуыываJIСЪ О ЧеТНОСТИ n • 

Представим решения этой системы в виде рядов по ~ о Пусть 
Н___.., оо , k = О( 1) о Тогда 

' ".J с_ _:_ c.ig. л:1.. = #' 
(/ /V 7rk 

+0(~))0 
(2I) 3/V 

Переnисывая (19) в виде 

~6j_ - х~+ ;~. + .:t4j __ ~ .& /.:L - 7fJ) 
:1 

)J /V (;1_ + =tAd' (22> 
+ X'l.+ l/'2. + .1/у 

и принимая: во вiШМанИе (I8), nолучаем следукщие разложения: 

х = Al"r- :t/ _ ntkt lГ~k у ) (2За) 
1 • .J.. щ 1---- + 

1r,.. , C!V'z. .:1J'O/Vз . о о , 

ц = {ll ~ + .4. h"'k~-_ :t) + ~ ~~".'l: ~ + 7Гk 1.- :1.) + ) (236) 
(} тk (~ N' ("iS' . 2./ #2. ( 5-.:,.•о fJ1 tf о о о • 

Простая nроверка вшrОJШения равенства (16) для: аргументов (а 

не только для: модулей) nоказывает, что нечетннм n в (20) соответ
ствуют нечетнне /( в (23)о Следовательно, разложения (23) задают 

решение A.:L,2. = Х ±i~ системы (6) при 

k = 2,4,6, о •• << w о (24) 

Июiулъс и энергия состоя:ния (23) имеют вид 

21fk 
р = /V ' (25а) 

Е.= _ J"'т/k~-{_ _ .:t _ J:.. (л-"'К• + :1 J _ .1:... ~.fк ~'_ н-J.k \.:1 }~0)<256) _,.у 2 (~ ..v к .. ( -G '/ "vJ (gtJ з У . 

5 



Сходимость рядов (23) гарантирована тем , что по теореме о не
явной функцки они генерируются степенными разложениями элементарных 
функций в регулярных точках. Скорость сходимости может быть проиллю
стрирована примерам крайнего комплексного решения системы (6 ) д,ля 
;V = 6, соответствущего k = 2. Точный ответ А1., 

2 
= Х ± tJ , 

х (3 (1 + G') ~ /iь+.1orn ' 
= z о, sss- = z о s-..12. (26а ) 

:1Ь ' ::16 ' 

нewroxo аппроксимируется приближенным, полученным с учетом тех чле
нов ряда по .:!k , которые явно вшmсаны в (23): 

х:::::::: 0,583, ;; ~ 0 , 504 1 ( 266) 

несмотря: на то, что здесь мы , конечно , еще далеки от выполнения не
равенства k << fA7 . 

Итак, комrurексные р~шения системы (6) с наибольшими )( имеют 
вид, в корне отл:ичный от струнной гипотезы: вместо iJ ~ :l_,i 
мы получили у ,__ (;,/' . Интересно сравнить наши результаты. (23) , 
(25) с параметрами струнного "решения", имещего тот же имиулье 

р = ~k • Согласно (II) , Yc.rp задается фор~лой (2I ), 
цс..: = :1;2 , а энерГИJI 

(} =rp :г :г". '-k 2. / JТtk t lh . J) 
Ес_тр = - 1 + х~ = - /V z. (:1- зн :z. + Or ~~/ <27) 

Общая картина комrurексных решений системы (6) во всем диапазо-
не 2 ~ k :f: ~ (при k > ~ меняется только знак Х ) мо-
жет быть найдена из уравнений (IB) , (I 9) или (22 ) . Качественно, в 
лидирущем порядке по /J/ , она выглядит так: 
iiz < ot ~ :! • к - #' :t -о( ~ Х -;V ol • d ""'у о(- ~А _; 

k- (# х ~ IN, // = с/(1) > .:t/2 ; 

O<J<- % ' K"-/1/1-J x~_,v~ ~-f)----ext{-1-/V:f.-v; (28) 

k ~# х=о(1), ~ - ; ) "- ~ + х:!,_)-~ 
Видно, что струнная картина (экспоненциальное стремление /j к 
I/2) имеет место только ДJИ k- ;V У, i'> 72_ , т.е . Д1lЯ комп
лексных решений, удаленных от нуля на расстотmе Х ..::::...:::: IA7 • 

Выпадение не четных значений k отражает тот иэвестннй !lакт/ 1 ' 9< 
что уравнение ( I6) при заданном нечетнам k имеет, начиная 
с векоторого JV1 , только веществеННЬiе решения. Недостающая до 

6 
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N-::L пара ·веществешшх хорней (вдобавок к отмеченным ранее 
"обязательным" ;V-3 корням) ПОJП!JI.Яется при k = I за счет д:ву
кратного пересечения графиков правой и левой частей ( I7) в случае 

W1 = I, а при k = 3,5, ••• - за счет треххратного пересечения 
в случае rn = К.+.i • Значения Af , при которых уже нет коМitЛексных 
корней . уравне~ (I7), определяются соотношением /I, 9/ 

~ Jrk >:1 
Л/ 

2. 
# ~ 

(29) 

по.лученнш.t из сравнения производных по А обеих частей уравнения 
(I7) в точке 

~о = : (с + (c~+.:!j' 
(30) 

соответствующей решению ~ :i = А 2 = tl 0 , которое существует Д1lЯ 
JIJJ6oгo ;1/ при т = К+ :i • Если нам он кривой, задаваемой пра
вой частью ( I7) , в этой ~очке больше, чем левой, то неи'збежно будет 
3 пересечения. 

Техника ~ - разложения, поз:волившаst нам обнаружить "н~
струюше" решенил в rюдели (I) при t = 2, безусловно моzет быть 
применена для соответствующего анализа уравнений типа (2) как при 
других значениях l в 1\Юдели ( I) , так и в других решаемых 1\Юделях. 
Пока же общий внвод такой: поскольку струнная гипотеза верна далеко 

не для всех ( хотя и для большей части) комnлексных решений систе-
мы .(2) , то ее, очевидно, нельзя использовать Д1lЯ точного подсчета 
числа бетевских векторов, как это . делалось в ряде работ /I,2,4,6,IO/. 
Вместе о тем, подчеркнем, что наше рассмотрение проведело при бо.ль

шом, но конечном ;11 • Асимптотичесхм струнная картина д:вухмагнон
ных ферромагнитных возбуждений, возНИRающая в пределе /11' ___.. о0 , 

не пpeтepmrr изменений, поскольку Д1lЯ JIJJ6oгo конечного Х спра

веД11ИВО не равенство Х ..:::::'< -у;;;; • В то же время именно отмон~нил 
от струнной гипотезы Д1lЯ решений с е. > 2, аналогичные обнаружешшм 
в данной работе. tюгут быть ответственны, при е~ -% • за форли
рование неструиных асимптотических конфигурацай в антиферромагнитном 

секторе . 

Я благодарен л.в. Авдееву, П.Б. Вигману , И. Гочеву, Б. Дёрфелю, 

П.П. }\улищу, Н.Ю. Решетихину, М. А. Сrюндыреву и д.В. Illиркову за по

лезные обсуждении. 
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