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в/l/ была рассмотрена миграция однофQтонного пакета в идеаль
ной кристаллической решетке. Представляется интересным изучи~ь 

особенности распространения однофотонного пакета в деформи
рованном кристалле . 

Так как любую деформацию бескон~чно протяженного кристалла 

можно представить как суперпозИцию периодических деформаций, 
будем рассматривать миграцию однофотонного nакета в периодически 
деформированном бесконечно протяженном кристалле/акустическом 

резонаторе/. 

Гамильтониан взаимодействия между электромагнитным излучением 

/"/ ~ ... ... 
и кристаллом запишем в дипольнам приближении ~ : Н "'- ~ d1 Е 1 , 

IП r·=-oo ... 
где dr - оператор дипольнога 
ра, имеющего координаты lx} 

• 1 

электрического момента f-го цент

' х f , х l 1; Е 1 - оператор на-
2 з 

пр-яженности электрического поля в том же центре. Будем пользо-

ваться калибровкой, в которой: 

... дА . 
Е =- ___ _!_ 

дt 

и 

-· А r = ___ 1___ з 
(2")3/ 2- (d k 

* 1 ~+) ... i w t- i k ... л (k)e •r 

2 . 1 ... 
l ---i'(k,Л)* 
Л= 1 · v2ш 

' . 

ц ... - i ы , + i k'1 r 
+ал(k)е 

" 

/пол·аг~ем 1t ,., с = 11 . Единичные векторы, описываюЩие поляриза
цию (( k, 1), 1( k, 2) , и волновой вектор k взаимно ~ртогональны. 
Правила перестановак для оператf.~ов рождения и уничтожения фо

тонов имеют стандартный вид: [aЛ'(k),:l;lciZ ' )] ~ вАЛ' o3 (k-k'). 
Обозначим операторы рожден~я /уничтожения/ основного и воз -' - -бужденного состояний f -го центра через Nr , Vr (Nr, Vr) соответ-
ственно. Для них имеют место следующие ·коммутационные соотно
шения: [N1 ,N 1 ,] _= LV1 ,V1 ,]_.,8rr'. Гамильтониан взаимодей
ствия можно записать явно через операторы рожден ия и уничтоже

ния: 

н = I. (н<+>+ н<->) · 
вз r r r • 

н<+>-· N v 8<+>. r - r r r ' 
--- .· ~ 

н <-> =с N V (}(-) 
r r r r • 

1
-·~'" . . -1·'• 'Н ,. 

U!"Hio!X ltr ,., r.лon.эud 
_ БИьJir ! ~.IrL::Hf\ 
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( ±) 
где (} r выражается через оnераторы 

(±) .. 
ал (k): 

{±) 3 2 {±) ... {+) -+ tit{w-w0 ) + i k~r 
6 1 =Jd k л: 1 Q · (k,Л) ал (k) е 

{ ±) ... 
Функции Q (k,Л), выстуnающие в роли формфакторов, характе-

ризуют излучатели /атомы/ и одинаковы для всех центров. Они вы
ражаются Через матричные элементы диnольнога момента: 

(+) -+ i г;;;;- -+ • -+ -+ (-) -+ {+) -+ + 
Q (k,Л) =-· -----y-_~(d21E(k,Л)); Q (k,Л)==(Q (k,Л)), 

(217)3/2 2 

-+ 3 ~ -+ ~ 
d 21 =е Jd х ф2*(х) хф 1 (х), 

где ф1 (i) и ф2 (х)- с-численные волновые функци·и· основного 
и возбужденного состояний атома соответственно, ,w0 = Е 1 - Е2 -

чаотата nерехода. 

, Оnисанная модель /один из вариантов модели ли 13/ 1 хотя и не 
. Учитывает ряда эффектов /наnример, взаимодействие между атома
ми, квантовые колебания решетки и другие процессы, обусловли

ваюЩие nоглощение/, все же дает возможность 1 2/ исследовать важ
ные черты процесса расnространения электромагнитного излучения 

в кристаллах . ' 
Постановка задачи о расnространении однофотонного nакета 

в nериодически деформированном кристалле такова: в начальный 

момент времени t = О существует однофотонный ВОfiНОвой nакет 

и все атомы находятся в невозбужденных · состояниях. Нужно ис

следовать эволюцию излучения в кристалле nри t >О. 
, Вектор начального состояния nредставим в следующем виде: 

ф(О) = Ф = (d3k i ~~) (k) IФ>f(k,Л). 
н а ч. · Л=l . 

где вектор физического вакуума есть 1 Ф > = П Nr 1 0>. Пакетную 
... r 

функцию f(k,Л) nока не будем конкретизировать; отметим лИшь 

что для нее имеет место условие нормировки: I Jd3 k 1 !(k,Л) 12 
= 1. 

.\..1 
При t > О , учитывая сnецифику модели, вектор состояния можно за-

{0 1) {1 О) {n, k) . 
nисать в виде: ф(t) = Ф : +Ф ' , где ф обозначает 
вектор состояния с n фотонами и k возбужденными центрами. Будем 
искать ф{l ,О) . и ф <о •1> в фор,.1е: 

{ 1 • о ) 3 2 { + ) -+ -+ 

Ф . = Jd k I ал \ k) I Ф>G(k,Л;t), 
Л=1 

(о. 1) 
ф = I V 1 N 1 1 Ф> ' B 1 (t). f 

Вектор состояния nодчиняется уравнению Шредингера , доnолненному 

членом, учитывающим начальное условие 

1 

2 

. 

-

. дф(t) _ Н ф(t)+i8(t)фнач.· 1---at-- - вз . /1/ 

Подразумевается, что в правой части/1/ берется сверт~а всех 
оnераторов nоглощения в Н63 и соответс твующих оnераторов исnус

кания из ф(t).Потребовав, чтобы при t .. oo волновой в.ектор ф(t) 
обращался в нуль, мы, благодаря добавлению в nравую часть урав-
нения /1/ члена i8(t)ф ,учтем начальные услов ия / 4/ . 

нач. 
В энергетическом nредставлении: 

-+ i "" -+ i t {w - C> 
G(k,Л;t)=- ( dcG(k , Л; E )e , 

217 . 

в (t) i r~ i t( w -( ) 
r =-- dcB (с)е О 

217 r 

уравнение /1/ превращается в систему С-численных уравнений 
для коэффициентных функций: 

... (+) -+ - i k ~ f -+ 
(с-w ) G ( k , Л :с ) = I Q ( k , Л) В 1 (с) е + f ( k , Л) , 

f 
2 -+-+ 

3 (-) -+ -+ i k х f 
(c-w0 )Br(c)= I (dkQ ( k,Л)G(k,Л ; c)e 

Л= l 

- i k х 1 Умножим второе и з этих уравнений на е ; nросуммировав по 

всем f и вводя обозначение В ( k'; с) ~ 1 В 
1 

( , ) е - i ~X'r , получим урав
нения, в которые входят лишь G(k,Л;,) и B( k ,, ): 

... (+ ) ... -+ -+ 

(c-ы)G(k,Л;,) ~ . Q (k,Л) B(k; c )+f(k,Л) 
/2/ -+ ... ... 

_. ~ 3, (-) ... , -•, i( k'-k )x 1 (с-ы0 )В(k, с ) <- l (d k Q (k ,Л)G(k ,Л; с ) Iе 
л "- 1 r 

Если кристалл не деформирован, то координата х 1 представляется 
в виде: х1 = fa = !f1 a,f2 a,r3 al и для триг онометрической сум
мы в/2/ имеет место формула / 51 : 

ik af 3 -+ 
... е = р I 8 (k _ g ) , 
f 

У: . -оо У 
:::.: -оо-

00 

l 

г де р = ( 217 1 а )3 • g 0 = j_2_7!, р 217 о 217 о 
' l а 1 '-а-- r.2 'а [ 

2 -+ 1 = _.!!_ f 
а 

f. 
1 

- целые 

числа. 

При решении задачи об эволюции однофотонного пакета в перио
дически деформированной решетке можно ввести три величины Лi 
/i = 1 ,2,3/, описывающие длины волн деформации в каждом из на
правлений x i : Лi = Ni а ,где Ni - целые числа, и представить 
координаты центра х1 = 1 х: , х / , х13 1 в виде: 

1 2 3 

"' 3 

1 

~· 

• ~ 
·.:'1' 

" 



xir; =Li (Nia)+fia-t:J.1 sin(~fi); i = 1,2,3. /3/ 

Величины !:J.i описывают максимальное отклонение центров кристалла 
в направлении осей xi 0т невеэмущенных положений. Целые числа 
fi,Li, меняющиеся в пределах O<fi<Ni-1; -co<Li <оо, одноз
начным образом определяют число- ti 7 fi = Li N i + t i • Формулу /3/ 
можно записать в векторной форме: 

.... .... ... ... 217 
xr ""L (Na) + fa-!! sin (-- f). 

N ........ 
+i k х r 

Тригонометрическую сумму I е 
r 

представим в виде: 

............. 2 
ik(fa-!:J.sin(-1La)) "" 3 -> .... 

е N ' I [j (k-gL) • 
; k~r N -1 

I е = р' I 
r fc:o L .,._Q.,. 

~ l 2rт L 2rт L 2rт L !· р'с(2" ·)3 __ . 1_ __ =-.!..р. где 6 = --- 1• --- 2· -- 3 • - N N N - 3 
L N1a N2a N3a . с а 1 2 3 N 

С учетом обозначения 

.... -> • N - 1 .. ;> -> -> 2 · 
1 (k " N) -· 1 "<' н(fa-f!sin(~f)) 

•'-'• ----- k е N 
N1 N2N3 f."o 

систему уравнений /2/ запишем в виде: 

.... (+) ... ' ... .... 
(c-w) G (k,Л;с)"" Q (k,Л) В (k;c) + f (k,Л), 

.... 2 (-) .... .... .... ... .. .... 
(c-w0 )B(k;c)=pi I Q (k+gL,Л)G(k+gL,Л;c)l(gL,!:J.,N). 

L Л=l 

/4а/ 

/4б/ 

Подставляя определяемую уравнением /4б/ функцию B(k;c) в урав
нение /4а/ и выбирая правила обхода особых точек таким образом, 
чтобы обеспечить выполнение начальных условий /это сводится 
к тому, что во всех энергетических знаменателях с заменяется на 

с+ i О 1, приходим к следующему уравнению для G (k, Л; с) : 

.... f(k Л) Q(+)(k Л) 2 (-) ... ... 
G ( k , Л; с) = --' - + _е. ______ !. __ I I Q ( kL , Л) G ( kL , Л; с) * 

c-w (c-w) (c-w
0

) L л .. 1 

*l(gL,~'N), 

где ~L = k + gL ; wL = 1 kL 1 ~ 
Уравнение /5/ можно решать методом последовательных 

Для G (k, Л; с) получаем следующее решение: 

.... ffk ЛL (+) .... 
G ( k , Л; с) = ~--'-- + р Q ( k , Л) х 

(с- w) 

4 

/51 

итераций. 

J 

VJ 

.\. 

/{ 

2 Q(-)(k Л') 
~ L• -+ -+ -+ .... I f,(kL ,Л') 1 (g_ ,!:J.,N) 

Л'=1 L c-wL -L 
х -------.----------------------·------- /6/ 

.... , . 2 ........ 
2 IQ(kL,Л )1 . l(gL,!:J.,N} 

(c-w)(c-w0 -р I I . ) 
Л' .. 1 L (с-сиL) 

Полученное выражение для G(k,Л;c) является точным решением по
ставленной нами задачи; оно, в частности, не предлагает ограни

чений на отношение длины волны излучения к постоянной решетки а, · · 

Первый член в правой части 76/ описывает распространение 
фотонного пакета в вакууме. Все волны, составляющие этот пакеr, 

имеют скорость с. Остальные члены ·относятся ко вторичному излу~ 
чению, возникающему в кристалле под действием первичного паке

та. Из /6/ видно, что часть членов, описывающих вторичное излу
чение, полностью компенсирует выражение f(k,Л)· (r-си)- 1 отве-, .. 
чающее первичной волне. Это означает, что выражение для G(k,Л;c) 
описывает эффект "погашения". Таким образом, мы пришли к опи
санию на квантовом уровне того же ,эффекта, который является 

содержанием теоремы Эвальда-Озеена в рамках классического под
хода /б,7/. ' 

При снятии деформации, т. е. п'ри lim 3 ... О, выражение для функ
ции эволюции однофотонного пакета, распространяющегося в дефор

мированном кристалле, переходит в функцию эволюции однофотон

ного пакета, движущегося в идеалЬном кристалле. Действительно, 

представим G (k,Л;с) в виде: 
.... (+) .... 

.... f(k,Л) р Q (k,Л) * 
G ( k, Л; с) = ----- + ------

с-си (с-си) 

2 f( ... ') 
I Ifd3 qQ<->(q,Л') q,~ I(<i-k,Li',N)8 3 (<i-k-~L) 

Л'= 1 L (с -1 ql) Na 
* ------------------------------ --· 

2 
(r-си0 -р I 

Л'= 1 

.... 2 

IJd3 q IQ(q,~')LI(q-k,3,N)83 (q-k-~L)) , 
L (r -1 41) Na 

Если учесть, что 

. .... .... .... 1 
l1m 1 ( q_ k,l!,N) =-

~ ... о N3 

N -1 
I 

f=O 
е 

i{q-k)fa 

и воспользоваться соотношением 

оо ~ · -+ N 1 -+ -+ -+ 
I е i ( q - k ) а f = _р_ I е i ( q - k ) а f 

f=-oo N 3 f=O 

00 3 .... .... 2rт -> 
8 ( q - k - -- L ) , I 

L=-oo Na 

5 
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-+ 
то после интегрирования по q приходим к выражению для функции 
эволюции однофотонного пакета в идеальной решетке/ 1 1: 
- -+ t(k,Л) р Q(+)(k, Л) 
G ( k, Л; Е)=----+------- х 

· Е-ы (Е-ы) 

2 Q(-) {lt , Л') 
I. I. f f(k ,Л') 

Л'= 1 f (Е- ыl) f 
х -------------------'-+ 2 

2 IQ<kr,Л')I 
(Е- ыо- Р I. I. -------) 

л'". 1 L ( -wr 
-+ ~ -+ .... 217 -+ -+ . 

kr=k+gy; ge-=-a-t; wr- =lkrl· 

· Сравнивая G и G , •МЫ видим, что хотя природа формирования 

вторичного излучения в обоих случаях одинакова, деформация ре

шетки приводит к относительному изменению частот вторичного из

лучения. Последнее мож~о объяснить так: между излучением и 

кристаллической решеткой происходит обмен импульсами. При де

формации l(ристалла условия nередачи имnульса от решетки к излу

чению меняются. Это и обусловливает относительное, по сравнению 

с частотами вторичного излучения в идеальной решетке, изменение 

частот втор~чного излучения в деформированном кристалле. 

Для того, чтобы придать формуле /6/ конкретное содержание, 
необходимо определить значения функций I (gi .~,N) для разных 
значений N /т.е. для разных длин волн деформации/. Далее, не 
теряя общности, будем рассматривать лишь одномерный вариант 

нашей задачи. При N = 2 

1 I ( gL, ~, N) 1 . = cos2 _':,. L. 
N =2 2 

Подставляя это выражение в /6/, nолучим, что G(k,Л;f)=G(k,Л;E). 
Этого и следо~ало ожидать, так как для N ~ 2 все узлы волны де
формации совпадают с узлами решетки, и, наоборот, все чентры 

решетки совпадают с узлами волны деформации, что и отвечает 

случаю с идеальным кристаллом. 

При N"' 3 

1 ( gL , ~, 3) = .!. ( 1 + 2 cos ..?..!!. ( L + ~ L sin !!_)) • 
3 3 ~ 3 -· 

При N =4 

1 ( g , ~, 4) = !.. ( 3 cos 2 !!_ L - 1) • 
L 2 2 

Таким же образом для любого N можно определить функцию 
l(gL.~.N).Для больших четных значений N фуfiкция I(g .~.N) имеет 
следуюЩее значение: L 

6 

1 i 71 L N-1 
-l(g .~.N)=-(1+e +~ I. 

L N f.,.1 
cos L ( .?..!!.t - ..А.,_ sin ( .t'!. t ) ) ) = 

N aN N 

1 iJТL ~L =-- ( 1 + е ) + JL ( --) , 
N ' aN 

171 

где JL ( 1 ~)является фуНкцией Бесселя L -го nорядка. При N-+ оо 
1 

из 171 следует. : lim I ( gL, ~ ,N) = s0 L • Для коэффициеНТtiОЙ функции 
-+ N-+oo ' 

G (k,Л;Е) получаем выражение: 

-+ pQ(+)(k,Л) J: Q(-)(k,Л')f(k,Л') 
- -+ · f(k,Л) Л'-1 
G( k, Л; Е)=---+--------.::....------------. ----- !8/ 

(-(<) 2 _. 2 • 
(E-w)[(E-w)(E-ЫO )-р :- 1 Q(k,Л')\ . ] 

--+ Л=1 , 
Функция, G(k,Л;E), оnисывающая эволюцию однофотонного nакета 

в деформированном кристалле, когда длина волны деформации 

Л-+ оо, nриобретает наглядность, . если nерейти к nространственно
временному описанию. Такое оnисание удобно осуществить при по
мощи величины F(x,t,Л): 

.F(i "t,Л)=-i- j dEd3 kG(k Л·E)e-iEt+ik: 
(277) -оо ' ' ' • 

191' 

Подставляя в /9/ выражение /8/ и nереходя к случаю, когда 
ли.нейно nоляризованный начальный nакет состоит из 'ВОЛН, ИМf\УЛЬСЫ 

~оtорых имеют небольшой разброс о_~<оло некоторого значен.ия Р , 
nолучаем 

( 
-i t((l) . (2) 

-+-+(1) р -it( 
F(x,t,l)-eipx~~~ (Е~2>-~)е Р -2-;;-------- -

р 

.... -+ -if(l)t (2) 2-+ . -+ р -if t .,.,. 
-pQ(p2)tpxe Р -•p\i , е ---·-+е -е 

--2-~2-------- ; 
р 

-i((l)t -i/2)t 
F(x,t,2)-pJ+>(p,1)d.:..)(p,2)eipx-+e Р +е Р 

2~2 
р 

Здесь 

" 

-i 1 'PI i 
-е . '-------- .. 

1 1 
... , . 2 2 

w0 - р . 2 -+ 
~ =v (-----)· + Р I. 1 Q(p,Л)I 
Р 2 Л~1 

0 , 2> -~IPI ±~р 
fp - 2 

Для nростоты предположим, что Q(k,2)=0; тогда nолученное выра
жение дюя F(x,t,l) определяет следующую физИческую картину 
эволюции однофотонных пакетов: каждая из nлоских волн, форми-

7 
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рующих начальный пакет, разделяется на две волны, распространяю-
щихся в том же направлении, что и начальная, но с ра~личными 

амплитудами и скоростями: 

.,. дiQ(p,1)12 
дЕ 0,2) 1 iYI ~ ы0 + 2р -----

1 v (1,2) 1- __ _Р., ____ = ..!..11 ± _________ !._~---- 1 • 
др ' 2 26р 

Использованная выше модель физически оправдана лишь при час- • 
тотах, близких к резонансным, т.е. когда (lpl.:..ы 0 ) 2 <4piQ(p,1)1 2 • 
При этом условии происходит выравнивание амплитуд обеих конечных 

~ -
волн, и для F ( х, t, 1) получаем выражеtiие: . . ......... 

~ -l<иot+IpX 

F ( х, t, 1) - е cos ( t 6 Р) • 

Появляющиеся при этом 11биения 11 определяются периодической 
перекачкой энергии от электромагнитной волны к образующим 
кристаhn центр~м и обратно; конечно, при учете диссипаций пакет 

. получился бы не Пульсирующим, а затухающим. 

Отметим, что последний результат имеет место как при а/Х<<1, 
так и при а; Л;:: 1. 

Для получения более реалистичной картины распространения 
однофотонного пакета в кристалле /например, для определения 
более реалистичных значений показателей преломления веществ/ 
нужно, разумеется, включить в рассмотрение и взаимодействия 

между атомами, и температурные эффекты, и процессы, рбуслов

ливающие поглощение. Однако некоторые важные качественные осо
бенности миграции излучения в веществе /например, эффект "по
гашения"/ выявляются и на базе той модели "микроскопического" 
описания; которая обсуж~алась выше. 

Автор выражает благодарность В.И.Григорьеву за помощь при 
написании работы. 
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