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I . Введение 
В последнее десятилетне заметно возрос интерес х теоретическому 

исследованию двухуровнева* и многоуровневых систем, резонансно вза
имодействующих о когарентннми электроивгнитянни полями (см.,например, 
р а б о т т * " 3 2 ' и монографию^5 3'). Это обусловлено, в первую очередь, 
стремительней развитием вноперимента в области квантовой электрони
ки и нелинейно! оптики, в частности, научением явления кооперативно
го спонтанного излучения в махроокоппеских системах и связакннх о 
ним нелинеиннх оптических эффектов, имеющих квантовую природу 1' 3 3* 3*! 
Подчеркнем, что по своей физической природе двухуровневне излучате
ли могут сильно отличаться друг от друга - бить, например, молеху-
лярвами, атоиинми или ядерннми. Однако характерняе особенности по
ведения макроскопических систем таких излучателей не зависят от их 
конкретной физической природа и определяются условиями, при которнх 
резонансное (или квазирезонаноное) взаимодействие с электромагнитным 
полем внзмвает в каждом излучателе только один переход/ 3 *' . 

Простейшая модельная задача формулируется обнчно следующим об
разом: рассматривается л? двухуровневих излучателей о частотами 
перехода Л, , J = i, *,—, •* в рабочем объеме 

К. *(?<•( . ' • * » # * • 

например, в случае сиотемн излучателей, расположенннх в узлах прос
той кубической решети, i£ = ж а"*, где а- - постоянная ре-
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•етха. 8 этом случае обычно предполагают а « А - длины воли 
электромагнитного излучения, что ооответотвует оптическому диапазону. 
Возможнее физические эффекты, связанные с условием а ̂  А , рас
сматривались в работах'* 1 , 1 7'. 

Электромагвжтвое поле квантуется в объеме v » г й . Двухуров
невому переходу в у'-м излучателе под действием поля сопоставля
ются операторн г ? , связанные с матржцамв Паула б-« <*=>.*„у, г, 
miral i f taf AnAiMIMiainau линейным соотношением 

; X - ^ * V » 5 -" i 6 j - -
Если пренебречь электростатическим днполыгам взаимодействием, то мо
дельный гамильтониан рассматриваемой системы можно представать в ви
де (обобщенная модель Дикке) 

%-#„+#,+#„. (I) 

Здесь первый член описывает энергшо свободннх излучателей ("вещест
во"): 

Щ,°£Щг.г +*fot 

где 5¥в - кинетическая энергия излучателей. Второй член соответ
ствует свободному электромагнитному поло: 

где °к > Ь ~ операторн фотонов с волновым вектором к . Взаимо
действие "вещества" с полем задается оператором вида 

Здесь л - - радиус-вектор / -го излучателя, /А - вещественный 
параметр и 

^ = / р Г < + /^->^ 
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где v - удельный объем "вещества" ( <?= Vi/jr ) и g - &Щ*-: 
компонента положительно-частотно! части оператора тока п е р е х о д а ' . 

Отметим, что эффекты, связанные с рассмотрением электростати
ческого дипольного взаимодействия, обсуждались в р а б о т а х ' 2 * , 2 6 , Z 8 ' . 

Модельная задача с гамильтонианом (I) допускает точное решение 
в термодинамическом пределе (при JT -* о° ) , причем развитии в рабо
те'"' вариант метода аппроксимирующих гамильтонианов'3 5' оказывается 
весьма эффективным и позволяет исследовать ряд обобщений модельной 
задачи ( I ) . В частности, удалось показать, что гамильтониан (X) опи
сывает фазовый переход в состояние, характеризуемое макроскопическим 
заполнением резонансной моды алектромагнитного поля и спонтанной по
ляризацией в системе излучателей, причем величина заполнения оказы
вается пропорциональной квадрату удельной поляризации "вещества"''. 

Значительный интерес представляет решение динамической неравно
весной задачи, т . е . описание кинетических свойств системы с гамиль
тонианом ( I ) . Особое значение указанная проблема приобретает в связи 
с разработкой теории сверхиэлучательного лазера рентгеновского и 
гамма-диапазонов. Действительно, при генерации коротковолнового ко
герентного электромагнитного излучения основную роль должны играть 
процессы коллективного спонтанного излучения в безрезонаторннх систе
мах коррелированных двухуровневых излучателей. При этом для выбора 
активной среды и рабочего режима оообенно важно адекватное описание 
динамических процессов, приводящих к корреляции в системе излучате
лей и сверхиэлучению, а также оценка времен релаксации из сверхиэлу
чательного в девозбужденное состояние ( т . е . времени высвечивания ла-
з е р а7§6.37.2?Г 

Проблема получения точного кинетического уравнения для такой 
системы из первых принципов сталкивается со значительными математи
ческими трудностями. Поэтому при выводе такого уравнения обычно де 
лают целый ряд дополнительных физических предположений и упрощений 
(см.,например^ 6'). 

С другой стороны, недавно был развит подход, позволяющий полу
чить точное кинетическое уравнение для динамической система, взаимо
действующей с фононнын полем в щиюталле' • э ' . С помощью указанно
го подхода, в частности, удалось получить ряд важных результатов в 
теории полярона' 3 9 ' . 

Отметин существование глубоких аналогий в математической форму
лировке рассматриваемой здесь проблемы и модельных задач, исследован
ных в р а б о т е ' 3 9 ' , описывающих фермионную систему, взаимодействующую 
о фононеми. Действительно, имеет место соответствие' ' 
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где t£ ,<fy - ферми-амплитудв; / » (f, s) ; вектор /* принадлежнт 
к кваэидискретному спектру и $ - спиновый индекс. С учетом указан
ного соответотвия нетрудно установить эквивалентность в операторное 
отруктуре гамильтониана ( I ) и гамильтониана (5 ) , ( 8 ) работы"' 9'. 
Пользуясь тарой эквивалентносты>,в настоящей работе мы построим ки
нетическое уравнение для системы с гамильтонианом (I ) и рассмотрим 
некоторые его физические следствия. 

2 . Обобщенное кинетическое уравнение для системы двухуровневых излу
чателей. взаимодеЕасвуюших с электромагнитным полем 

Следуя р а б о т е / з а / , обозначим через "Zt статистический опера
тор MF -система ( I ) , удовлетворяющий уравнению Лиувилхя: 

с начальными условиями 

соответствующими равновесному состояние поля, причем его взаимодей
ствие с М -системой ("веществом") считается включенным в момент 
времени 4* t0. Как нетрудно видеть из ( 2 ) , (3 ) , оператор 2(, нор
мирован на единицу: 

Тг %. = £ . 

Введем представление Гейзенберга для динамической величины 
УМ*,**)?) • заданной в представлении Шредингера, соотношение»/ 3 9' 

21 (щ,$) - и'Ъ,ъ) а алF) иа, *.;, ( 4 ) 

где унитарный оператор 

Uli, U) 
удовлетворяет уравнении 
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it ft U(t,te) =Щ (/&,*>), 

Раосмотрам оператор f(n) , дежствувцвж на собственные функцаа га
ма льтонв ала (I) только как на функции переменвнх, относящвхся к Н -
свстеме. Уравненве движеная для оператора /СН) в представленаа 
Гейзенберга («) амеет вид 

а 9 7 №> - U<"*h % J. ( 5 ) 

Применяя разштый в работе' ' метод исключения бозонншс переменных, 
уравнение (5) можно преобразовать к виду 

(И) ' ^ * J " 

i «*/ Of) l J J 

4 
+S2*ai)[/(*>.?e " J«fMy$~&J)]*(щ)[Ее"Ъ(fa* 

-in % Г J<Aft-tJ l[{txi С it-x- . 

где р.(н)*%% 

e 
W " Д * й 

ЛГ а 

/3 - обращая температура. 



В ряхе случаев оказывается более удобнш использовать вместо 
индивидуальна* переменнат г.£^ формапзм коллективна! операторов 
излучателей' 6'. Пусть вектор ? соответствует модам в рабочей объ
еме Vi , чволо которвх равно иг : 

где я,- - целив часла. Определам коллектввняе операторы излучателе! 
соотношение-'8' 

Д- »^Д.- е J . 

Совершая замену переменнат в учатавая очевидяив соотношения: 

J 
1 •* f e - V • 

уравнение (в) легко преобразовать к виду 

(7) 
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где исшшчованн обозначения 
Я„ (*)* £<*> JW-*V v *;<*>MF*?), 

Уравнение (6) и эквивалентное ему уравнение (7) в представлении 
коллективных операторов в пределе при £,-*-<& представляют собой 
искомое обобщенное кинетическое уравнение для динамической системы, 
описываемой гамильтонианом ( I ) . Перейдем теперь к рассмотрении воз
можных следствий полученного уравнения. 

3 . Проблема спонтанного излучения 
Рассмотрим специальный случай, когда в начальный момент t0 

излучение (поле в системе) отсутствует: 

7>р = /охо/ . ( 8 ) 

Появление поля при 4 >it можно в атом случае трактовать как спон
танное излучение. С учетом начального условия (8) уравнение (7) мож
но преобразовать к виду 

Инея в виду сравнение с известными результатами,лреашоложим.что и з 
лучатели жестко закреплены в узлах простой кубической решетки. Тогда 

<*. 
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Будем далее предполагать, что распределение собственных частот излу
чателей Л,- сшметрвчно относительно некоторой частота Л • 
не завиожт от координат излучателе! х'. . Усредняя по распреде
л е н » частот J{«>), имеем 

. i.0, i Г itct г,, , / , 
QXf> (til: 

Ограничимся рассмотрением специального случая,так называемого лорен-
цева неоднородного уиренмя' 3 3 ' , когда 

~ . и М 

- чо 

где Г - так называемое время жизни осциллятора. Подчеркнем, что 
обычно рассматривается более просто! олуча!, когда для всех значе
но! j ямвзт место равенство £bj = & . Предположим, что £ = О, 
и пренебрежем бистро осциллирунаши членами типа Н*Л*,П~1Г(/1с1). Если 
Г » i -» Ттах ~тол —•' , где с - скорость света, то в силу 
определензя 

.*;м*****->*'& . 

Заметим, что функция УС* - v ) имеет острые максимум при Г= •?. 
Поэтому величина 

р(„у. iiZ) 2 л1Г^<Р^-^)^-^)е •i'a.,1 (t-z.) 

также имеет остри! пик при • ? = ? ' , и величинами Ь(-) при 
V Ф if' можно пренебречь. С учетом сказанного уравнение (8) преобра
зуется к виду 

- i z*/4"/V, /сок; * $*/*„-, //*л7«; - э.с.;^в, 
-V (10) 

в 



где 

4 T , 

в совершен переход от сушарованая к ввтегрврованаю: 

Е -+(*:Г'1Л 
к 

Определам оператор'*' 

S, *Er?rjre 

Тогда ва (10) получаем 

-k£л, им, ь I?*ю-izr;/if*, /ля*; * 

(ID 

где велвчвна 

u'siECaf-a;) 
определяет поотояиняв одвжг частот - так называемую бете-часть сдвя-
га дэмба/ 6 ' , тогда как 
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определяет коллективная сдвиг частот. Заметши, что определенное та
ким образом величины й ' , £1, f% отличается от соответствующих 
величин работа^ ' я переходят в них в пределе при 7 -* «> . В этом 
пределе уравнение (II ) совпадает о марковским Master Equation ра
й о н / ' , полученным в приближении слабого взаимодействия и описыва
ющим коллективное спонтанное излучение. Простейший вариант уравнения 
( I I ) был получен для одномодового случая в работе' *". Подчеркнем, 
что уравнение коллективного спонтанного излучения ( I I ) найдено в 
настоящей работе как частный случай обойденного кинетического урав
нения (7) с начальными условиями ( в ) . 

4 . Обсуждение результатов 
Таким образом, проведенное в настоящей работе распространение 

метода рабог^ • ' на случай динамической двухуровневой система, 
взаимодействупден с электромагнитным полам, позволяет получить обоб
щенное кинетическое уравнение для такой системы ( 7 ) . Указанное урав
нение является точным. 

Для начальных условий специального вида (8) обобщенное кинети
ческое уравнение (7) может быть преобразовано в уравнение коллектив
ного спонтанного излучения ( I I ) . На основе обобщенного кинетического 
уравнения (7) можно получить и другие известные результаты теория 
сверхиэлучения, в частности, уравнение для угла Блоха Ф , вводи
мого соотношением 

<*>=£<•«*, 
а также зависимость интенсивности излучения 

2 If*) *-£<**> 

от времени. 
Подчеркнем, что подход х описание динамики двухуровневой систе

мы, взаимодействующей о электромагнитным полем, рассмотренный в нас
тоящей работе, представляется наиболее общим. В дальнейшем мы пред
полагаем использовать указанный подход для исследования релаксацион
ных процессов в сверхизлучателышх системах, а также обобщить урав
нение (7) на случай системы излучателей на сжимаемой решетке''. 

ю 
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