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1. ВВЕДЕНИЕ 

В последние годы каналирование и связанные с ним эффекты, 
возникающие, при движении заряженных энергетических частиц 
сквозь монокристаллы, интенсивно исследовались как теорети
чески, так и экспериментально '"' . 

В этой работе мы получим уравнение типа Фоккера-Планка для 
редуцированной матрицы плотности ps. описывающей одночастичную 
систему S /протон или ион/, во втором порядке по взаимодейст
вию с большой системой £ /ионами кристалла/: 

где D n - диффузионная функция; fi - обратная температура крис
талла; С - глубина проникновения в кристалл и Ех- поперечная 
энергия каналируемых частиц. 

Заметим, что /1/ содержит дополнительный к простому диф-
фузионному смещению член _-_—,ведущий к уменьшению поперечной 

о Е^ 
энергии частицы до определенного значения, которое определяет
ся температурой кристалла '5/'. 

Обозначив через ( Х
Х.Р Х ) операторы координаты и импульса 

в поперечном движении частицы при плоскостном каналировании, 
покажем, что, начиная с определенной глубины проникновения, 

-РАг -'/'с 
\ \ 1 ) ~с, (Г , 0) е , р J С) -сг(( . /i)e 

-йР/1'с Е х ( О -c 3(f,0)e + Е,ь<0) . 

где с j, Cg.Cg- периодические функции по I. 
Отметим, что эффект фокусировки впервые был рассмотрен в 

работе '*". Там была обсуждена возможность экспоненциального 
уменьшения поперечной энергии по мере проникновения энергети
ческих протонов в кристалл. В дополнение к экспоненциальному 
спаду в поперечной энергии мы получим член Eth(/3),описывающий 
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термолизацию каналируемой частицы. Заметим, что проблема ох
лаждения пучков частиц представляет большой интерес для физи
ки высоких энергий '7~10'. 

В параграфе 2 будет выведено уравнение Фоккера-Планка для 
редуцированной матрицы плотности e.s>B параграфе 3 - рассчитана 
средняя поперечная энергия каналируемых частиц в зависимости 
от глубины проникновения в кристалл. Параграф *4 посвящен рас
смотрению классического решения полученных уравнений и изуче
нию фракции каналирования. В последнем параграфе кратко об
суждаются полученные результаты. 

2. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ МАТРИЦЫ ПЛОТНОСТИ 
Мы рассмотрим только случай плоскостного каналирования. 

Гамильтониан нашей системы (S.i!) состоит из части S /протон 
или положительный ион/ и кристалла i /кристалл нами в даль
нейшем будет трактоваться как упорядоченная структура ионов/, 
взаимодействующего с 

Н - H s < - Н 1 + Н 5 у . 

где H s » - | - - , H s v . £ V p ( x - X j ) 

Здесь V p - линдхардовский непрерывный потенциал для плос
костного каналирования'- ; хи х, - положение частицы и крис
таллических плоскостей; М - масса каналируемой частицы. 

Заметим, что Н8^отнормирован так, что при х =0 Hsi-0. 
Матрица плотности сложной системы (S, £) вводится как 

ЧГ lit 
" s l ( t ) = = e ' ' s ^ 0 ) e ' г д е PsE^ а Рsl0) PZ 

- начальное значение матрицы плотности; ps{0) описывает началь
ное распределение пучка; р£ - гиббсовское распределение для 

„ -0H V -1 -#H V кристалла: p^-fTre -) e r i 
Определим редуцированную матрицу плотности для S -системы 

как 
/2/ 

Тогда редуцированная матрица плотности подчиняется следую
щему уравнению движения 'ч>12/: 
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<3p„(t) i , i 
— A - . _ __ f H s . p s(t) ] - F Tr^ [ H s S , P S p s (t)] 

-Г^1НЙ.А^))]. /3/ 

где 
ASX( l) = P S X ( t ) ~ " i P S ( t ) ' 
Во втором порядке теории возмущения мы получим кинетическое 

уравнение: 
^ S W i , р 2 Me,,2. 2 

- т-'-тп-+ — г - х • Р Ч( 1>1 + 

at -ft 2M S' 

1 « 
+ Тг T rS [ H s 2 Ъ "s(t> i d t' " в

 ( t' > "sz"" 1' ) Ь 

i Tr 2[ pjp^t) f dt' P s(t')H s S(t-t')H s Il + Л / 

+ 4 T r2 [ J dt' "s^ 1" 1' > '4 "s
 (t'' H и1 

^ « ^ " Д ^ ' ^ ^ ' ^ в ^ ^ 1 

где 
М„ г 1 «. k2 " i k ,i = — 2---i,(k)<5: e >, 
2 Д * 8 • ' 2 

i/(k) есть фурье-представление плоскостного континиум-потенциа-
ла Линдхарда; скобки <..->£ обозначают гиббсовское усреднение 
по кристаллу. Здесь мы ограничимся только гармонической ап
проксимацией кристаллического поля: 

ikX -ikXj „ 8 
Н е т « -L 2 i/(k)e 2 е ~ и <НЯТ>^ = J U i i - х 2 . . ш - -ss j , „ w , т . и ^ ^ = ~ 
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Обозначим характерное время релаксации кристалла через Г£ и рассмотрим эволюцию ps(t)so времени t - rg >-> г%.Тогда для 
t - rs4> т% мы можем пренебречь памятью системы в уравнении 
для ps (t). В этом случае имеем следующее марковское представление для /kf: 

dps^> ', Р г , М ы 2 а , 
at * 2M 2 ' s 

/5/ 

^VV'^'^'s'^fi1" -fi* 

" 1 1 T r
S

[ H s s i d ' H s S ( ' ) p ^ s ( t ) ] -

Выведем корреляционные функции: 

- ikx , (0) -tk'Xj(r) -ikx, (0) - i k ' i . ( r ) 
Ф. .,(r) = ' £ e £ e ] > _ - • ; £ e > .<£ e J :• 

KR j j 2 . j j 2. 

/6/ 
- i k x ( r ) - i k ' x ; ( 0 ) - ikx (?) - ik'x.(O) 

ф , ( r ) = < £ e £ e J > - < £ e l > < £ e ' > . 

*k i j S i £ j £ 

И получим для / 6 / 

"W^ = _ _ i _ f j f _ Ma.2

r_g m l 

dT " -П 2M + 3 " ' P s 

/ 7 / 

+ —.; - f - S № V <k) „(k') fdr[ Ф ,(r) x(0) x(r) p (t) + 

< - ( i k t ' ( O ( . s l t ) » ( i ) « ( 0 ) I -

- — ^ • Д kk'Kk) i<(k') f<H* k k '<') *(r)PsW40)+>{ki'nO)Ps№') 1 



Перепишем /7/ в представлении вторичного квантования: 

§- = -i|r,ia'a, p „ 0 ) h 
<9t s 

i J . ± Z kk ' , (k) , (k ' ) (— T ~ ) f dr [Ф -(r){a+a4)(a(r)^i (rt),,{t)+ 
7>2 Lk.k' 2M„, о fcK ь 

+ t// ,(r)p (t)(a(r)+a+(r))(a+a* )|-
kk S 

/8/ 

£_ )ck' i4k) „(k')(--—) Гйг[Фкк-(0(а(гНа (г)) ,, <t)(a+a )+ -Li- £ kk'Лк) „(к')(-« , , Ti2 L k.k 2M W о 

+ <li , (r)(a+a +)p (tHafO + a 4 » ) L kk S 
-tor где I a, a + ]= 1 и a (r) = e a 

Определим следующие действительные параметры: 

1i2 L k,k' 2Mc 
К =-i_ JL_Z _(-—-) kk',<k)r(k')2Refdre * k k-(0 

/9/ 
h = -i JL X , ( - ? — ) kkV(k),-(k')2Re f dre""f <t>kk-(0 т,2 L k,k' 2Мш о k 

Легко установить, что g = e h. Пусть g = ( n 0+ 1) y,h=n.)', где 
п 0=(е 1 1^-1)" 1. 

Опустим комплексную часть функций в уравнении /8/, так как 
они вели бы к простой перенормировке ш. Тогда для матрицы 
плотности р (t) имеем 

<?ps(t) 
T t ^ ( а a p s - " в а а ) + g a p s a + + h a "s a +

 / 1 0 / 

+ - | g ( a + p s a + + a p s а) + i - h ( a + p s a + + a p s a ) -
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(haa^p^+pa a« + bp aa f+gp a a ) -
2 s S s s 

-•— K(aaps + P g a a )-_h(a a p g + p gaa ) . 

Заметим, что уравнения такого типа часто появляются в теориях 
линейного отклика системы на внешнее возмущение /см., напри
мер. • ' 12.13. /. Далее для матрицы плотности используем представ
ление когерентных состояний ' 1 4' 

I ?.-.' ~ ехр (- i~ I Z- ) 1 -£̂ - in-.- , — ( d z I z .- < z: = i , 
2 n=0 n1 n 

где I n > - квантовое состояние осциллятора: 

p (t) = — rd szP{z, z*. t) iz>-.z! . ' 
S 17 

Используем следующую цепочку равенств 

и ~р a + a|z > = - i - f d a z ( z * - £ £ . - z <z n j a + ap - p a + a | z > = - i . f A2z (z* -_2f._ z •£?-) ! <z ! z > | ! 

0 1 ^s ^ s п ' дг* дг ' 0' 

<z„l 2 a p a + - ( p , aa+ <ua +p );Z > ^ ~ fd a z(z-L£- + z*—— )!- :z„!z>! s . 

<*0\ *?s*+* >%s**9s***+^es)\>-± Г&£$р\<*0]*>\* 

<:z laa,, + p a.+ a'*- (a +p a ++ap a) |z a ^« / 1 2 / 

L /Vz<Z-i P _ + Z* 1Г-)<г0|г> 
«• 0 г* г? z 

-z | a a p s + - p s a + a + + a + a + p s + p s a a - 2 ( a + p s a + + a p s a ) l zQ> * 



r d 2 ( T f 2

+ - & ) 1 < 2 o f z > 1 ' 

где 
2 £ 

, < z t ) l z > | = e j q i ( - | z - z 0 | }. 
С помощью /12/ кинетическое уравнение /10/ может быть лег

ко преобразовано в дифференциальное уравнение для P(z,z* t): 

-i — = Ы — - (zP) - ~i-(z»P) l -X[ jL rzP) + -_ i_ ( z*PH-
<?t <9z <?z* S Эг <2z* 

/13/ 
- y . (?. a p - 1 ; * a p • • • ) ffi " ° y ( ' l 2 p , , ? 2 p 

откуда с учетом того, что z» x+iy, имеем 

— — = у lJ + ( ы Х + у;- ) i - ыУ — — + v • - . 

Э'.о уравнение можно решить точно п ъ ' . Введем величины 

£ = ( JtXx-y ) ехр (-д 2t). т, = (-̂ 2. x-y ) exp (-„} t) 

В этих переменные уравнена : /IV примет вид 

^ y P . q f e s p C - ^ t ^ . + S e x p N ^ V ' l j - - / 1 5 / 

+ ехр (-2^) -,—- ] , 

где 
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Решением / 1 5 / с учетом условия Р (.'.'. Ф t ) —- . й <,(-( n)fiir'i n) явля
ется выражение 

P(x,y,t) = - 2 i i ^ : ^ - e > 4 c i ( ^ , t ) . 

/ 1 6 / 
ф{ (,,,.1) = — i — - ехр 1 - — | u (f - f ) % 2v (f-^ ) (.,-„ ) , % , , )- li. 

2,гА'* 2Л ° о о о 

где 

и = —Н_ (1 - е х р ( - 2 д t ) | . 
"1 

2q_i i _Hvni _(„ .„„ и п. / 1 7 / 

( м , ^ 2 ) 
I 1 - ехр[ - < , t l - r , i a ) t | | 

w - -1-1 1-ехр (-2>»„t)| . А .. u w - v " . 

Заметим, что / 1 6 / отнормировано: — [( dx Uy P(x,y,t ) «1. Стацио-
к _^ 

нарное решение Ps(x,y)=lim Р(х,уд ) может Сыть представлено 
в виде '"̂  

Р (х,у, = J - e x p | - J L ( x
2
f y - ) | . /18/ 

3. РАСЧЕТ СРЕДНЕЙ ПОПЕРЕЧНОЙ ЭНЕРГИИ КАК ФУНКЦИИ 
ГЛУБИНЫ ПРОНИКНОВЕНИЯ В КРИСТАЛЛ 

При движении высокоэнергетической частицы под малыми углами 
по отношению к кристаллографическим плоскостям продольную 
компоненту скорости v0 можно принять постоянной. И поэтому 
траектория движения частицы может быть описана только в терми
нах поперечного движения (хх,р±), при этом мы можем от параметра 
t /время/ перейти к параметру t /глубина проникновения/ по 
формуле t'= v„t 
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Если начальная поперечная энергия падающей частицы равна 
К" tir • fх - • v a l • Е1' то для начального распределения имеем • 
j. О ''О J. ' 

Р t?..Z> ) . , ТЙ (2-* 0> = .7/>1 Х-Х 0 ) f> (у-У 0 ) 

р (0) , I г • <:z ! . *V о о ' 
Тогда средняя поперечная энергия может быть представлена 

выражением 

Е (t) -. В,.., - i /jdx dy (x~ -у") Р (x.y.t) ..-

• %„ J - ||'( a .(*• 21) ,<.'» <- it. 4~ ) P (6,;.t) dt" d ,, 

/ 1 9 / 

где 

(I.J *•-(»-,) , %a~ , 
a j ^ =— exp (3, ,1) , b j = «4> |(,i • ,i o )t I . 

С г I - ^Xp ta , , , ! ! 

( / ( , -II J~ 

Откуда 

J _ E (t) . i. i ( 4 ~ , - ' - ) ' - e x p ( 2 „ t ) • 

r l f • - i ) - ~ e x p r V , t > - / < i U / 

-—- [ tnr,0+ -Q-) exp |<„ 1 + „ 2 ) t i 

где 

f - JIA. - M 2 
* о ~ ... x o _ y o • "o - ~r~" x o ~ y o • 
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Или в терминах f = v „ t : 

4, S 

EL (Г) = T , o ) n 0 . h,„ - | l - 2 exp ( - -L () J . „ o + ( x ^ y o ^ ) + 

«оУоУ У2 г * " 2 , 2 • > . , < 4 c „ a - y V ' f / 2 1 / 
+ _ » J i _ + — [ n 0 x 0 y 0 4 x 0 - y u ) jnos [ - — 1 -

0) tk,- у VQ 

+ _ л ! ( X

2

0 - y , f , ( 4 l > * . „ * ) * sin I 14а5=х!& I I . 
4c> 2 v 0 

Аналогично можно рассчитать х (t) и р (t): 

x ( t ) - \ — - — f i x P ( x , y , i ) dxdy = 
Mb) " - « . 

"OR" t , 2 t y l ' 

/ 2 2 / 

p, (t) = V 2MV — (i у Р (x.y.t) dx dy . 
•*• w 

• e 4 Q ) V 2МП,,, ( S— e / C-

5 ± ( P ) = v , _ a . e ^ ^ c o s t ^ J ^ i l ) . ^ _ ( 3 y 0 + ^ l ) s i n [ ± ^ ! > l P , 
X " » ° 2v 0 [Аш*-Л* « 2 v 0 

_ ~ Й ь ( 4 ш

2_/>*Г » V ч ( ^ 2 - У 2 ) \ 
р (f>=v'2MBu> e ly ncos[ ] - (2Х-+ )sin[ ] I 

/ 2 3 / 
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Итак, для величин х^Й'1, р х ( Р), Е Х ( Г ) будет справедлив следую
щий закон зависимости от Г 

-М',. _ -С/Сс 

' ^ ( f l - C j d ' J I e , Рх(1')-сг{1'.^)е 
/2V 

Рассмотрим классический предел полученных результатов. Для 
этого оставим в уравнении для редуцированной матрицы плотнос
ти только диагональные матричные элементы в представлении 
чисел заполнения: 

<? U» <t)-J„ „ -H/it.. 

-hnl[p s(Ol n_ ,,„_-, e^'lpgd)!,,,,, 
/25/ 

Классический предел есть п» 1 и /Зо><*-1. Положим, Е^^Лып. тогда 
уравнение /28/ переходит в уравнение из работы'17'': 

*'•<'•*> * .[D.E, <-?£.• А . М- ^ •«ЭР гЭЕх
 л -1 <9Е^ 

где 
D flu,g 

Это те уравнение было получено в ' 1 6 / в рамках классического 
описания каналирования. Диффузионная функция D n учитывает не
упругое рассеяние каналируемых частиц на коллективных колеба
ниях решетки кристалла. Заметим, что D n " v c T -Уравнение /26/ 
описывает термолизацию пучка энергетических частиц, канали
руемых через кристалл. Наконец, заметим, что оно может быть 
модифицировано за счет учета рассеяния каналируемых частиц 
и на свободных электронах проводимости кристалла. 
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k. ФРАКЦИЯ КАНАЛИРОВАНИЯ И РЕКАНАЛИРОВАНИЕ 

В этом параграфе мы рассчитаем функцию распределения 
PS(P, E± ) в классическом пределе. Используя ее, исследуем 
зависимости изменения поперечной энергии Е х и фракции канали-
рования частиц как функции глубины проникновения в кристалл. 

При больших глубинах проникновения в кристалл достигается 
стационарное распределение: 

р (Е ) = Ип, р (Г. Е, ) = ft e" P*Ч /27/ - 0 Е А 

ни р„ч. и, ^ = п <* 
I'-. 

Мы можем получить нестационарное решение /26/, отвечающее 
граничному условию 

р (0,Е±) = Г(Е ±) , f K(EJ.)dEJL-.-l , 
/28/ 

P s ( I . E ± ) = , l 0 c k L k ( f l E ± ) e . / 2 9 / 

где L k ( x ) - полиномы Ляггера и 

с =. - 2 — | F(x)L </?x)dx 
k ( к ! ) г о к 

Из /29/ для поперечной энергии имеем 

-• ft =.о -ч./* г 1 ,, - Dn/*'' /зо/ 
Е ±(0 = Е 1 е + 7 } ' ( '' 

где Е^ = f E ± F(E x)dE ± - начальное значение средней величинь 
поперечной энергии частицы. Отсюда видно, что при больших Г 

Б, (Г) стремится к /3"'-температуре кристалла, то есть крис
таллическая решетка фокусирует пучок каналируемых частиц, 
что приводит к уменьшению его поперечной энергии. 

Фракция каналирования f(l') определяется формулой 

ЧЪ- Г""" P„(C,Ei)dEJ.. / 3 1 / 

0 s 

где Е ^ - высота потенциального барьера канала движения части
цы. Выполнив интегрирование уравнения /26/, имеем 
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КГ)--(1-е V/ЗЕ^ е х(1-#Е")е 0̂(е ) / J 2 / 

Заметим, что относительно большая функция каналирования 
f(Г)г (1-е -Р Ех ) объясняется тем, что мы не учли рассеяние 
на свободных электронах в кристалле, а также наличия примесей 
и дефектов кристалла. С другой стороны, мы рассматриваем бес
конечный кристалл, что позволяет учесть процесс реканалирова-
ния, действительно приводящий к увеличению фракции каналиро
вания. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В этой работе мы провели статистическое исследование эво
люции распределения пучка частиц, рассматривая ее как малую 
подсистему, подвергающуюся влиянию большой статистической 
системы /кристалла/. Эффективное взаимодействие предполагает
ся слабым, что и дает основание описывать данное явление 
уравнениями типа Фоккера-Планка. Рассмотрено второе приближе
ние по взаимодействию. 

Мы показали, что рассеяние на коллективных колебаниях ре
шетки ведет к экспоненциальному уменьшению поперечной энер
гии. Этот результат известен как охлаждение лучка частиц '6,8/. 

Проведенные к настоящему времени эксперименты показывают, 
что только небольшая фракция каналируемых частиц уменьшает 
свою поперечную энергию. Этот эффект можно отнести за счет 
наличия значительного количества примеси и дефектов в кристал
ле. 
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