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В настоящей работе изучаются особенности поведения заряжен
ной частицы высокой энергии, попадающей в кристалл под малым 
углом к кристаллографической оси или плоскости. Эта проблема 
в последние годы интенсивно исследуется во многих теорети
ческих и экспериментальных работах / 1 - 4 /. Оказывается, что спе
цифические ориентационные/5/, ионизационные / в / и радизционные/7/ 

эффекты, возникающие здесь, обуславливаются особым характером 
движения частиц, возникающим из-за сильноскоррелированного 
влияния на них ионов кристаллической решетки, расположенных 
в осях или плоскостях симметрии кристалла. Эти эффекты наблю
даются в опытах по рассеянию на кристаллах. Существует вторая 
группа эффектов, проявляющихся при каналировании частиц на 
большие глубины проникновения в кристалл, связанная с процес
сами обмена энергией между каналируемои частицей и кристаллом. 
Они приводят к формирующему воздействию кристалла на пучки 
каналируемых частиц /8/.Эффективным способом описания широкого 
круга явлений, возникающих при каналировании, является ста
тистический подход, основанный на изучении функции распределе
ния частицы по всевозможным реализациям ее состояния. Такой 
способ описания с включением некоторых феноменологических мо
ментов широко использовался в работах / 8 - 1 2 /. Однако динамический 
характер задачи, т.е. возможность описания всех динамических 
свойств системы через функцию гамильтона и наличие в проблеме 
эффективного малого параметра, каким является отношение сред
ней величины трансверсальнои составляющей скорости каналируемои 
частицы к ее продольной компоненте, позволяют развивать по
следовательный микроскопический подход к описанию этих явлений 
на пути редукции статистического описания / l s / . Кратко приведем 
основные моменты такого подхода. 

Исходным пунктом изучения является сложная система кристалл 
(2) плюс каналируемая частица (S), состояния которой описываются 
полной функцией распределения D(t,S,2), подчиняющейся уравнению 
Лиувилля 

-i-D(t,S,2)= fl(S2)D(t,S,2). 
dt 

Л(Б2)= Л (S) + Л(2) + Л в Т . 
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N N _, 
R j=l J rj Kj ri ' J 

N 
x ( J ^ y _ - J _ ^ ) , Л о _ = I V. H(E4-?, )x 

IDj VV| Ш ] V j S 2 j=l R j 

x ( ? ' v " T V ' *00-*(|X|). I.T(X)=U(|X|), 

S=|V,R|, S=i...tj ,г\ .... }, i,j =1,2 N, 

N - число частиц в £ -системе, М - масса каналируемой частицы, 
V , R - ее скорость и координаты, nij.v ( , г4 - аналогичные 
величины для иона кристалла, ф (х) =ф (\х.\) , U(x) = U(lx|)- по
тенциалы взаимодействия. Для анализа порядка величины членов 
уравнений вводятся для каждой физической величины характерные 
масштабы ее измерения: 

R = eR\ г* -ef V x = v ^ V ^ , V z = V 0 V z , 
/2/ 

V 0 = V 2 E Q / M . и(Й)=Ф ои(Я). 

Малым параметром является величина f = v^/V Q . При помощи форма
лизма проекционных операторов / 1 4- 1 5 / можно редуцировать опи
сание к функции f(z,S x ), дающей распределение вероятностей 
состояния частицы по области фазовых переменных S x ={ ̂ J..RJ.I = 
=(V X,V .Rj.R 1 в зависимости от глубины проникновения 
в кристалл z. Относительно fCz.S^ ) получается замкнутое фор
мально-точное уравнение / 1 3 /, и для изучения физически-содержа
тельных явлений можно развивать теорию возмущений по (. Во 
втором порядке теории возмущения по е уравнение для f(z,S^ ) 
имеет вид / 8 / 

^. f ( z >S x)=J-[-^.V^ +FX(R).-lv V ilf(z.S^) +Q(f(r.S a)). /з/ 

где F. (R)= V„ < 2 U(R-?. ):> , <... > v означает усреднение по пере-
менным 2 -системы с распределением Гиббса, черта над функцией 
обозначает операцию осреднения по z / 1 6 / , что соответствует от
брасыванию быстроосцилляционных по z членов уравнения, вклады 
которых в уравнения незначительны. Q(f(r,S_L)) - интеграл столк
новений вида: 
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х«р[1(г а + г' а ).й а ][Ф к ь .(т)^.у у 1 + -1^Ф Ь к .го]г(г.8 х ). 

где fi - объем кристалла, i/(kj_ )=i>(k) k o,i/(k)- фурье-образ U (R ) , 
0 - температура кристалла в энергетических единицах,Т= - ^ й ^ - , 

N j . N _ 
Ф к к , ( Т ) = < 2 ец>[-1к,_. r*j ] е х р [ Т Л ( 2 ) ] 2 exp [ - ik^- г j ] > £ 

N -> -м N 

- < 2 exp [-ik, • г, ]>_ •< 2 exp [-ik*'. «1 . ]> . J=l x J 5. j=i X j 5 

Некоторые физические эффекты, связанные с уравнением /3/> об
суждены в работе / 8 /. Ниже в данной работе основные моменты вы
вода уравнения /3/ будут повторены на другом примере. Уравне
ние описывает " z-эволюцию" состояния каналируемой частицы 
по мере ее проникновения в кристалп. Существенной особенностью 
/3/ является немарковский вид интеграла столкновений, что яв
ляется основным препятствием на пути аналитического исследова
ния решений этого уравнения. Вопрос об исследовании эволюции, 
подчиняющихся немарковскому уравнению, подчас возникающих в са
мых различных областях теоретической физики, исследовался 
в работах / 1 7 , 1 8'При этом основной тенденцией исследования яв
лялось построение марковских аппроксимаций данного процесса 
и нахождение пропагаторов уже для марковских уравнений'19: Во 
втором параграфе данной работы будет построена марковская 
аппроксимация процесса /2/ для всего интервала " z-эволюции". 
В третьем параграфе в этом уравнении будет произведена функ
циональная замена переменных, и в описании процесса с помощью 
функции распределения f(z,Sj. ) мы перейдем к описанию с помощью 
функции g(z, Е_ц). В четвертом параграфе будет получено относи
тельно функции g(z,E_L) уравнение оО2)-приближения. В пятом 
параграфе полученное уравнение применяется к описанию канали-
рования легких частиц. Там же изучается асимптотика поведения 
решений уравнения при z-»~ ,E 0<<» ; E 0 - > ~ , z < o o . B шестом 
параграфе обсуждены физические аспекты полученных результатов. 

§2. МАРКОВСКАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 
Интеграл столкновения уравнения /3/ представлен в виде интег

рала по всем предшествующим моментам " z-эволюции" некоторой 
операторной конструкции с функцией распределения f(z,S^), так 
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что изменение функции распределения в момент эволюции z 
определяется всей предысторией развития процесса. В этом со
стоит "немарковость" уравнения /3/. В рамках оОв)-приближения 
можно получить такое уравнение для f(z,Sj.) /или, что то же 
самое - уравнение /3/ привести к такому виду/, у которого опе
ратор столкновений будет зависеть локально по z от функции 
f(Sj. ,z), т.е. не будет содержать ее для времен эволюции г< z . 
Такой вид уравнения в дальнейшем будет называться марковским. 
При этом, если интеграл столкновений зависит от z явно, то 
уравнение будет называться нестационарным марковским уравне
нием. Для определения в дальнейшем порядка величины каждого 
члена уравнения, как указывалось выше, припишем каждой физи
ческой величине определенный физический масштаб ее измерения; 
комбинация этих величин при "обезразмеривании" уравнения и бу
дет указывать порядок соответствующей величины. После обез-
раэмеривания при помощи /2/, все физические величины будут 
порядка единицы. Такой прием хорошо известен и часто исполь
зуется в кинетике и гидродинамике. Для каналирования характер
ны следующие соотношения между величинами /2/: 

<Sn/Mv?~l, LL.f«l, -^-~<2. ., , 
0 -1 v0 E 0 А/ 

Ограничимся рассмотрением интегрального многообразия уравне
ния /1/ вида D(t(z),V,(z.S, ,2), Sx ,2.z) = D(z,S x Д ) и введем 
функции f(z,S. ). Д(г,8^,2) 

f(z,Sj.)= P #D(z.S A ,2). 
/5/ 

A(z,Sj_,2) = [l-P IDU.S^.S). 

Г Я е P 0=/(d2)... . P=D„(2)P 0 . D 0 C £ ) -
- распределение Гиббса для кристалла, интегрирование в Ро 
ведется по всему фазовому пространству состояний. В результате 
уравнение /1/ расщепится на систему уравнений относительно 
функций f(z,Sj.) ,A(z,Sj.,2). Если обезразмерить получившуюся 
систему уравнений при помощи введенных параметров /2/, то, 
согласно соотношениям /k/, производные -^-fCz.Sx ), g^-A(z,S^2) 
будут пропорциональны малому параметру t, поэтому ее можно 
аппроксимировать осредненной системой уравнений /1в/Операцию 
осреднения будем обозначать чертой сверху: 
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U(ft)= lim / dzTJ(ft). .,, 
T-»oo 0 '"' 

Осредненная система уравнений для f(z,Sj.) , A(z,SA,2) B O < £ 2 ) -
приближении имеет вид 

+ i po *.**<•• V х >• 
in 

J-&(z,S, ,2) '~r^r 1 + Л(2)+Л1_ ]A(z.S, .2) + 
dz * V„ * Kj. si * f-j,/ 

Символ J- обозначает, что рассматриваются лишь трансверсальные 
составляющие величин Й , \f и операторных вектор-конструкций. 
Второе уравнение системы /7/ с учетом граничного условия 
A(z,S.|.,2 ) z_o=0 / z =0 отвечает входу частицы в кристалл/, 
очевидного для проблемы каналирования, можно переписать в виде 

Mz,S,,2)=-L /drS(T)G(T)[JT?V - < J 1 i v > v 1 * J. и 0 Si Si i 
/8/ 

хО0С£)Г(г,8_1_) + -1-^аг8(Т)О(Т)[Л^-<Л 8^-Р.Л^]Д(г,8 1,2). 

Г Д е 8(Т)=ежр[ТЛ(2)], 6(Т) = ехр[Т)Л(8 4_)+<Л^ 2 ;> 2 ;П, 
заметим, что S(T)G(T)- G(T)S(T). 

Уравнение /8/ есть интегральное уравнение относительно функ
ции Д(г,8х , 2), которое можно решать методом итераций. Так как 
нам необходимо получить уравнение для функции f(z,Sj_) o(f 2)-
приближения, то функцию A(Z,S_L,2) достаточно найти в о(«)-при
ближении, откуда 

A U . S a ,2)=|- £аг8(Т)а(Т)[Л^ -< Л^. >5.]D0(2)f(r.S4-). /9/ 

На самом деле в /9/ оператор G(T) можно было бы положить рав
ным единице, т.к. .согласно А / , он вносит возмущение BA(Z,SJ_,2) 
по порядку величины выше, чем с, при этом мы пришли бы к урав
нению 131. Однако учет его на данном этапе позволит нам по
строить марковскую аппроксимацию уравнения /3/. Действительно, 
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в рамках о О2)-приближения для r(z,Sx) справедлива следующая 
цепочка соотношений: 

г Д(г.8х) = 1-/аг6(Т)8(Т)[ЛХ_,-<Л^ > v]D n(S)f(r,S ) = 
V 0 о s2 s2 2 о J- / 1 ( ) / 

= /йгб(Т)8(Т)4-[Л 11-<Л- 1_ >_1aCPr1Q(T)D|lC2)f(rf8, ) о V 0 si si. i о J-

- -L ;\гЙ(Т)5(Т)[лТ;_<лТ~; iGCD^D-tDfCz.S ,). Vo 0 Si Si * ° 
В /10/, кроме группового свойства оператора G(T), использовалось 
соотношение: 

G(T)f(r ,Sj>)-f(z,SJ_ )+0(fS), 
что следует из первого уравнения / 7 / . Далее для U(R) используем 
фурье-представление и подстаиим / 1 0 / в первое уравнение / 7 / . 
В результате имеем 

^ « . . B ^ - J j - C - V ^ + ^ ( R ) . | v v J f ( z . S x ) + 

+ i - s — / dr 2 Kk,)i/(k')esp[il.RJ ik, • V„ G(T) x / И / 

MV 0

2 O 2 о k^k^ *• *• x x 4- vj . 

В /11/ использованы соотношения 

8(T)Д е * [ - 4 г г^]1к гу^= JL_1 SOD^expt -ikj.."?^] I. 

В первой части интеграла столкновений оператор G(T) можно по
ложить равным единице. Вторую часть интеграла столкновений 
вначале проинтегрируем по частям, с учетом того, что 

JL faCDRjJ—G(T)V i + 0(e 2), 
и лишь после этого оператор G(T) в преобразованной части интег
рала столкновений положим равным единице. Заметим, что все 
это - тождественные преобразования в рамках o(f2) -приближения 
для f(z,S.(. ). После этого для ffz.S^ ) окончательно имеем урав
нение: 
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JT «».S l> = " f t - V j . -V4 +% . 1 - v ^ +P(8)] f U 8 A ) +Q(z)f(z. S l). 

Q(z) = - i ~ 2 2 ^(кх)^(к^)еч>[1(И1+5^)-Й Ix /12/ 
M VQ\X КГК I 

z/V *A i t ' -. 
* o J - T V ( T ) i f A . * V i [ i t . v v + + | i . v , l , 

х Ф . ( 0 ) 1 к P(z) = - ~ i _ _ ^ . X i / ( k , M k , ) x 

x expt ik j.R^likj^.Vy , G(R )exp [ik'j_. R ^ ^ , ( z / V 0 ) . 

Оператор G(T) во второй части интеграла столкновений можно 
положить равным единице только после интегрирования по частям. 
В противном случае мы бы не учли некоторых членов уравнения, 
дающих вклад в о(* в) -приближение для Uz.S^). На глубинах 
проникновения в кристалл z таких, что величина z/V0 =t больше, 
нежели характерные времена релаксационных процессов в кристал
ле, функцией Ф kk'(t) можно пренебречь, и интеграл по dr в 
/12/ распространить до бесконечности. Так что для больших глу
бин проникновения каналируемых частиц в кристалл уравнение /12/ 
переходит в стационарное марковское уравнение, для которого 
сила Г дается выражением 

F= Р 0 , F(z) = 0, z > z 0 , / 1 3/ 

и 
= ЯМУ. ог V i 

ЪЩр ^.vCk^vftDeiptKkVSD.R^x 

R k k'=/<^ k k,(T). г>г0 . 

Легко оценить и величину z 0= V 0r 0, где г 0 - характерное вре
мя релаксационных процессов в кристалле. Выберем rQ - 10 - 1 £с, 
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10 —2 
a V 0~ с - 10 см, откуда z Q~ 10 см, так что на глубинах 
проникновения частиц в кристаллы, больших чем Ю - 2 см, можно 
уже пользоваться для описания стационарным марковским уравне
нием типа Фоккера-Планка /12/. 

§3. ФУНКЦИОНАЛЬНАЯ ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ 
Перейдем в описании каналирования от функции распределения 

f(z. S j_ ) к функции распределения g( z, Е L ). Введем функцию 

E^dj.Vj.) ш--± +и(й д), 
/15/ 

U(R,)=< 2 TJ $-?,)>_, -< 2 и(Й-г.)>. _ п -•"• j=i J S j=i ' 2 R =o 

- — - 5 - 2 к (k. )i>(k' )4> .(0)[exp(i(k ,+ k').R, )-l]. Sen 2 kjkj . x -1- kk x J. 0. 

Ej_(Rj,Vj_)=con8tопределяет гиперповерхность постоянной трансвер-
сальной энергии в фазовом пространстве частицы Sj_ . Заметим, 
что такой переход означает сокращение описания. Действительно, 
функция f(z,Sj.) содержит больше информации на микроскопическом 
уровне, чем g(z,Ej_). Осуществим намеченную программу с помощью 
формализма проекционных операторов Цванцига-Мори. Введем сле
дующие операторы 

Р _A-JL / (dSx)S(Ea-Ei(R^VJ_)).. 
>о s0 

/16/ 
Р 2 > / dE 1S(E i-E i(R 4V i)).... 

где интегрирование по (dSj.) означает интегрирование по всему 
фазовому пространству состояний каналируемой частицы. В силу 
периодичности кристаллического поля решетки интегрирование по 
(dR±) можно производить по наименьшей элементарной ячейке 
симметрии, отвечающей данному направлению каналирования. Пло
щадь ее обозначим через So. Появление в /16/ множителя вида 
M/So объясняется соображениями размерности, т.к. произве
дение RJPJ должно быть величиной безразмерной: 

A-is0/(dS4)S(E4.-E4.(R4.,\?i. )). 
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EJ^CR^.VJ.) определено, согласно /15/, а 8(х) - дельта-
функция Дирака. При помощи операторов /16/ определим следую
щие функции: 

в(в,Еа )=. рх f(z,Sj_ ), 
/17/ 

A(z,S_ t)=f(z,S i)-P 2g(z,E i ). 

Легко устанавливается следующее равенство 
A(z,S 4)-[l-P 2P 1lf(z,S x). / 1 8 / 

Действуя поочередно операторами Pj H [ 1 - P 2 P J ] слева на урав
нение /12/ и используя определение /17/, имеем 

^-g(z,E i)=P 1[T(z) +Q(z)l P sg(z,E j > 

+ P1[T(z)+Q(z)]A(z,Si ), / 1 9 / 

l-A(z.S_ l)=[l-P aP 1][f(z) + Q(z)]A(z,S4.) dz 

+ [1-F> P1l[f(z)+Q(z)]P gfz.EJ, 

где 

Решения системы уравнений /19/ будем искать на таком ее интег
ральном многообразии, которое отвечает следующему выбору началь
ных условий: 

[l-IIPjlrCO, Sj)=0. /20/ 

Из этого следует, что A(0,S^)=0. Это - не что иное, как обоб
щение метода решения уравнений в частных производных, развито
го Хакеном в задачах нелинейной оптики / 2 0 /. После этого функцию 
A(z,Sj_) можно исключить из системы уравнений /19/ и получить 
относительно g(z,Ej_) уравнение 

^|-g(z.E A)=P 1[t(z)+Q(z)]P 2g(z,E 1) + 
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+ P 1[f(z)+Q(z)]T ец>[ / drr(r)]x 
. ° /21/ 

x / dr A(r)[ 1-P P t llT(r) +Q(r)l P 2 g(r ,E j. ), 
0 

где символ Т означает операцию упорядочения по параметру z, 
а оператор A(z) - левый обратный к оператору Т-экспоненты 
от Г(г), то есть: 

A(z)f(z)=l 
f(z)=[l-P sP 1][f(z) TQ(z)]. 

Уравнение /21/ носкт формальный характер. Чтобы извлечь из 
него содержательную физическую информацию, будем, как и для 
получения уравнений /2/, /12/, развивать теорию возмущения 
по параметру t. Так как 111, /12/ описывают " г -эволюцию'1 

распределения f(z,Sj_) в oft2) -приближении, ограничимся та
ким же самым порядком аппроксимации и для g(z,E x ). 

%k. o(f2) -ПРИБЛИЖЕНИЕ ДЛЯ g(z,Ej.) 
Уравнение /21/ описывает изменение распределения трансвер-

сальной энергии каналируемой частицы по мере ее проникновения 
в кристалл. Ограничимся в нем только теми членами, которые 
дадут вклад в о(<г) -приближение " z-эволюции" функции g(z,E^). 
В результате имеем 

i-g(z,Ej>P [f(z) + Q(z)]P g(z.Ej> /22/ 

Раскроем выражения, стоящие в правой части уравнения /22/. 
Прилэтом для иллюстрации рассмотрим только член вида 
P;T(z)P 2 g(z,Ej.), остальные слагаемые рассматриваются совершен
но аналогичным образом, хотя непосредственный расчет их нам
ного более громоздок 

P1T(z)P2g(z,E1)= -У / (dS^ )S(E+ -E X(R^,V 4 )) х 

f o t - V , - V R i + ? 0 - i -V^ ^ ^ . U J . ^ e x p l i ^ . R j x 

x ik x- vV j_ x G (z/V„>I.kk-(z/V0) x 

x exp[iS[. R j l f <ffi[ S ( E ^ E i ( R v V 4 » g ( z , E ' i ) . 

to 



Й 1 Й [ - v x - V R / ¥ F ° - v v J s ( E i - E^(Rx,va )) =0, 
откуда 

P 1 f ( z )P 2 g(z .E a )=A i ^ | - [p (z ,E J . ) g ( z .E 4 . ) l , / 2 3 / 

где 

м ( г . Е х ) У _ _ 2 i/(k,)i/(k: )Фь . ( z / V J x 

/ 2 4 / 
xik + - /(dS i)V 4_exp[ik 4 . .R i lG(z/V 0 Jexpfik^.R^ laCE^-E^R^.V,.)). 

Из / 2 ч / видно, что данным вкладом можно пренебречь при z таких, 
что z > z 0 . Для PjQCzJPggCz.E^ ) справедливо следующее пред
ставление: 

Р Q(z)? a g(z,E i )= £ ( z ) ^ J E i [ ^ r g ( z , E 4 _ ) 

+ 1 . 6 ( 2 . Е а ) ] [ + « 2 ( Z l E l ) - | _ [ - | r g ( z , E 1 ) + 

+ i - g ( 2 , E 4 . ) l + « 3 ( z , E i ) [ - i - g ( z . E i ) + i g { z , E ; ) l , 

i z^ V 
«. (z )=l iL^L £ „ 2 ( k , ) ( S , ) 8 / ЗтФ„ -СГ) г , -г . 

U z . E ^ ) ?ДАГ-• - 2 , „ ( к , М к ' ) ( к , . к ; ) у ( к , . к , , Е , ) х 
2 S 0 MV 0 fi 2 V + l l l l l 

z /V 0 

x / dT Ф и ,(Т). 
0 kk 

z/V 0 

x / <1ТФ.(Т) , 

11 



у(к^,к^,Ед)- fie t / (dE^lexptiC^ ч-к^НГ^] x 
0 S 0 

xS(Ex+e- U(R^))- / (dR J >)E i(R t)esp[l(k u+it.£>R >
+]. /25/ 

So 

а(кц,к4.,Е4.)= / de / ( d R ^ S (E + + <- U(R X ))exp[ Kkj+k'^ l-R^ ] . 
О So 

Видно, что при достаточно больших г /2Ъ/ также стремится к 
своему стационарному пределу. Обозначим 

Итак, уравнение для функции g(z,E.) в о(с 2 ) -приближении име
ет вид 

-£-g(z,EjbA 1-L[^(z,E_ L)g(z.B A)] 
d z •* (9Е_ц •"• * 

/26/ 
xt *,(*> — В 1 + * р(в.Е,)-2-+ *,(«.B,)][-^-+-i-]g(«.B1). 

1 <?Ej. 2 ^ «9Ej_ 3 l JE; Г * 
которое при достаточно больших z переходит в уравнение стацио
нарного типа 

Заметим, что распределение вида eKpl-E^/Й тождественно удовлет
воряет уравнению /27/. Само уравнение /26/ описывает " z-релак
сацию" к этому равновесному распределению. Уравнение /26/ от
личается по своей структуре от уравнения диффузионного типа, 
предложенного для функции g(z,E x) Линдхардом / 4 / и имеющего вид 

"ЯГ ̂ z - E ^ = ̂ |- 1
[ D< E^5¥T g ( z- E A ) 1 /й/ 

прежде всего наличием членов, "пропорциональных в~ . Позже, на 
более простом примере, будет показано, что именно они определяю' 
асимптотику поведения решений на больших z. Это отличие весьма 
существенно при описании каналирования частиц на большие глу
бины проникновения в кристалл. Уравнения подобного типа часто 
возникают при изучении стохастических процессов в динамических 
системах. Общий подход к исследованию уравнений типа /27/ мож
но найти в работе / 2 1 /. 
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§5. КАНАЛИРОВАНИЕ ЛЕГКИХ ИОНОВ 
Характерной особенностью каналирования легких ионов сквозь 

кристаллы является короткодействующий характер взаимодействия 
их с ионами решетки / s!Это обстоятельство позволяет в примене
нии к ним упростить уравнение /26/. Для более четкого уяснения 
смысла проделываемых ниже приближений используем следующие 
модельные представления, что не снижает общности рассуждений. 
Рассмотрим случай осевого каналирования в кубическом кристалле 
с постоянной решетки а. Каналирование идет вдоль кристаллогра
фического направления /0,0,1/. Далее аппроксимируем потенциал 
U(К) функцией вида 

Ф (R) -Ф0в«-|-)-х) в ( ф - у)в ( ф - г), /29/ 
где Фо -амплитуда взаимодействия, b - ширины потенциального 
барьера, 9(x)=!0,i£0; 1,х>0. На рисунке схематично проиллю
стрирована обсуждаемая ситуация. Положение 0 отвечает центру 
элементарной кубической 
ячейки, у-а/2 , у--а/2 
отвечают кристаллогра
фические плоскости. Со
вершенно аналогичная 
картина наблюдается на 
фазовой плоскости ох. 
Введем следующий безраз
мерный параметр 5=-Ь/а. 
Ситуации короткодейст-
вия отвечает условие 8«1, 
т.е. почти во всем 
объеме элементарной 
ячейки каналируемую час
тицу можно рассматривать 
как свободную, и лишь 
при приближении к кристаллографическим плоскостям резко возра
стают отталкивающие силы. Поэтому в дальнейшем разложим урав
нение /26/ по параметру S и ограничимся только наибольшими по 
нему вкладами: 

- * ° — sin(b/2k )sin(b/2k )sin(b/2k ), 
I У Z 

f(k) k k k 
i у J 

v (k,_ )= 4 Ф 0 Ъ sin(b/2k. )sin(b/2 k„ ). 
/30/ 

k k 
* у 
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Проанализируем по порядку величины относительно параметра S 
коэффициенты уравнения /26/ (i , &1 ,йг , £ 3 , Л. 

Оказывается, что/t(zEj_) и ^ 1(z)~S a, в то время как £<̂ 2,Е̂ ), 
^з(2>ЕдО имеют более высокий порядок малости. Так что в пер
вом наименьшем порядке по 5 уравнение /26/ имеет вид: A=2w , 

-^gCz.Ej. )=A- 1^-l,z(z.E 4_ )g(z,E4_)l+ 
1 / 3 1 / 

v z ) a V E + t ^ g ( z ' E + ) ^ g ( z - E x ) 1 ! -
Стационарный предел /31/, отвечающий большим глубинам проникно
вения в кристалл, имеет вид: 

Уравнение /32/ хорошо известно в теории стохастических процес
сов '21,22/, Любое его решение с начальным распределением 
выражается в виде: 

g(z1E_l) = 7dE_J_H(EJ_E;z)g(E'i), /33/ 
о 

' /22 ̂  
где H(EjExz ) - пропагатор уравнения /32/ 

1 г" 1 H(E xEX.z) = / дфехр\ х 
2пеП-ещ,(-*£)]° в[1-«ф(-*1«)1 / 3 5 / 

х[Ед. + Е,ехр(- ̂ - - ) -2VE, Е' ехр(- ii-2—)cos<j!. ] ] . 

Видно, что независимо от начального распределения g(Ej_) процесс 
/33/ сходится к равновесной функции распределения при z -» ~ 
с лидирующей асимптотикой 

1 zJt g(z,Ex )z^oo=: exp(--jEx)|l+const.exp( g-i-)+...). /36/ 

Уравнение типа Линдхарда с диффузионной функцией вида D(EJ_)=^J Ед. 
может быть получено из /32/ формальным отбрасыванием членов, 
пропорциональных 1/(9, или же в результате формального пре- -. 
дельного перехода 0-»°« . В этом случае пропагатор /35/ стремит
ся к виду 
14 



H L(E iE i'z) = —-L- / e x p [ - — ( E a + E £ - ZyjE^: С05ф)]дф./^7/ 
<£тг к * Z ft- Z 

Процесс /33/ есть диффузия поперечной энергии каналируемой 
частицы к равномерному распределению. Такой случай реализует
ся, если мы ограничимся определенной глубиной проникновения 
в кристалл гф и будем изучать асимптотику поведения решения 
при Е#-»оо, или, что то же самое, при Vg-»»,. Тогда в пропага-
торе /35/ справедливо разложение 

exp(-iij^) sl-zJ^/fl , 
и мы придем к пропагатору /37/. 

§6. ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ЧАСТЕЙ ИНТЕГРАЛА СТОЛКНОВЕНИЙ 
Вернемся к рассмотрению интеграла столкновений уравнения 

/12/. Он состоит из двух частей: 
Q(z)=6 i(z)+Q 2(z), 

Q,(z) = _ r i 2 ,„(k, )„(кГ)ехр[1(£. +S'.).R. ix 
"О "' 

z/V0 

с/ а-
О к" ~ "4. * v4. 

х/ а Т ф ^(T)ik, -Vv ik,'-V„ , 
кк v4. vl 

Q (z) 1 2 i/(k,)i/(k' )exp[i(k. + k'>R , ]x 
2 MV on a<? Wi ^ * + 4. X 

* 7 ° d T v ( T ) i k V v * ' + ^ • 
Анализ асимптотик уравнений /32/ при различных условиях показы
вает, что они преимущественно связаны с различными процессами, 
происходящими в S + 2 -системе при " z -эволюции". При фор
мальном учете только части интеграла столкновений Qi(z) мы 
пришли бы к уравнению в Ex, z -представлении чисто диффу
зионного типа, которое описывало бы диффузию поперечной энергии 
по мере приближения ее к однородному распределению. Такой про
цесс всегда связан с монотонным ростом дисперсии распределе
ния EL, независимо от начального распределения g(EjJ. Физически 
этот процесс можно связать с рассеянием каналируемых частиц 
на тепловых флуктуациях положения ионов в кристаллической ре
шетке. /Заметим, что здесь мы рассматривали только эффекты ре
шетки, без учета подсистемы свободных электронов проводимости. 
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Их можно учесть, включив в Н части взаимодействия, связанные 
с ними/. Этот эффект тесно связан с явлением^ деканалирова-
ния / 4 /. Вторая часть интеграла столкновений Q g связана с дис-
сипативным фононным механизмом, обеспечивающим обмен энергией 
между каналируемой частицей и кристаллом. Он проявляется 
в формирующем влиянии кристалла на пучок каналируемых частиц 
и определяет предельное значение дисперсии поперечной энергии. 
Такой эффект обратен эффекту деканалирования и может обеспе
чить захват частиц в канал движения с энергией, большей, чем 
Ej_ . Изучение этих эффектов важно с точки зрения использова
ния кристаллов для формирования и управления пучками высоко
энергетических частиц^з/. 
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