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Bue~euHe 

IlpH BLI'IHCJieHIIII 0~OMepHLIX IIHTerpaJI0B II3BeCTeH MeTo,n; PoM6epra [1,2], 
KOTOpLitt, B onpe.n;eJieHHLIX c.rryqa11x, no3B0JIJieT YMeHLIIIaTL norpeIIIH0CTL BJ,tqH

CJieHJill no HeKoTopoft KBa,n;paTypHoii q>OPMYJie 3a cqeT 06pa3onanH1I JIHHefinoil: 

KOM6Hnan;HII noJiyqenHLtx n nponecce BI,IqHCJieHIItt npn6moKeHHLIX 3naqemrii: 

HHTerpaJia. 

B ,n;annoft pa6oTe npono.ZJ;1ITC1I anaJiornqnue nocTpoeHH1I .n;JIJI KpaTHLIX nn

TerpaJion B c.rryqae, Kor,n;a OHH BJ.rqHcJIJIIOTCJI no npli:6moKeHHLIM q>opMyJiaM, 

K0TOpLie 1IBJIJIIOTCJI np1IMLIM npOII3Be,n;eimeM o~oMepHilX KBa,n;paTypnLIX q>op-

M~ . 

O6o3HaqJIM npo6JieMLI, B03HHKaIOm;He npn BLiqHcJieHHH KpaTHLIX HHTerpaJIOB 

MeTO,Zl;OM noBTOpHoro HHTerpHponaHH1I. 

IlycTL q>yHKD;IIJI f(x1, ... , xp) 3a,n;aHa B p -MepnoM napaJIJieJierrnrre,n;e 

f2 = {a1::; X1::; b1, .. ,,ap::; Xp::; bp}, By,n;eM BLiqncJIJITL llHTerpaJI 

no npH6JIHmennoft q>opMyJie 

. N 1 Np . 

(1) 

S(f) = h1 .... hp I: ... }: D1i .. ,DiJ(a1 + i1h1, ... , ap + jphp), (2) 
Ji=O jp=O 

K0TOpa11 1IBJIJieTCJI np1IMLIM npOH3Be,n;enHeM HeKOTOpLIX 0~0MepHLIX C0CTaBHLIX -

KBa,n;paTypHHLIX q>OpMyJI Sk C nocTOJIHHLIMH IIIaraMn HHTerpnpoBaHH1I hk 

Nk 
Sk(Ik) = hk L D;Jk(x1, ... , Xk-1, ak + ikhk), 

ik=O 

k = 1, ... ,p. 

3,n;ecL Nk - qncJio pa36nennil: oTpe3Ka nnTerpnponanH1I [ak, bk], 

bk+I bp 

Ik(x1, ... ,xk) = j ... j f(x1, .. ,,xp)dxk+1 ... dxp, 
Ok+J ap 

Ip(x1, ... , xp) = f(x1, ... , xp)
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Ilo.n:crnBHD aTo BLipa)l{eHHe npn k = 1, ... ,p B paneacTBO (4), no.rryqnM 

. · I N, I 

R= L Gm1(I1)(ht)2m+r1(hi)+h1 L D1i(L Gm2(/2)(h2)2m+r2(h2))+ 
m=l Ji=O m=l 

N, Np-I I 

•·· + h1 ... hp-l L ... L Dj,•••Dj _,( L Gmp(/p)(hp)2m + rp(hp)). 
i1=0 - i,-1=0 P m=l 

BBe.n;eM 0603aaqeHllJI : 

N1 Nt-1 

Bmk(J,,,) = h1 ... hk-l L •·· L D;i ... Dik-tGm1c(h), 
ii=O it-1=0 

Bm1(/1) = Gm1(I1), k = 1, ... ,p. 

Tor.n:a BLipa)l{eane )1.JIJf. R 6y.n:eT nMeTL BII.ZJ: 

I I . N1 

R = L Bm1(It)(h1)2m + r1(ht) + L Bm2(h){h2)2m + h1 L D;ir2(h2)+ 
m=l m=l ii=O 

I N1 N,-1 

... + L Bmp(lp)(hp)2m + h1 ... hp-l L ... L D;1 ... Di,-,rp(hp) = 
m=l ii=O i,-1=0 · 

P I 
= L L Bmk(J1,)(h1c)2m + R*; 

k=l m=l 
r.n:e 

Jl/1 N 1 N,_, 

R* = r1(ht) + h1 L Diir2(h2) + ... + h1 ... hp-1 L ... L Di,···Dip-trp(hp). 
ii=O ii=O ip-1=0 

Ilpe.n;noJioiKUM TenepL, qTQ naTerpaJI {1} BLiqncJI11eTCJI l + 1 pa3 no p-Mepaoii 

c:popMyJie Tpaneunii: (2) rrpII 3aaqeaIDIX 

N1 = N1 , >..N1 

NP = Np , >..NP 

r.n:e >.. - HeKOTOpaJI K0HCTaHTa. 

>..1N1, 

>..'Nv' 

BBe.ZJ;eM HH,ZleKC i .ZJ;JI/1 o6o3naqeHHJI HOMepa COOTBCTCTBy10m;ero BI,IqHCJICHHJI 

IIHTerpaJia npn 3aaqemmx N{, ... , 1V; . CooTBeTCTBeaao, Bee BeJlliqnaLI, 3aBHCJI

mne OT Ni, TaK)l{e 6y.n:yT HMeTL nn.n;eKc i. Tor.n:a qncJia pa36HeHHJI Ni n marn 
BHTerpnpoBaHHJI hi MO)l{H0 BLipa3HTL qepe3 CTeneHH qlJcJia >.. CJIC.ZJ:YIOID;HM o6-

pa30M: 

i i 0 
Nk = >..N1:' 
hi - ,-ihO 

k - I\ I:' (6) 
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k=l, ... ,p, i=O, ... ,l. 

ilMeeM paBeHCTBa 

I(!) = S;(/) + R;(f} = 
P I . 

= S;{/) + L L Bmki(I1c)(hj,)2m + R; , i = 0, ... , l . 
k=l m=l 

O6pa3yeM JI1IHeii:Hy10 KOM6nnan;II10 3TIIX COOTHOIIleHHii: C HeKOTOpLIMH K03q>q>H

nnenTaMII ci , noTpe6onaB, qTo6LI 

IlonyqIIM 

I 

I:ci=l. 
i=O 

I p I I I 

I(f) = L c;Si(f) + L L (I: c;Bmki(I1c)(ht)2m) + L c;R; . 
i=O k=l m=l i=O i=O 

Bne.n;eM 0603uaqeHllJI : 

Pm1c(h} = max I Gm1c(I1:) I, k = 1, ... ,p, m = 1, ... ,l. 
Zt,-••,Zk-1 

Tor.n;a .ZJ;JI/1 Koac:pc:pnu;IIeHTOB Bmki(li,) 6y.n:eM HMeTL 

Ni NL 
I Bm1:i{J1:) I$ hi ... hL1 L ••• L Dii·•·Di1-1 I Gm1c(I1:) I$ 

ii=O it-1=0 

1:-1 1 1 N{ NL 
$ Pm1c(I1c) IT (bn - an) Ni• .. Ni _L .... L Dji ... Dit-,. 

n=l 1 k-1 J1=0 Jt-1=0 

,Il;JIII p-Mepnoii: c:popMyJILI Tpanei:om BLIIIoJIHJieTCJI paneHCTB0 

(7) 

(8) 

1 1 N/ Nf_, 
Ni ... Ni ,L .... L Dii ... Dik-1 = 1 (9) 

1 k-1 J1=0 Jt~1=0 

IIpH k = 2, ... ,p , i = 0, ... , l . 

Ilo3TOMy I Bmki(li:) I$ P,n1,(I1,) IT~~l(bn - an) .ZJ:JI/1 k = 2, ... ,p, m = 1, ... ,1, 
I Bm1i(l1) I$ Pm1(I1) , i = 0, ... , l. Tor.n:a c yqeTOM (6) cnpaBe.ZJ:JIHDO nepanen-

CTB0 
I I 

I I(f) - L ciSi(f) I:qm1s (1~ 
i=O i=O 

I I 
$ L Pm1(/1)(h~)2m I L CiA-2im I+ 

m=l i=O 
p I k-1 I 

+ L L Pm1c(l1,) IJ (bn - an)(h2)2m I L C;.\-2im I 
k=2 m=l . n=l i=O 
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Ilo-rpe6yeM, qTo6H BLIIIOJIBJIJillCI> ycJ10BIIJI 

I . L C;A -2,m = 0 
i=O 

np:n: m = 1, ... , I . 

9TH YCJIOBIIJI COBMeCTHO C YCJIOBlleM (7) o6pa3yIOT CllCTeMy ll3 l + l JlllHeil:H0 

He3aBHCID,1hIX ypaBHeH:n:il:, ll3 KOTOpoil: onpe.n;eJIJIIOTCJI [ + l Hell3BeCTHhIX K03<p

qm:a::n:eHTOB c;. Ilo.ncTaBllB 3TH K03<pq_:m:a:HeHTl>I B HepaBeHCTBO (10) 'no.rryqm1 

I 
r.ne RPoM6. = .E c;Rt , 

•=O 

I 
I(f) = L c;S;(f) + RPoM6. , (11) 

i=O 

Ni Ni N;_1 
R; = r1(hD + hi L Dj,r2(ht) + ... + hi ... h!-1 L ... L Dj,••·Dj,_ 1rp(h!), 

i1=0 j,=0 i,-1=0 

rk(hD = -,21+2(h(x1, ... , Xk-I, (k)).,21+2(hi) 21+2(bk - ak). • 
C.neJ1aeM o:a;eHKY ocTaTOqHoro qJleHa RPoM6 .. l1MeeM 

bk+I bp 

max I (Ik(x 1, ... , xk)).,21+2 I= max I j ... j f.,21+2(x1, ... , xv)dxk+l···dxp I::; 
XJ,··•,Xk k Xt,···,Xk k 

a.1:+1 a,, 

p 

::; max I J.,21+2{x1, .•. , Xp) I II (bn - an) np:n: k = l, .. .-,p- 1 . 
11 _ • n=k+I 

Ilp:n: k=p Iv(x1, ... ,xv)=f(x1, ... ,xp) :n: 

max I Uv(x1, ... ,xp)).,21+2 l=max I J.,21+2(x1, ... ,xp) I 
X1, •.. ,Xp P {l 1' 

Tor.na J1)1JI BeJillqHHhl rk = max.,1 , ... ,x. I Tk I cnpaBe.ZJ;JlllBO HepaBeHCTBO 

r;(hD ::;I ,21+2 Im~ I f.,i1+2(x1, ... ,xp) I IT (bn - an)(hi)
21

+
2

, 
. n=k 

· k = l, ... ,p. Tor.na c yqeToM (9) no.rryq:n:M 

I Rf I::; r;(hD + (b1 - a1)r;(h;) + ... + (b1 - a1) ... (bp-I - ap-1)r;(h!) = 
p p . 

=I ,21+2 I II (bn - an) :E max I J.,21+2(x1, ... , Xp) I (hD21
+

2 
. 

n=l k=l n • 
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l1MeeM 
I I I 

I RPoM6. l=I L c;Rt I::; L I c;R; I= L I c; II R; I::; 
i=O i=O i=O 

P p I 
::;I 121+2 I II (bn - an) L max I fr21+2(i1, ... ,.rp) IL I c; I (lzt)21

+
2

. 
n=l k=l n • i=O 

C yqeTOM ( 6) ru.1eeM 

I I . I 
I: I Cj I (ht)21+2 = I: I Cj I (,\-ihZ)21+2 = (hZ)21+2 I: I Cj 1,\-2i(l+l) == 
i=O i=O i=O 

I 
= (hZ) 21+ 2/31, r.ne /31 = L I c; I ,\-2i(/+ll. 

i=O 

B HTOre 

p p • 

I RPoM6. !::;I 121+2 I /31 II (b11 - an) L max I f,.~1+2(J:1, ... , ;rp) I (hZ)21+2
. (12) 

n=l · k=l n _ 

I 
B O.ZJ;HOMepHOM rnyqae KBa.upaTypa J(f) ~ ;~o o.;S;(f) Ha31,rnaeTCJI cpopMyJioil: 

PoM6epra. 3.nec1> S;(f) - np:n:6JIH)I{PHHl>Ie 3HaqeHHJI HHTerpaJ1a, BI,1q:n:cJ1eHHHe 

no HeKOTOpoil: KBa.n;paTypHOH q>0p.MyJ1e np:n: pa3JlllqHhIX nrnrax llHTerp:n:poBaHIIJI 

h;. RaK BH.ZJ;HO l'I3 paBeHcTBa (11 ), Bhlpa)I{eHl'Ie .n;JIJI KpaTHhIX HHTerpaJ10B H.MeeT 

TaKOH )I{e Bl'I.ZJ;, npHqeM, eCJlll B O.ZJ;HOMepHO.M CJl}'"'lal' q:n:cJia Tz; o6pa3yIOTCJI no 

3aRoHy h; = ,\ -i ho' TO R03<p<p:n::a:neHTbl O'.; 6y.zzyT C0Bna.n;aTb C COOTBeTCTBYIOlllllMil 

Ro::>cpqm:a:neHTa:Mn c; .n;JIJI 11,rnoro.MepHoro c~'"'laJI, r.ne, Ka:K npe.nnoJ1omeHo. TaKme 

BllnOJIHJIIOTCJI YCJI0BIIJI ht= ,\-i1z2' k = l, ... ,p' i = 0, ... ,l. 
l13 aHaJill3a o:a:emrn ocTaTRa Rr0 M6 ( 12) Bll.ZJ;Ho, qTQ yBeJI:n:qemH' q:n:cJia nocJ1e

.noBaTeJll>Hl>IX Bl>Iq:n:cJieHHH / IlHTerpaJia J(f) M0)I{C'T .narl> 3HaqnTeJll>HOe yMeHb

llleHHC norpellIHOCTll pe3yJll>Tara. O.ZJ;HaKO C poCTOM KpaTH0CTH llHTerpaJia p 
KOJillqecTBo cro nocJ1e.n;oBaTeJ1I>HlilX nuq:n:cJieHHH S0(!), ... , S1(!) cnJll>HO orpa

H:n:qnBaeTcJI, T.K. q:n:cJio 06J1acTeii pa36neHIIJI M o6Jiacni HHTeqmpoBamm n 
pacTeT c yBeJillqeHneM l,KaK J.l,f = const,\1P. Ilponop:a:noHaJll>Ho nm.1y pacTeT 

II 061,eM Bl>IqHCJleiiml:. l13 3TIIX paccy,K.ZJ;eHIIH MOiKHO c.n;eJiaTb BbIBO.ZJ;, qTQ npn 

yBeJillqeHHH / B HeKOT0J)lilX rrpe.neJ1ax, 3aBHCJillIHX OT KpaTHOCTII IIHTerpaJ1a, 

6l>IcTpo.neiicTBIIJI 8BM II caMoii no.ZJ;bIHTerpaJil>HOH cJ.>YHKIUIH, MO)I{H0 o,KH_n;an 

no.rryqeHIIe pe3yJll>TaTa C 60J1ee BbIC0KOH TOqHOCTl>IO. 

2.AnropHTM Bl>l"JHcJieBHH 

Ha ocHoBe no.rryqeHHl>IX <popMyJI 6Lma HanIIcaHa nporpa.MMa, KoTopaJI no3110-

J1JieT Bli(qHCJIJITl> IIHTerpaJlhl KpaTHOCTil J) = 1, ... , 6. IlocKOJII,KY, KaK yKa3HBa-
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JI0Ch panee, K03<p<pHUIIeHThl <pop:.IyJlhl Pm.16epra ( 11) B o.zmoMepH0M lI l\IH0ro

l\lepHm.l ceyqaJIX C0B1Ia.n;a10t, B rrporpaMMe IICIIQJII,J0BaH IIJBeCTHhlH aJiropun1 

Bl,llJIICJieHIIJl o.zmo11epH1,IX IIHTerpaJioB :.1ern.n;oJ11 Pm.16epra [l] rrpu >. = 2. 
B MHOroMepHOM cJiyqae 3TOT aJiropIITM COCTOIIT B CJie.n;y10meM. no p-Mepno:ii 

<popMyJie Tparreuu:ii ( 2) BI,IqnCJl1llOTC1l HeCKOJII,KO rrepBI,IX JHatieHIIH IIHTerpaJia 

sP>(f) (qIIcJio B c1w6Kax BHpaameT cTerreHh ToqnocTn KBa.n;paTypnoii <popl\!YJIH) 

rrpn marax IIHTerpnpoBaHIIJl ht= 2-i1z2 , k = 1, ... ,p, i = 0, ... , l. B .n;annoii: 

rrporpauue 11aKcn1rnJII,noe JHatieHIIe lma; = 6. HaqaJihHhie marII IIHTerpIIpoBa

HIIJI h2 MoryT 3a.n;aBaThC1l HeJaBIICHM0 II0 Ram.n;oii: rrepeMeHHoii:, HCX0.D:JI HJ Bn.n;a 

IIO.ZJ:l,IHTerpaJII,HOH <pyHRUIIll II Tpe6yeMoii ToqHOCTII BI,IqIICJICHHH. ITpII Ram.LlOM i 
II0CJIC BI,IqHCJICHIIJI S)1) (j) II0CJie .Zl:0BaTe JII,H0 0IIpe.n;eJ11IIOTCJI s;2) (/), ... , S! i+ I) (j) 
II0 peKyppeHTHOH <popMyJie 

sJi> = sli- 1
> + (sli- 1

> - sti1Jl/(22u-o - 1). 

ITocJie.n;oBaTeJII,HocTh 3THX BhlqIIcJieHnii: narJ11I.ZJ:H0 rrpe.n;craBJl1leTCJI cxeMoii: 

S&l) sP> (I) S2 ... sf1> 
'\. ! '\. ! 

sF> sf> 
'\. ! s(3) 

2 

Sf l+l) 

(") 
BHqncJieHIIe S/ rrpo.n;om1meTc1I .n;o Tex nop, rroRa npn HeRoTopoM j He BhI-

II0JIHHTCJI ycJI0BIIe 

rnju I s?> - s?-l) IS Ea6c 
I 

(13) 

JIII6o ycJioBne 
. I s)i> '- sij-!) I 

nun ( .) < EoTH , 
i IS/ I -

(14) 

r.n;e o.zmy II3 norpelllHOCTe:ii Ea6c, EoTH 3a.n;aeT II0JII,J0BaTeJII,. PeJJJII,TaTOM cqn

TaeTCJI 3HaqeHHe sji) , y.zl0BJICTB0p1IIOIUee yKaJaHH0MY JCJI0DHIO. McKJIIQqenne 

COCTaDJl1llOT .zum nepDhlX 'lJICHa S&1
) II sP>. ,ll;JIJI HllX ycJI0BllJI (13) n (14) COOT-

I (I) (!) I I (!) (I) I / I (l) I BCTCTBCHHO npIIHHMalOT BHJJ. So -Si S Ea6c n So -Si S1 5 Eorn. 

TaKIIM o6pa30M, B .n;anno:ii nporpam1e BhI6pana BepTHKaJII,HaJI cxe1rn cpa

BHeHIIJI, B OTJIIIqIIe OT ropII30HTaJII,HOH, B ROTopoii: cpaBHeHIIe rrp0H3B0.ZJ:llTCJI 

8 

) 
\j .. '11 .. 
i. 

'1: I 

•11 • I 

··1 

~ 

I 

:•.•,( 

J 

IIpII <pIIRCHponaHHOM j JJ,JI1l JJ.BYX II0CJie.ZJ:0BaTeJII,HI,IX anaqennii s?> ll s!!!1. Bep

THRaJII,HM cxel\fa B HeR0TOphtX ceyqrurx II03B0Jl1leT ll36emaTb B:wIBCJICHIIJl CJie-
(1) (i+2) 

ey10mero cToJI6n;a S;+i, ... , S;+l , qTo JJ,aeT JHaqnTeJII,HylO 3KoHoMIIIO cqemoro 

BpeMeHII. 

YcJionne (13) lIJlll (14) M0)RCT 6HTI, .ZJ:OCTllrHJTO paHbllle, qeM 6y.z:ceT rronyqeno 
("+1) 

nmrnyqmee rrpn6Jlll)l{eHHe IIHTerpaJia S;' , COOTBCTCTBJIOIUee .ZJ:aHH0MY H0Mepy 

i. ITo3TOMY D rrporpam1e rrpeeycM0Tpena B03M0)RHOCTI, BI,IqfiCJICHllJI anaqeHllJI 

s[i+ll' K0T0poe MomeT cqnTa,ThCJI HalIJIY'llllHM JJ.OCTllfHJTHM anaqeHHeM lIHTC

rpaJia. 

B o.zmoMepnoll! ceyqae Kam.n:Hii qJieH p1l,ll;a sf!> , RpoMe naqam.aoro Sb1
) , 

Bl,lqllCJl1ICTCJI C yqeTOM rrpe.ZJ:I,Ieyru;ero IIO <popMJJie 

sf!>= S}:Ji/2 + ]_ 11 

(a +'2j -
1
(b- a)), 

. N; i=I N; 

r.n;e a, b -upe.n;eml HHTerpnpoBaHIIJl. TaKHM o6paaoM, IIO.ZJ:I,IHTCrpaJII,HM <l>YH

RUHJI f ( X) BhltillCJl1ICTC1l Ra)I{.ZJ:I,IB pa3 TOJII,K0 B HOBhtX TOtJ:Kax x, tJTO n.n:noe JMCllh:

ruaeT 061,eM nhtqncJieHnii. B MHoroMepnoM ceyqae .n:0J11I cTaphtX ToqeK n o6ru;eM 

ROJIHqecTne ToqeK, B KOTOpbtX He06XO.InIMO BI,IqnCJllITI, <pJHRU1IIO /(x1, ... , Xp) ' 

qTo6hl onpeJJ,eJIIITI, JHaqeHHe sf1) , fiHCTpo JMCHhlllaeTCJI C p0CTOM KpaTHO~ll 

nmerpaJia. ITo3TOMY aarroMHHanne n ncnom.aonaHne y)Re n:wmcJieHHhtX 3Ha

qennii rro.D:HHTerpaJII,HOii <pyHRUHn 3<p<peKTHBHO JllllIIh rrpn ae6oJII,lIIllX 1<paxao

crnx p. B .n;aHHoii rrporpai.rne 3TO rrpeeycMorpeno .n;J11I RpaTHocreii p = 1, 2 , 'ITO 

qacTnqno llCIIOJII,3YeTC1l II npn Bht'lllCJieHllll nHTerpaJIOB 6oJII,rue:li KpaTH0CTll. 

RoJIIIqecTBO l BHtJ:lICJICHHhlX qJieH0B p1l,ll;a s}1> orrpe,n;eJl1leTC~ ycJIOBHCM (13) 
HJIII (14) H JanncnT OT naqaJII,HhtX tilICeJI pa36IIeHnii N2 no nepeMeHHLIM x 1, ... , Xp

Ma onenm ocTaTRa MeTo.n;a PoM6epra (12) nu.nno, 'ITO rrpn rrepexo.n;e R Ram.LlOMY 

cJieeyroru;eMy qJI~Hy p1l,ll;a s[1> TOtJHOCTh peayJII,TaTa noapacTaeT cRa'!Koo6paaHo. 

BcJie.n;cTmie noro H3Mene1me neJIIIqHH N2 neo.nnoaHatJ:Ho CRa3HBaeTCJI na rrpo

n;ecce naqHcJieHH:tt, YneJill'leHHe anaqeHn:ii N2 MO)ReT rrpnnecrn R rroeyqeHHIO . 

y,ZJ;0BJICTB0pHTeJII,H0f0 peJJJII,TaTa IIpll MCHhlIICM R0JIIIqCCTBe tJJICH0B pJI.n;a S}l) 
H, COOTBeTCTBCHHO, I{ 3ROHOMllll C'ICTHOf0 BpCMCHll, O.zui:aRO, CCJIII rpe6yeMM 

TOtJHOCTh oKameTCJI ne.n;ocrnreyTott, yneJillqeHne anaqeHn:ii N2 rrpnne.n;eT K aaa

'lnTeJihHOMY poczy cqeTHoro npeMeHH. C .n;pyroii cropom.I, y:i.remruenne aaa

qeHn:ii N2 MO)l{eT rrpnneCTll R BHtilICJieHHIO 6oJII,mero K0Jill'leCTBa ~JICHOB p1l,ll;a 

sp> n, COOTBCTCTBCHHO, I( 6oJII,inett TOtJH0CTll pe3yJihTaTa rrpn ne6om.moM C'leT

H0M npeMeHH. O.nnaRo, ecJill qnCJia N2 6y,nyT cJIIIlIIR0M MaJlhl, MomeT 0RaJaTbcJ1, 

'ITO rrepBHe 'IJiem.t p1l,ll;a sP) 6y,nyT .ZJ;aBaTb CJilllIIROM rpy6oe Ilpll6JIIDKeHRe lIH

TerpaJta, oco6eHHo ecJIII IIO.ZJ:l,IHTerpaJII,HM <pYHRUllll HMeeT 60JII,11IHe rrpoll3no-
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:1 

'I 

,lJ,lllle, ll aTO npIIBe,ll;eT I{ Heonpan,n;aHHOMY yneJIH'IeHIIIO C'IeTHOro BpeMeHH. 

,ll;JIJI o6Jier-qemrn npon;ecca no.n;6opa BeJI11qmr N2 , a TamI<e ,ll;JIJI noJiyqeHim 

nH<popMaD;HH o xo.n;e BLI'llICJlemm HHTerpaJ1a B i:rporpa:MMe 61,ma n~eizycMoTpeHa 

B03MO»oiOCTh BLIBO,ll;a npoMemyrolIHLIX 3Hatiemm llHTerpaJia S~3 no Mepe BX 

BJ:l'lHCJleHHJI. 

3.IIpuMepH 

HH)I{e IIpIIBO,ll;IITCJI HeCKOJll,I{O npm,IepoB ncnom,3oBaHIUI .n;aHHOH nporpaMMLI. 

.n:JIJI cpaBHetmJI ,n;aIOTCJ! pe3ym,TaTLI, nocytieHHLie C ncnom,3onaHHeM CTaH,n;ap

THOii nporpa:MMliC MIKOR, BH'IHCJIJIIOIIJ;eii KpaTHLie HHTerpaJILI MeTo.n;oM Ropo-

6ona, a TaKme pe3ym.TaTiiI, noJryqeHHHe npn nOMOIIJ;H nporpaMMH, B I{OTOpOH 

KpaTHHii HHTerpaJI C'IHTaJICJ! KaK IIOBTOpm.rn: nyTeM nocJie,D;oBaTem,Horo npn

MeHemm CTaH,n;apTHoii nporpamm SIMPS, BuqncJIJirom;eii omrnMepHHe HHTe

rpaJILI no <popMyJ1e CHMIIcoHa c aBTOMarnqecRHM m.16opoM mara lIHTerpnpoBa

HHJI. Ilo,10,IHTerpam,Hue <pyHRD;lilI HOpMnpoBaHH TaK, qTo6H TOqHoe 3HaqeHHe 

HHTerpaJla paBHJ!JIOC:h e,ll;lIHlIUe. ,[(JIJI Ka)I{,ll;oro MeTO,n;a IIplIBO,ll;IITCJ! <paKTlI"tJeCKoe 

3HatieHne norpemHocrn ER, panHoe MOJzyJIIO pa3HocTH Me)I{Jzy ToqHHM n npn6JllI

meHHHM 3Ha"tJeHHJIMH HHTerpaJ1a, H cpe,D;Hee cqeTHoe BpeMJI 3BM r B ceKYH.nax. 

,[(JIJI MeTo.n;a PoM6epra B KaqecTBe pe3yJILTaTa 6paJioc1, Hancyqmee ,n;ocni:reyToe 

3HaqeHne HHTerpaJ1a npn Haqam,imx mara:x pa36neHnii N2 = l , k = i, ... ,p. 
Bee BHqncJleHim npon3BO.n;HJIHCL Ha 3BM VAX-8350. 

B Ta6J1HUaX 1 lI 2 noKa3aHH pe3ym,TaTH BH"tJllCJleHHJI lIHTerpaJla 

1 1 6 p 

j ... j - I: x~dx1 ... dxp 
0 0 p n=l 

npn KpaTHOCTJ!X p = 2, ... , 6 ll 3a,n;aHHoii norpemHOCTll EoTH = 0.01 ll EOTH = 
10-7 COOTBeTC•TBeHHO. 

Ta6J1HUa 1 
p MeTo,n; PoM6epra SIMPS MIKOR 

ER r ER r ER r 
2 < 10-1:.i 1.0 . 0.5x10-3 0.8 0.7x10-2 0.8 
3 < 10-12 1.0 0.3x10-3 0.9 0.4x10-3 0.8 
4 < 10-12 1.1 0.3x10-3 8.6 0.6x10-2 0.8 
5 < 10-12 1.4 0.7x10-2 1.4 
6 < 10-12 2.6 o.1x10-2 1.7 
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• 
Ta6miua 2 
p MeTo,n; Pm.16epra SE\IPS :1-.UKOR 

ER r ER r ER T 

2 < 10-1:.i 1.0 o.1x10-0 IA o.1x10-• 0.8 
3 < 10-12 ·1.0 o.2x10-6 107. o.2x10-7 1.3 
4 < 10-12 IA 0.5x10-7 7.3 
5 < 10-12 5.5 o.2x10-5 39.5 
6 < 10-12 47. • 0.6x10-6 234. 

RaK BH,ll;Ho H3 Ta6JIHU 1.2, MeTo,n; PoM?epra naeT BLICOKYIO ToqHOCTL BLiqncJ1e

HlIH. '.:ho rrmm3HBaeT ·,Hl>qieKTHBHOCTL naHHOro M<'T01ta npn HHTerpnponaHnlI 

CTerreHHHX cpyHKUHH. 

B Ta6JIHUaX 3 lI 4 rrpel{CTaBJICHH P<'3YJILTaTH BI,IqHcJleHHJI lIHTerpaJla 

1 1 p 

j ... j exp(L 1·11 )/(e - l)l'd.r1 ... dJ.·1, 
0. 0 n=l 

IIpH Ema = 0.01 n Eom = 10-7 COOTBeTCTBeHHO. 

Ta6J1Hua 3 
p MeTo.n; Pm.16epra SIMPS l\IIKOR 

ER r ER r ER r 
2 0.3x10-5 1.0 0.4x10-5 0.7 o.2x10-2 0.8 
3 0.4x10-6 1.0 0.7x10-5 0.8 0.5x10-2 0.8 
4 o.2x10-4 1.1 0.7x10-5 1.4 0.3x10-2 0.8 
5 0.6x10-4 1-';l o.2x10-2 1.0 
6 0.lx10-3 2.9 0.8x10-2 1.0 

Ta6JIHua 4 
p MeTo,n; Pm.16epra SIMPS MIKOR 

ER r ER r ER T 

2 0.lxl0-8 0.9 0.7x10-• 0.9 o.1x10-• 0.8 
3 o.2x10-s 1.1 o.1x10-(i 9.7 o.2x10-~ 2.2 
4 0.3x10-12 11.3 0.3x10-7 11.1 
5 o.2x10- 11 173. 0.3x10-7 63. 
6 0.4x10- 11 2806. o.2x10-7 205. 

IlocyqeHHHe pe3yJILTaTI.I IlOKa3HBaIOT, qTo npn llHTC'rpHpoBaHnn :IIeTOl{OM 

PoM6epra <paKTnqecKaJI ,ll;OCTHrHyTaJI TOqHOCT:h pe3yJILTaTOB 3HaqlITC'JILHO BLime 

Tpe6ye1.10ii. IloIILITKa yneJIH'ilITL HaqaJll,HhlC' qn:cJla pa36lICHHH S2 IlplIBOl{lIT K 

yneJIHqeHHlO C'ICTHOro npeMeHn. 
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3Haqmem,Hoe n pJI.n:e ceyqaeB npeBHIIIeHHe Tpe6yeMOH TOqHOCTII MOiKHO cqn

TaTI, He.n:ocTaTKOM MeTo,n:a Pm.16epra, IlOCKOJII,KY npn: 3TOM Hepann:oHaJII,HO HC

IlOJII,3JIOTCJI pecypcH 3BM, qTQ oTpnnaTem,Ho cRa3HBaeTCJI Ha cqeTHOM npe

MeHH. 

JtfanecTHO [l], qTo npillleHeHHe npII6JilI}l{eHHHX <pOpMyJI BHCOROro nopJI,n:Ka 

TOqffOCTII He Bcer.n:a .n:aeT npem.rymecTBO B cpaBHeHIIII C IICIIOJII,30BaHIIeM <pop

MYJI Mem.mero nopJI.n:Ka ToqHoCTII. Tio3TOMY Herrocpe.n:cTBeHHoe rrpIIMeHeHIIe 

MeTo,n:a PoM6epra B TaKHx ceyqaJix MOJI<eT 6HTb neneJiecoo6pa3HO. TeM H.e Me

Hee no.n:xo.n:Jimn:ii: BH6op Haqam,HHx qIIceJI .pa36HeHIIii: N2 no3BoJIJieT noeyqIIn 

pe3ym,TaT C xopomeii: ToqHOCTbIO. 

B Ta6mine 5 llOKa3aHH pe3JJII,TaTI.r BI,IqIIcJieHHJI IIHTerpaJia 

00 00 p 

j ... j II exp(xn)-2cosxndx1 ... dxp 
0 0 n=l 

npII 3a,n:aHHoii norpemHOCTII €a6c = 10-4 • CpaBHeHIIe pe3ym,TaTOB 3,n:ecb rrpo

II3BO.n:IITCJI c II3BecTHHM TQqHIJM oTBeToM, panHHM (,.fir/ ( 2e4) )P. BecKoHe'!HI.Ie. 

BepxHHe npe,n:eJIH IIHTerpIIponaHHJI 3aMeHeHH 3HaqenHJIMII, paBHHMII 3.5. B 

BI,IqIIcJieHHJix no nporpaMMe, IIcnom,3y10meii: MeTO,n: PoM6epra, B KaqecTBe pe-

3ym,ra:ra 6paJIOCb 3Ha'!eHIIe, y;n:onJieTBopJIIOmee ycJIOBIIIO (13) . TipII 3TOM qncJia 

Nf = 4 , k = 1, ... ,p BH6pam.r TaKIIM o6pa3oM, '!To6u ycJIOBIIe {13) BbIIlOJIHJI

JIOCb .Zl:JIJl nepBHX JI{e npII6JilIJI{eHHHX 3HaqeHIIll s~l) lI sPl ' 'ITO COOTBe'.fCTByeT 

IIHTerpIIponaHIIIO no p-MepHoii <popMyJie TparrenIIii (2). 

Ta6Jilllla 5 
p MeTo,n: PoM6epra SIMPS MIKOR 

ER T ER T ER T 

2 o.1x10-5 0.9 0.5x10-a 0.9 o.2x10-a 0.9 
3 o.2x10-5 1.1 0.8x10-6 2.1 o.2x10-5 1.2 
4 o.1x10-5 1.8 0.3x10-5 26. 0.3x10-4 3.5 
5 0.lxl0-5 9.6 0.3x10-4 27. 
6 0.lx10-5 88. 0.7x10-3 47. 

CJie.n:yromIIii npHMep IIMeeT <pII3IIqecKoe co.n;epJI{aHIIe II xapaKTepeH Te:M, qTo 

B pacqeTax 3a,n:eiiCTBYIOTCJI "rpaHII'IHHe" RpaTHOCTII p = 2, 6, qTo II03BOJIJieT 

BHJIBHTb npe,n:em,HI,Ie B03MOJI{HOCTII MeTO,n:a Pm.r6epra. 

BHqIIcJIJIJiacb 3HeprHJI B3aIIMo,n:efiCTBHJI ,n:nyx JI,nep, onpe,n:eJIJieMaJI KaK cyMMa 

JI,n:epHoro, KYJIOHOBCRoro II neHTpo6eJI{Horo llOTeHQIIaJIOD [3]: 

U(r) = UJlp_(r) + UKyir) + U 11eHT(r). 

3.n:ecb r - paccToJIHIIe Mem.n:y nenTpaMII .n:nyx He,n:e<popMnponaHHHX JI,n:ep. 
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BH'IIICJieHIIe IlOTeHUIIaJII,HOii' ::meprIIII ,n:BOHHHX JI,n:epHHX CllCTeM JIBJIJleTCJI 

aKTyam,noii 3a,n:a'leii rrpII paccMoTpeHnn rey6oKoneynpyrnx CTOJIKHoneHHii TJI

meJIHx IIOHOB. 

B .n:aHHOM npm.1epe Haxo,n:nJiaCb 3HeprIDI B3am.rn.n;ei1cTBIDI JI,n:ep aprona 40 Ag 
H 30JIOTa 197 Au. Tipe,n:rroJiaraJIOCb, qTo IlOJIHbm: yrJIOBO:fi MOMeHT 3TOH CHCTeMH 

paneH HyJIIO. TipII 3TOM paneH HJJIIO II neHTpo6e)l{HHii noTennnaJI Uneuir) [3). 
,l(JIJI onpe.n;eJieHHJI JI,n:epHoii: qacrn noTeHnnaJia Heo6xo.n;HMO 6HJIO BI,IqHCJilITb 

,n:noii:Hoii IIHTerpaJI, 3aBIICJIIUIIii: OT napaMeTpa r : 

R1+R2 ,r 

j j F1(p)F2(p, 0)[q1(F1(p) + F2(p, 0)) + q2]dpd0, 
0 0 

1 1 
r.ne Fi(p) = R ,F2(p,0) = ( ) , 

1 + exp( T) l + exp y'p2
+r2 -2Jrcos0-R2 

q1, q2, d - HeKoT_opHe napaMeTpH, R1, R2 - pa,n:nycu JI,n:ep. 

B Ta6JIIIne 6 IlOKa3aHbI pe3yJibTaTbI paC'leTOB JI,n:epHOll qacrll nOTeHilllaJia. 

3a.n:anaeMaJI norpemnocTb EOTa = 10-3 , Haqam,HHe pa36IIeHIDI Nf = 8 no 

o6eIIM nepeMeHHHM p II 0 . B KaqecTBe pe3ym,TaTa 6paJIOCb Haneyqmee .n:ocTn

rHyTOe 3Ha'!eHIIe. ,l(JIJI cpaBHeHIIJI npHBO,n:JITCJI pe3yJibTaTbI, noJIY'leHHble nyTeM . 

nocJie.n:onaTem,Horo npHMeHeHIIJI cTaH.n;apTHoii: nporpaMMLI SIMPS. 

Ta6mina 6 
r,<pM UJ!p_{r),M3B UJ!ir),M3B [SIMPS] 
10.37 -39.90 . -39.94 
10.77 · -33,95 -33.97 
11.17 -25.73 -25.74 
11.57 -i'7.94 -17.94 
11.97 -11.76 -11.75 
12.37 -7.34 -7.33 
12.77 · -4.41 -4.41 
13.17 -2.57 -2.57 
13.57 -1.47 -1.47 
13.97 -0.82 -0.82 

RaK BH,!J;HO II3 TafiJillllH 6, B o6onx CJIY'laJIX pe3ym,TaTLI B npe.n:eJiax norpe

mHOCTII conna.n:aroT. CqeTHoe npeMJI npII BI,fqHCJieHHJIX no MeTo,zcy P<>M6epra 

cocraBIIJIO 0.13 c Ha To'!Ry, npII npHMenemm nporpaMMLI SIMPS - 0.35 c Ha 

TO'IKJ. 
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,llJIJl onpe.n:e.rreHlIJI KYJIOHOBCKOH qacrn noTeuunaJia BLiqncJIJIJICJt 6 - KpaTinm 

nHTerpaJI 

J 1 ........ 

I 
........ 

1
dr1dr2, 

r1 - r2 
KOTOpLm B cq>epnqeCRilX KOOp,Il;IlHaTaX IlMeeT CJie.n:yromnft Bll,II; : 

Rt 1r 2,r R2 'If 2,r ,.2. 2 · 0 · 0 d d0 d d d0 d J J J J J J ;ip2:m 1:m 2 Pl 1 'Pl P2 2 'P2 , 
o o o o o o ✓r +Pl+ P2 .- 2Q{p1, P2, 01, 02, 'Pl, <p2, r) 

Q( ... ) = P1P2(sin01sin02cos(<p1 - <p2) + cos01cos02 - r(p1cos01 - p2cos02)). 

3uaqeH1IJI napaMeTpa r BH6pruIR TaKilM o6pa30M, qT06LI BHnOJIHJtJIOCI, ycJIO

Bile r > R1 + R2 . BcJie.n:cTBile noro 3HaMeHaTeJII, B BHpameunn .n:JIJI KyJiouo

BCKoro noTeHUllaJia He o6pamaeTCJt B HyJII, Hll npII KaRHx 3HaqeHilJix nepeMeH

HHX IlHTerpnpoBaHilJt. 
Pe3yJII,TaTLI BI,IqncJieHllii 3Toro nnTerpaJia npn 3a,naHHoii norpemnocrn EOTu = 

0.01 nORa3aHLI B Ta6mme 7. B .n:aHHOM ceyqae IICnOJII,30BaJiaCI, B03MO)l{HOCTL 

pa3,n:eJII,aoro 3a,IJ;aHilJt aaqaJII,HHX qnceJI pa36I1eHilJt no Ka)l{,Il;oii nepeMeHHoii. 

Ilo nepeMeHHHM <p1 n <p2 N° = 1, no ocTaJII,HHM nepeMeHHHM N° = 2 . B 
xaqecrne pe3yJII,TaTa 6paJioc1, uaneyqmee .n:ocTnreyToe 3aaqeHI1e. ,l(JIJI cpa

BHeHilJI npllBO,Il;JITCH pe3yJII,TaTH, no~eHHLie C ncnoJII,30BaimeM CTan.n:apTHOii 

nporpal\nm MIKOR npn: 3a,n:aaaoii norpemnocTH EOTu = 10-3
• 

Ta6mm;a 7 

r,q>M UI<yn{r), M3B UI<yn{r),M3B [MII<OR] 
10.37 197.2 197.3 

10.77 189.9 190.0 

11.17 183.2 183.2 

11.57 176.9 176.9 

11.97 171.0 171.0 

12.37 -165.5 165.4 

12.77 160.4 160.3 

13.17 155.5 155.4 

13.57 150.9 150.8 

13.97 146.6 146.6 

CqeTHoe npeWI npII BHqilcJieHilHX no MeTo.n:y PoM6epra cocTaBilJIO 12.8 c na 

TOqxy, npn ncnoJII,30BaHnn nporpam1H MIKOR - 4.5 c Ha ToqKy. 

I-fa Ta6mmu 7 Bn.n:HO, qTQ B o6onx CJiyqaHX pe3yJII,TaTI,l cpaBHHMLI. Ilpn 3TOM 

pe3yJII,TaTI.t, noJiyqeHHLie MeTO.ZJ:OM PoM6epra, npaKTnqeCRH y,IlOBJieTBopJilOT Toq

HOCTH, ua nopH.n:oK nLime Tpe6yeMoii. .l(aJII,ueiimee yBeJIIlqeHne 3a,n:anaeMoii 

TOqHOCTil npHBO,Il;IlT K 3HaqnTeJII,HOMY pocTy cqeTHoro BpeMeHll. 
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Pe3yJII,TaTLI BHqncJieHHH 3Toro HHTerpaJia noRa3HnaroT, qTo npII Kparnocm 

p = 6 MeTo.n: PoM6epra l\IO)l{eT .IICllOJII,30DaTLCH TOr.n:a, Kor.n:a He Tpe6yeTCJI 6oJII,

ruaJI ToqaocTL BHqI1cJieHI1ii IIJIIl nuqn:cJieHHe 6oJII,ruoro KOJIIlqecTna o.n:uorIIDHHX 

HHTerpaJIOB. B npornBHOM ceyqae npelOioqrnreJII,Hee HCllOJII,30BaTL MeTO,IJ;l,I 

.n:JIJI nuqncJieHHH IlHTerpaJion BHCOKoil: xparaocrn. 

CJie.n:yeT am.1ernr1,, qro nporpaMl\rn l\HKOR, JIBJIHJICL 3q>q>CKTHBHHM cpe.n:

CTBOM nuqncJieHI111 KpaTHHX HHTerpaJIOB, B p11.n:e c.rryqaen rpe6yeT aa.n:aHilJt ae

Koropux cne:a;mpnqecRHx napaMeTpon 11i:ero.n:a nuqI1cJieHilJt, no~op KoropHX 

MO)KCT npe.n:craBJIJITI, co6oii cal\IOCTOIITCJII,HYIO npo6JICl\Iy. Ilo3TOMY npII ae60JII,

moii KpaTHOCTII nnrerpaJIOB qacro :a;eJiecoo6pa3aee ncnoJII,JoBaTL 6oJiee npocTHe 

MCTO.n:LI nuqncJieHHil:. 

BHqncJieHHe KparnHx 1rnTerpaJion l\IeTo.n:oM PoM6epra npe.n:noJiaraer aa.n:a

mre TOJII,KO uaqaJILHLIX qnceJI paa6nennfi: no nepeMeHHLIM. Bu6op 3THX qnceJI, 

XOTH H CBHJaH co cnennq>HK?ii MCTo.n:a. yqnTHBaCT TaKiKC cnoiicTBa no,IJ;I,IHTC

rpaJII,HO:ii q>YHIUUIH II HMeeT uarJIJI,IJ;HHH CMI,ICJI .ZJ:JIJI IlOJil,JOBaTeJIJI . 

3aKnioqeHne 

AuaJIIl3 noJiyqeHHHX ,n:aHHI,IX UOJBOJIJieT c.n:eJiaTL BHBO.ll O TOM, qTO npe,IJ;Jio

iKeHHLitt MeTO.ll HaI160Jiee 3q>q>eKTHBCH D ceyqaJix, Kor.n:a KpaTHOCTI, BI,IqncJIJie

MHX nuTerpaJion uaxo.n:nTCII B npoMemyrxe or Tpex .n:o llllTH, T.e. B nepexo.n:uoii 

o6JiaCTII MCiK.n:y JrnTerpaJiaMH HHJKott II BI,ICOKOii KpaTHOCTH. .l(ocTOHHCTBaMil 

.n:aunoro MCTO,IJ;a IIBJIJIJOTCJI ero IIpOCTOTa n BHCORall TOqHOCTI, BI,IqncJICHHH. K 

ue.n:ocTaTKaM MO)l{HO OTHCCTil 3aBHIDeHHe B HCKOTOpHX ceyqa11x TOqfiOCTH DI,lqn

CJieHHii n cBHJauuoe c 3THM Bo3pacTanne cqnuoro npeMeHH. 

MeTOJl PoM6epra 1\IOiKeT paccMaTpnnaTLCII KaK 3q>q>CKTHBHOC cpe.n:cTDO BI,l

qncJieHlIJI HHTerpaJIOB npoMeJRYTOqHoil: KpaTHOCTII n KaK ,Il;OllOJIHCHHC K cyme

CTDYJOmnM MeTo.n:a:M DI,lqHCJICHHH KpaTHLIX HHTerpaJIOB. 

Pa6orn BLIIIOJIHeHa npn qacTnquoii no.n:.n:ep)l{l{e PoccniicKoro q>on.n:a q>ya.n:a

MCHTaJII,HLIX 11ccJie.n:onaunii, rpaHT No 95-01-01467. 
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