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1 Введение 
IJ настоящей работо1 предложен численный алгоритм решения обратной 

задачи квантовой.теории рассеяния (постановка задачи приведена, напри
мер, в книге [I]), Хорошо известны методы Крейна ([2]), Марченко ([3]), 
Гедьфанда и Левитана ([•!]), позволяющие свеет эту задачу к шпеграль-
НМ.М уравнениям. В то же время разработка соответствующего численного 
алгоритма сопряжена с известными трудностями, связанными с некорректно
стью обратной задачи ([5]). Дело в том, что искомый потенциал определя
ется посредством численного дифференцирования сеточной функции, что 
является неустойчивой операцией ([б]). Кроме этого, в процессе решения 
задачи'.вычисляются условно сходящиеся интегралы Фурье, что также при
водит к неустойчивости вычислительного процесса. Поэтому при постро
ении, численного алгоритма решения задачи возникает необходимость в его 
регуляризации. Широко известен метод Л.Н.Тихонова регуляризации не
корректных задач ([7]). Как известно, этот метод особенно эффективен при 
наличии некоторой дополнительной информации о решении задачи. Име
ется много работ, в которых метод Тихонова применен к решению обратных 
задач'(см., например, [8)-[14]). Исследованию обратной задачи посвящены 
также работы (15], [16]. 

Ниже предложен несколько иной подход. Он основан на том, что для 
потенциалов, имеющих абсолютно суммируемую производную, асимптоти
ческое поведение фазового сдвига при больших энергиях позволяет выде
лять из него условно сходящуюся часть, для которой преобразование Фурье 
точно вычисляется. Далее, при решении линейной системы, получающейся 
в результате дискретизации интегрального уравнения, использована асим
птотика по шагу для обратной матрицы, что даст возможность избежать 
процедуры численного дифференцирования. Описанные в работе алгоритмы 
основаны на методах КреЙна и Марченко. Они успешно реализованы на 
компьютере. Результаты их тестирования проиллюстрированы рисунками, 
приведенными в работе. 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных 
исследований (проект 95 — 01 — 01467,,). 
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2 Постановка задачи и исходные формулы 
Рассматривается следующая задача Кош и длл радиального уравнении Шре-
диигера без углового момента: 

( ^ + fc2Wv')= V(r№,r), 0(*.О) = О, ф'(кЛ))=1. (!) 

где к в [О, +оо]. 
• Как известпо (см.[1|), для потенциалов, удовлетворяющих условию 

Гr\V(r)\dr < ж, (2) 

волновал функция имеет асимптотику 

ф{к,г)~£^8\п[кг + 6(к)), г-»ос. (:i) 

Входящая в эту формулу функция 6(к) называется фановым сдвигом. Обрат
ная задача квантовой теории рассеяния состоит в восстановлении потенциала 
V(r) по известному фазовому сдвигу 6(к). Решение этой задачи однозначно 
длл фазовых сдвигов/удовлетворяющих условию 

Й(0) = 6(+оо) = 0. И) 

Ниже это условие предполагается выполненным. 
Как уже говорилось, имеется несколько подходов к решению обратной за

дачи. Мы начнем с подхода Крейна, а затем вкратце остановимся на методе 
Марченко. Метод Крейна состоит в том, что сначала, с помощью цепочки 
преобразований Фурье 

2 /••» 
7 ( 0 = - - / 6[к)ятШк\ (5) 

ж Jo 

\F(k)\ = exp 

1 Г°° 

f 7(0cos(A'0'ft Jo («) 

ЯШ = i /°° [|F(fc)|~2 - 1]сояШ1Ь, (7) 
•к Jo 

находится функция H{t), затем решается однопарамет|)ическое семейство 
интегральных уравнений Фредгольма второго рода: 

Гаг(0 + Ж 0 + :'£ГГ2г{а)П{8 - t)ds = О, 0 < I < 2i\ (8) 
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и наконец, но найденной т -них ураинениИ (функции Г г ( / ) . с помощью фор- ; 

М Wllil 

<lr (S>) 

мн'ааианлинасгси потенциал. Целыо nanoiimeil pafwibi ннлнетш гюстрое 
line регулнрилонашюю алгоритма, реализующего чгу процедуру. 

3 Дискретизация и решение уравнений Фред-
гольма 

Иведем следуюшиг обозначении 

Г, = / , = .s; = / / j . / / (J ) = / / ( / , ) . Y(i.j) = Г г , ( / , ) . 

Лискрспшм аналогом интегралыюго ypaiwemt/i (S) ннлнеген следующая ал
гебра и чесиам система: 

ГСП. j) + / / ( Л + £(П-' ' ' .0)/ /0") + V['2i.-2i)/lC2i - ; ) ) + 

2I ' - I 

+ //51 I'CJ/'./»)//('»-./') = о. ./'< 2/. (10) 

Перепишем ее н более удобном для дальнейшего виде 

Г(/.Л+7/'ХП/'.»')//.(»"-j) = m=l). 

А 
= - / / ( Л + - ( Г ( ' - » ) / / ( Л + г ( / . / ) / / ( / - j ) ) - v < /. 

или н матричной форме 

/ 1 + /|/У(0) Л//(1) . . . /»//(/) \ 

V /*//(;') / / / / ( / ' - I) + Л//(0)7 

/ Г ( / . 0 ) \ 
l'('VI) / ' ( I) 

\/'('") 7 
где 

И АО') = - / /О) + :т /'0')»U») + //(/ - Л •'('.') • 

I l l ) 

(IL>) 

(IS) 
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Решим эту систему с помощью несложной модификации метода окаймлю 
ния (см.[17]). С этой целью вводом следующие обозначении: 

/»(0) = (1 -4- /i/ZtO))-1. /<'(l) = / / ( l ) . .s(l) = .ЛF(!)/>(()). 
р(\)=р№)Ц\-А\)). .r(1.l) = -F(!)/,(()). 

и далее по индукции для т = '2 /' 

F(m) = Н(т) + ЛЕьТ' Ж'» ~ ' М » ' - »•'). 
»(n,) = hF{m)p[,n-l). .,,(,„) = i ^ i l . . . : 

x(m.l) — .r(m — 1./) — .ч(ш).г(ш — I, m — /). 
/ == 1.....Ш — 1. x(m.w) =—/''(ш )/>("'— 1). 

И, наконец, обозначим 

.r(/;») = j ( / . ;n). ш = I /. 

Отсюда (см.[17]) 

(M) 

(16) 

/ П ' \ 0 ) \ 
Г(*.1) 

= р(/) 
/ 1 

Ml) 
О 
1 

/ 1 Л.г(1) . . . hx(i) \ 
О 1 . . . hx(i - 1) 
* * • • 

\о о ... 

\М0 M'-i) •• 
/ о о 

МО о 

о 

1 / 
/О li.r(i) . . . М 1 ) \ 

О 0 . . . //.г(2) 

VM1) М2) 
/ 6 (0 ) \ 

о \ 
о 

о ) 

\о о о / 

(17) 

Uo/ 
Следовательно, 

i(0) + A£ i (m) i (m) l Г(/\0) = /,(/)( 

Г(/.*) = tf')(*(') + '' £ Ш ~ »0*(m)Y (18) 

Обозначив 

Ж») =/»(0 £ //(ш)х(»н), 
т = 1 
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т = 1>и)Т.11(">м>-™)> (19) 
m=0 

получаем систему 

a(i) = p(i)H(0) + hA(i), 
!4i) = p(i)H(i) + hB(i). (21) 

Решив эту систему и обозначив 
Г(г) = Г(/,0)-Г(г,2), (22) 

получаем 
Г(г) = / ? (0-о(а ) -ЛОД, (23) 

где 
1/~/л _ 1 " |(or(0 + j9(Q) 

Из (!)) получаем 

h 
Имеем 

" ' • » - f - " ^ t f ( 0 ) p W - f - " + 4 ( 0 - ^ - l ) , (26) 

№ ) - / ? ( , : - ! ) ^ р ( . ^im-Hji-l) ] g ( , ) P ( , - ) - p ( i - i ) f 

Л h h 
+ B(i) - B(i - 1). (27) 

Из (15) 

*>-*--..>-±^ЩД w 
Теперь, учитывая разностное отношение 

Д . ( < - 1 ) . * ( 0 - * ( ' • - ' ) , (29); 
окончательно получаем 

V(i) = л(р(2г - l)//'(2i - 1) + hF2[%^>(H(2i) - Я(0)) -

-Л(2г) + Л(2г' - 1) + £(2i) - B{2i - 1) - С(2г) + С(2г - 1)). (30) 

с^^-т?^-^:^^- м 

(25) 
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4 Асимптотика фазового сдвига 
Обозначим через 2/}и(Я+), т > I, мпожсстпо функции из Л'([0.-j-oc)). 
производные которых до порядка т также принадлежат / J ( [ ( ) .+cc ) ) , 

Л е м м а . 1 . Если V(r ) е />}(/?+), то фа:юныи xvunir имеет елсдукиную 
асимптотику 

6(к) = v0k~l + 0(к-2) при к -> ос. (31) 
2. Если же К(г) € С1([0, '+оо)) П / , J ( /? + ) . то фяяоимй сдвиг им<чч асимпто
тику 

ОД = vuA;"1 + 0(£ _ Г 5 ) при к - • оо. (32) 

а модуль функции Йоста - асимптотику 

\F(k.)\~2= 1 + И 1 * - 2 + 0(А--3) при * - ю с . (33) 

где 
1 Г00 V(0) *'о = - г / K(r)rfr, !., = L i . (:j|) 
2 Jo , 2 

Доказательство. Как известно, 

s ВД = -HvgF(k). (Зо) 

F(k)=\ + Ге'ктУ(г)ф(К;г),1г, (30) 
, : ' •;•• Jo 

причем функции ф(к,г) удовлетворяет интегральному уравнению 

0(А:,/•) = —•:—+ / ; V(r)<f)(k,r)dr . (.it) 
К' Jo к 

Покажем, что функция ф(к,г) представляется в виде асимптотического ряда 

f>(j,(*,r), (:Ю) 

где 
фи)(к,г) = 0[k.-j~l) при A--»oo. (39) 

Действительно, 

ф{0\к,г)=*-^ = О(к-1) при А-^оо. • (-10) 

Соответственно, 

, < i > ( J f c | P ) = j f s in f c^-rV(/)^0)(A:,r')^. (4 I) 

fi 



О ir юла 

0(| ,(И\г) = к~2 Г r(/'')siiiA'(r - r'jsinAvW = ./о 
H'McosAV 

где 
+ /(A-. » • ) *" ' . 

1Г(г)= Г Г(/-Уг'. 
jo 

2 .'о 
,Чам<*П1.м. что 

I Г 

= ^ ( \ ' ( г ) + \ '(0)) + { Г У'(г')*М-(г - LV>/r ' = 0( I ) . 
I 1 .'о 

Далее, но индукции ":» o<J,(A\r) = 0(А'~-'~1) гледуег 

о'-'+"(А-.г) = Г " ' ' ^ " ^ n r V " ' ' ^ . r W = 0(А---»"2). 

Поэтому 
, , sinAv* cosAV,,. ,ъ . Чч 

р(А-.г) = — - - ^ р - И » + £>(*-') 
равномерно по г. 

И:» (.46) /'*(/•) = I + /• ' ,(*) '+ //-а(А-). где 

/•',(/•) = Re Г <ikrV(r)o(Lr)<lr. 
Jo 

''!•№)=: hn Г rikrV(r)0{k.r)(lr. 

./о 
Отсюда 

/.',(/•) = *- ' r'sin(AT)cos(/T)V(r)»/r- - J - Г'сон-(Ь-)Г(г)11'(/-)г/г+ 
Jo "iA"1 Jo 

- ^ ) = i, ^ r l ( r ) ' / ' , - X ~ ~ i ^ — rfr-
- Г V(r)\V(r)cus2knir + C;(A--:5) = - - { - / " [ ros2AT]T(r ) r f r -

• •U-



- ^ -jfij* 1-'(/')И'(г)сч1я2А'гг/г + 0(к~я). 

Следовательно. 

- ~ j / o " [мп2Ат]Т(г)1Г(г)</г + 0(А;-:|). 

Из условии леммы получаем оценки 

Г 1"(г)<ч>*2Ат</г = ~ Г 1"(г)~к'ш2Ат(/г = 

= —^Т Г \'"{г)яШкг<1г = 0(А--'). (Щ 
2A' JO 

/ ^ [si i i2JM'V(r)H-'(r)f/r = Г s\n2krV'(r)W(r)<lr+ 
Jo Jo 

+ Г sm2h-[V'(r)\2flr = 0(k--:i). (50) 
Jo 

Таким образом, 
^(А-) = ^ - ^ + 0 ( А - - а ) . (51) 

Аналогично 

F2[k)=k'x Гs\n2(kr)V(r)d, IT Г *\n2krV{r)W(r)dr+ 
Jo Ik1 Jo 

+0(A:":i) = - ^ - - L Г [si„2fcr]V(r)rfr+ А* -Ц^ Jo 

+ 37T / Icos2fcr]'V(r)H'(r)rfr + 0(A'-}) = - ^ + — / s\n'2krV'(r)dr-
Oft JO К 4 A. ./(J 

" 8 F ^cos2Av[l/ '(r)lF(r) + V*(r)]dr + 0{к'л). 

Заметив, что 

А- Пs\n2krV'(r)dr = -]- Г [cm2kr]'V'{r)dr = Jo 2 Jo 
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= - Ц р + / V"{r)L0*4krdr = O(l), (52): 
получаем 

F(k) = \ + гък-* - iv0k-\ (53) 
где гг = ^ - ^-. Отсюда 

= arctg {~ + 0(Л-3)) = i»0fc-1 + 0 ( Г 3 ) . (54) 

Соответственно 

|/'(А-)|* = (I + уа*-а)а + ^А-"2 4- 0(fc~3) = 

= 1 + 2v2k~2 + i^-"2 + 0 ( Г 3 ) « l + Ш + 0(fc~3), (55) 

и. следовательно, имеет место (33). 

5 Алгоритм численного решения задачи 
Будем предполагать, что искомый потенциал удовлетворяет условиям, нала
гаемым во второй части леммы. 

Поскольку интеграл (5) - условно сходящийся, для его вычисления не
обходима регуляризация. Предлагаемый алгоритм основан па процедуре 
асимптотической регуляризации и организован следующим образом: 

I. Вычисляется постоянная vo. С этой целью используется асимптотиче
ская формула 

у0 = Щк) 4 0(к-7), fc-too, (56) 
благодаря чему нахождение v0 сводится к определению среднего значения 
величины kS(k) для достаточно больших к. 

II. Проводится асимптотическая регуляризация. Для этого из функции 
S(k) вычитается "условно сходящаяся" часть: 

6,(k) = 6(k)-vOT^Tr (57) 

После этого, в соответствии с формулами (5),(6), к функции Si(k) применя
ются быстрые синус-преобразование, а затем косинус-преобразование Фурье. 
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И, наконец, к полученной функции прибавляется функции ''иЛИ-А*'2). являю
щаяся результатом точно считаемых аналогичных преобразовании функции 
u0jt/(l + /г2). Согласно (б) функция |F(A*)|• равна экспоненте этой суммы, 
что дает возможность вычислить функцию |У;1(А')|~2 — 1. 

III. Вычисляются значения функции #(/)• Это можно сделать с по
мощью быстрого косинус-преобразования, поскольку, согласно лемме, фун
кция \F(k)\~2 — 1 'имеет асимптотику 0{к~2). 

IV. Вычисляются значения функции //'(/)• Функция //'(/) находится с 
помощью следующего синус-преобразованин: 

//'(/) = _А /°°Jt[|F(A')|~2- 1]ви\Шк. (58) 
7Г Jo 

Согласно лемме 
M|F(A-)|-2~1] = j + 0 ( r 2 ) . , (*») 

Поэтому интеграл (58) ташке является условно сходящимся и нуждается в 
регуляризации. Для этого с помощью формулы 

и1 = к*[\Р{к)\-2-1) + 0(к'1), fr-юо, (GO) 

определяется постоянная v\, а затем H'{t) вычисляется с помощью асимпто
тической регуляризации, описанной выше. 

V. Вычисление потенциала К(г). По формулам (14)-(16).(19),(21) и (24) 
рекуррентно находятся величины p{i), F(i), ^(i) , #(')i C(i). .•»(/) и 
no формуле (25) потенциал V{i). Процесс ведется до тех пор,пока выполнено 
условие 

' • • - • • | ^ ( г ) | < 1 , ( 6 1 ) 

обеспечивающее возможность деления на 1 — s2(i) в (15). Заметим, что ма
лости s(i) = hF(i)p(i) можно достигнуть за счет выбора достаточно малого 
шага. 

В заключение этого пункта приведем несколько рисунков, иллюстриру
ющих тестирование программы, основанной на описанном выше алгоритме. 
Тестирование проводилось следующим образом: брался потенциал, с по-
моишо метода фазовых функций (см.{18]) решалась прямая задача, затем 
фазовый сдвиг, полученный при решении- прямой задачи, брался за исхо
дный, решалась обратная задача, и,наконец, полученный потенциал сра
внивался-с исходным. Ниже приведены несколько примеров. На рисунках 
слева (с индексом а) показан исходный потенциал, на рисунках в центре (с 
индексом б) - соответствующий ему фазовый сдвиг, а на рисунках справа (с 
индексом в) - потенциал, полученный при решении обратной задачи. 

10 



Риг. la I'm-. 16 Риг, 1в 

jHr.„M..,<jr...Mr-.arTB, •<мцг..м.,.м „щ ц - ц -чЬ—иг ш 

РИГ. 2а РИС, 2G. РИС. 2В 

РИС. За РИС. :{б 

11 

Рис. ЗВ 



6 Краткое описание алгоритма решения за
дачи методом Марченко 

Как известно (i'M,(3]). при решении задачи методом Марченко спернн он ре-
деля ют функцию 

AuU) = ~F*'{ni>\mit))-\)<,k,dk, (62) 

потом решают интегральное ураннение Марченко 

A(r.t)- /10(г + /) + У *'Л{г.я)Л0{» + >W*. '> ' • • (6:1) 

и затем находят потенциал но формуле 

> и — 2 ^ ; • • ' ' . . . . т 

Во избежание неприятностей, связанных с численным дифференцированием, 
на первом этапе необходимо определить функции Ло{1) и Л'а(1). М силу не
четности функции <5(&) это можно сделать после асимптотической регуляри
зации с помощью быстрых синус- и косинус-преобразований: 

Л0(0 = - / (со*2<5(*) - 1)стШк - - / ят2£(А)я!л/Ш, (05) п Jo ж Jo 

Л'(Л = — / ЦсаМб(к) - 1)яшША-- - / Ь'т26(к)сстШк. (06) 
Я" JO Л- JI) 

Иведем обозначения: г,- = />j, Л(п, г/) = /i(i,j), Ло(гД = /'Ij), 
j = I.;...Л'. Лискретнмм аналогом интегрального уравнения• (63) явля
ется следующая алгебраическая система: 

A(iJ)=!-V + j) + ^ni + J)A(V) + hY, r(k'+j)A(i4k),,-
~ ksi+J 

• ' • •»<;•< ш. Л(ЛГ,ЛГ) = F(2JV-1). (67) 
По правилу Крамера A(i,i) = A(i,i)/A(i). г = 1,..'.;ЛГ — I, где 

A(*) = oVt 

/ 1 - |/«*(2/ - 1) ~hF(2i) ... -l,F(N + i-l)\ 
- |F (2 / ) I - hF(2i + 1) ... -hF[N + i) 

• " * • • 

\->±F{N +•; - 1) -hF(N + i) ... 1 - UF(2JV - 1) / 
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л определитель Д(Л /) .-получается ип определителя Д(|) заменой первого 
столбца мп вектор (^(2/ - 1), F(2i),,.., F(N + г -1 )) t r . Пусть F/ - матрица 
ЦА'СА* + / - I )||*,м,.,„лг и d(i) =s сЫ{Е - hF\), где Е - единичная матрица 
размером(Л'-/+1) x(/V-/'-f 1). После несложных преобразований получаем 

A(/) = i(r/(,') + c/(/+l)), Д(/,») =/»->(</(»+ l ) -d( i ) ) . (68) 

Поэтому 

^•«•^'ШтЦ}' '-'•-."-»• («9) 
Обозначив А(/) = ф")/ф' + 1), / = 1,. , . ,JV- 1, A(JV) = l-hF{2N-i), 
получаем 

*'•'>-»-'£$}• <70> 
Отсюда и из (64) • 

V(i) = -2л-»(Л(*Ч 1,* + 1) - Л(м)) = 

(1+Л(«'-М))(1 + Л(0)а * ' 
С целью нахождения последовательности значений А(г) разложим матрицу 
F-hFi в произведение верхнетреугольной, диагоналыюй и нижнетреуголь
ной матриц. Поскольку матрица F{ - симметрическая, получаем 

/?-W;.fi = (£ + Ml/)A(£ + W ) t r , (72) 

где Л = diag(Al,A,'+l,...,A/v), W = ||u>u||fc,,=i N, wk,\ = О при кг 1. 
Из матричного равенства (73) получаем рекуррентные соотношения: 

А, =* 1 - hF(2i - 1) - h2 £ А.г^, (73) 

f.V ~ -AJ1 (/^(i + J - 1) + A Y,'.MtWijtWjjt\ (74) 
JV 

где «' = //, N - 1,. . . , 1. Из (72), (71) и (75) находим 

m=,1+Mi+*m + X(i)){- *" И ? +1} - F(2i"1)}" (1+-А(|. + 1))(1+А(0) 

-:ЕА;^,+ БА;^)- (75) 
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Теперь из разностного 'отношения 

h-l(F(2i + 1) - F(2i - 1)) = 2F'(2i) = 2Л'(1(2п) (7fi) 

получаем 

К(0 = -8 (Ц-Л( /+ '1 )Г 1 (1 + А(/))-'х 

х (2Л'0{2п) - Л,>,ш^+1 + £ А ; « ; - ,п?+1 Л (77) 

Реализация алгоритма, основанного на формуле (77), lpeftyei "запоми
нания" всех промежуточных значений ш*,;, что сопряжено с большими затра
тами машинной памяти. В остальном он даже эффективнее алгоритма, опи
санного в пунктах 2 и 4, поскольку требует меньше преобразований Фурье. 

7 Выводы 
Процесс восстановления потенциала по фазовому сдвигу условно можно раз
бить на два этапа: 1) нахождение функции //(/) по формулам (5)-(7). 
2) решение уравнения Крейна и вычисление потенциала. На обоих этапах вы
числения неустойчивы но отношению к малым возмущениям исходных дан
ных. На первом этапе это связано с неустойчивостью вычисления nwrrpr «ом 
Фурье и с процедурой их обрезания, иричег ситуация усугубляется тем. что 
эти интегралы - условно сходящиеся ; на втором - с операцией численного 
дифференцирования в (9). 

С целью построения эффективного алгоритма для решения задачи в на
стоящей работе: 

а) выделен класс потенциалов, для которых имеют место асимптотиче
ские формулы (32) и (33) для фазового сдвига и модуля функции Йоста; 

б) предложена процедура асимптотической регуляризации, позволяющая 
выделить из интеграла Фурье "условно сходящуюся" часть, суть которой за
ключается в том, что при вычислении "хвостов11 интегралов подынтеграль
ная функция заменяется на асимптотически эквивалентную ей функцию, дли 
которой известно точное значение соответствующего интеграла Фурье; 

в) на первом этапе вычисляется не только функция H{t), но и се произво
дная Jl'(t), что удается сделать благодаря асимптотической регуляризации; 

г) на втором этапе удается избежать процедуры численного дифферен
цировании благодаря выделению из потенциала'функции // '(/), найденной 
на первом этане; 
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д) аналогичный алгоритм предложен для решения задачи методом Мар
ченко: этот алгоритм даже более эффективен, поскольку для сто реализации 
требупся только одно преобразование Фурье, однако он требует больших 
:затрат машинной памяти, в отличие от алгоритма, описанного в пункте 4. 

Во нремн численных экспериментов, при тестировании программ, осно
ванных на предложенных алгоритмах, дли фазовых сдвигов, соответству
ющих известным потенциалам, получены достаточно хорошие точность и 
устойчивость но отношению к возмущениям исходных данных. 
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