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I . Введение. Идея предварительного разбиения сложной исходной задачи 
на подзадачи, которые легко и с высокой гарантией качества решались 
бы вначале независимо друг от .друга и из полученных решений затем 
восстанавливалось бы решение задачи в целом, имеет в прикладной ма
тематике, механике, математической физике, инженерном деле и т.д. 
уже довольно давнюю историю. При решении алгебраических задач основ
ные идеи и "методы такого подхода, объединённые общим названием - ме
тоды декомпозиции области, довольно полно отражены уже в ряде извест
ных монографий (см., например, / 1 , 2 / и т . д . ) . Хотя осознание /2/пре

имуществ такого подхода проявилось, по-видимому, наиболее полно в 
вычислительной математике в связи с появлением многопроцессорных па
раллельных и векторных ЭВМ, вычислительные методы, развиваемые в 
этой области, имеют несомненный интерес и с точки зрения их эффектив
ного использования при вычислениях на однопроцессорных ЭВМ последова
тельного действия. Хороший обзор, анализ и описание основных извест
ных, распараллеленных с использованием идеи декомпозиции области, 
прямых и итерационных методов решения систем линейных уравнений при
ведён в главах 2 и 3 / 2 / . Обсуждаемые в этой монографии прямые и ите
рационные методы декомпозиционного типа часто ориентированы как на 
определённый класс матриц, так и на матрица с заданными свойствами. 
В частности, матрицы линейных систем могут иметь и блочно-трёхдиаго-
нальный вид. При этом на элементы-блоки таких матриц наклады

ваются определённые условия, которые обусловлены как физической спе
цификой задачи, так и её математической моделью. В частности, в ра
боте / 3 / дан также краткий обзор существующих и построены новые ите
рационные методы декомпозиционного типа для решения систем уравнений 
с блочно-трёхдиагональными матрицами, возникающими при разностной 
аппроксимации краевых задач для уравнений в частных производных. На 
матрицы подобных систем / 3 / накладываются условия блочной симмет
рии, блочно-диаг#нальи#г# преобладания, перестановочности и невырож
денности их элементов-блоков и невырожденности ведущих блочных 
усечённых подматриц. Кроме того, следует отметить, чта как в прямых, 
так и итерационных методах декомпозиционного типа не всегда одно
значно решаются вопросы эффективного выбора подпространств и опера
торов, связывающих подпространственные решения с решением всей сис
темы (см., например, / 3 / ) . 

Настоящая работа базируется на результатах работ /4+7/ и содер
жит результаты наших оригинальных исследований по построению эффек
тивных прямых методов декомпозиционного типа для решения систем 

С-Х =Y линейных уравнений с слочне-трёхдиагоналышми матрицами 
общего вида (Г (1.1) . При этом решаются также вопросы эффективного 
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практического выделения при расчётах на ЭВМ декомпозиционных областей 
и построения единственных операторов перехода между выделенными под
пространствами. Мы не останавливаемся при этом специально на вопро
сах реализации полученных алгоритмов на ЭШ параллельной и векторной 
архитектуры в силу очевидности этого вопроса в нашем подходе. 

Для удобства и полноты восприятия, а также лаконичности доказа
тельства всех результатов настоящей работы мы приводим ниже и основ
ные результаты наших более ранних работ /4-5-7/, без которых, по-види
мому, настоящее исследование было бы просто невозможным. 

Итак, пусть С - невырожденная блочно-трёхдиагональная матрица 
общего вида 

<L = 
( I . I ) 

где 
[\)fH, - диагональные элементы-блоки матрицы С , являющиеся в 

общем случае квадратными матрицами различных размерностей, а 
{£,,2,}™ - под (над) диагональные элементы-блоки матрицы С , яв

ляющиеся прямоугольными матрицами, размерности которых определяются 
размерностями соответствующих квадратных матриц [ ^.^ % } Г • 
Напомним, что (как и в /4-5-7/) под ведущими } д ' } ™ -верхними и 
i ^ j K . i -нижними блочно-угловыми минорами С (1.1) понимаются 

определители ведущих усечённых (т . е . уменьшенной размерности) под
матриц, начинающихся с ^ и Чт соответственно. 
В работах / 4 , 6 , 7 / нами были введены обобщённые матричные (процессы)-
-последовательности вида 

Если сиНА^ФО для всех I А}±тн,то Af = а -Р.-Л"1- Ъ?, ЛА= с^ (<Lt (^фо) , 

Если (UtiA^O 

.. Jxti V> * ° 
Если cLt&pto 

(1.2) 
для любого j из(з*?£лн) ,тоЛ = ?,но А =а .где 

для всех o^im-i.TO y V V ^ ' G"-i=%> 
(/UttyJ #0) • ?» m-ijm-i..... 1 . 

Если ek£(<iy>=0 для любого р из U4£«sm-*) ,то 6,^ ?,но<т =$ ", 
где е1*£(с}д* о . 
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В работе / 4 g ) / при следующих комбинациях нулевых ведущих блочно-уг-
ловых миноров С (1.1") : 

I . {[u*_1=o] либо [Д"= о ] для любого к из (3£«im-i )J -равны нулю 
только по одному минору каадого типа; 

П. { [ А ^ о ] и [ л " = о ] для .любого к из (з±к±т-1)} -равны нулю од
новременно только по одному минору обоих типов,были построены гене
раторы различных типов матрично-факторизованных представлений мат
риц C ( i . i ) и им обратных матриц (& = C"J) вида: 

Представление I . I (для (E(i.X) при условиях 1 ^ , 1 2 ) » Щ 

L 

(Р-ВД-СР-М f t 
нищ кш*»*.. 

К-1 

U ианшсч. кчкшп 

Kll 

-к»г 

PK-*W. 

=1. ,*-* 

"Д-р-ft -гНа") 

4 и V ИЦКШШМ 
=u). 

nt 
1 = 

о, г 
гк»1 кц 

£ Я' г 

Е. 

Е. 

(а г \ 
(1.4) 

IS 

(a -p4) 

KtJ, 

^ K 

Представление 1.2 (для 8> = C~ типа &=§.+&& при условиях I n , IT%, п ) I ) ' х1)-

V x 

F a 
К-ЛТ1 

•лГк-г 

= & 

И-1 

ни 

4 
'едки 

Рк**\чЛч 

-М 

:=4 

[°1 1 
®x 
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1K-4K-1 
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C-ft -s) 
*K-iK-l 

(-ft -Я 
4 К-«-1*-1 

[EK-i 1 

(-ft • I 
K»lK«i 

0 
LKH 

C-ft -21 киники 
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0- l 
0 
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н-я. 
(Я-Р-ь -г-цгТ 

гК-1К-1К-1КЧК-1 К 

(РХЯ-г-а, -fij 

- i 

«1 
Е K»l 

О. 

K-J. 

tP-ft")..C-PB^f к 
K.IK-H ч н-1 К-1К-1С « « 1 WWM 1 

I 
К-1 (1.5) 

4 каким4 к* м т 

"км. 
Ои 

ет„ ft, 
Здесь в (1.4) CC^J -соответствующие усечённые (т.е. уменьшенной 
размерности) блочно-трёхдиагональные подматрицы общего вида (I.I), 
для которых имеют место /4g\,4?\/ следующие матрично-факторизованные 
представления: 

Р р 
Представление I.I (для £«, ) Представление 1.2 (для <̂ и ) 

«ft 

45:54-^ 
[аг̂ г.с. 1 (гл 

У' a.-l 

4JM«ijM*i 

C-C.-)E£ 

Представление 1.3* (для <С„ ) Представление 1.4 (для ̂ « ) 

tCft> 

(1.6) 

[а'Ц* з 

"7-1 -̂iJ-tSj-xj-l 

(ЕС-сЧ 

EC-O 

EC-O 

L \ 

Еф ] 
E(-?) 

Еф 

E(4) 

Й&1 

(1.7) 

.где 
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'ft = ~(P. Л7*) • C. =-(A"-S. ) , Q>. =-(t-Q'M •£ =-(б1-Я^ (ni-t\^Uu-y,\ 
и (ju=K*i)ii £(j=m) , а последовательности матриц \А] и }&} 
определены в соответствии с (1 .2) , (1.3) . (1,8) 
При этом в (1.6)+(1.7) диагональные &£-£ -элементы-блоки усечённых 
обратных подматриц ^ " C C j J j " 1 ,где (ju=x , J>=K-*) *, </=к+1), j»= "О , оп
ределены A 4 ) , 4 g ) / в виде: 

В.СЛ,&)=(Л;н+д£..1-о^у1
)Где(уаг1)^^^=/(.Л) и ^3«*i)£t £fp=m) j 

a . .w=[^ Г7.С»-А«,-ГТ.Л7**л~,+с-в.<4)-в, ,e<4>=.£ *=«М,Р-« «: 
' а,»)= [ s n c? .c J .-nij^fi^+ф-аф-А,^ ) =^},<>v-v., P. 

Отметим, что лишь при использовании аддитивной скобки И..(Л,$) = 
= (-Л--+i+ &£_£-ЧгУ ( I .9 ) j \ четыре различные нетрадиционные представ

ления (1.6)+(1.7) усечённых подматриц С/ сводятся к двум раз
личным известным представлениям вида 
Представление 1.5 (для С, ) Представление 1.6* (для ^» ) 

^ 
iyi4iJ44. 

~т 
. Vi 

V 1 
V 

А. 

V. 

Ь% 1 
E^v 

Е(-0 Ф 
? 

Jljftl 
EC-fi 

Е-Ф 

^ 1 
* 

«h 

. Ч 

(-ОЕ 

СОЕ. 
1 ' 

Wj 

' (I.IO) 

,где 

соответствующие матрицы [f , £ ; с , c J - определены в (1.8). 
В работах /4*7 / нами были получены длн С &£ J# -элементов-блоков 
обратных усечённых подматриц С б £ ] =f^ (J

1 следующие множества 
прямых факториаованных представлений: 

Представление I.I* (для £$• '# ) 

J f 
П c j C V A 4 j , если (/*»0*«У*д>=*0 

• 7 - " ' « > Л * ' е с л и ( /= чНг^дачА» (1-ы) 

$Wrl**<A)]Ji4, ест 
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Представление 1.2' (для Е%\ ) 

0&М 
Ĵ  ii 

ЧНг [^H>A'еоли 

t ^ V ^ + V ^ - -A- » если 

[ ^ ^ С ^ е с л и 

[&?<fti]-n j* , если 
(^=i)ii±j*(j>-K-i')H(j«4w")ii4jij)=m)-) 

Пс\.гв&«й].., если "" *" 

Представление 1.3' (дляСЗД. ) Представление 1.4' (для C^-j ) 

fiftwffl -П £, ,(м=1)̂  iiji(p=K-*) 
Р ' Йр£»1г J 

Т Г J (I.I3) 

и («=KU}ii&,ii(p=i''). и tju=K*rt i j A t * <j>=m). 

Представление 1.5'(для Cftl^) Представление 1.б'(для t&^-j ) 

•г и 

П с .[a*tA,«l. (j»=i)itii*(p=i(.*') 
.r ii^blf 

~ J . (I.I4) 

и (j«.=«i)*i*i*<p=nO. 

L-ft^,e£(«7^A6)].. -да-
гональные элементы-блоки подматриц в£ = [с£ ]~ определены в виде 
(1.9). При этом показано /4т)/, что для представлений (I.13)+(1.14) 
справедливы коммутационные соотношения 
" Пc,[ftf(ii,6)J.,= Lafa&l .Пр. при (M.=i)*Ui«?=•**) и(«i=Ktj)iiiji<p=nO, 

7 * * "% * ^ ? (I.I5) 

Здесь в (I.II)+(1.14) соответствуицие 

l ? = t o c 

K-t В случае, когда все {<Vt-};xi (l4j]._ )-одинаковых размерностей и все 
i z l A l u » . ( i 8i'Pi^i=K4 ̂  ~ не вырождены, в работах /45),6,7/ показано, что существует множество различных прямых факторизованннх 

J>Tl представлений С ftj !•• -элементов-блоков подматриц в£ = t^nJ 
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вида 
[F*].[VP]- .если (p'OiUJi(f=K-*) и lj*.*K*i)£i*jHf=m) , 

Г ' ^ J (1.16 16) 
[fyJ.-ClfyJ; .если (^=lUii£i(f=K-i) S^Ku^j ' i t iCfsm) 

генераторами которых являются представления (I.I3)-j-(I.I4). 
При этом для С*»]- -диагональных элементов-блоков подматриц 8>„ 
имели место /^л\/ следующие мультипликативные представления: 

. ' 4 1 !• " -, г ? f » 

««*' f'jw 
Л И J> . ,.| ..< •£ (I.I6) 

*->А1?; Ъ> №?*&< ' где 

В представлениях I.I и 1.2 f &„_,,,, }.""* -последний столбец, 
{^i**}--* -последняя строка подматриц ft*"4 = [С*~* J"1 и 

WuA? -первая строка, {И>. Iя1 -первый столбец подматриц 
й ^ - С с ^ Т 1 при соответствующих условиях могут бытьх^ пред

ставлены /4 Q\/ в виде 
ПРИ УСЛОВИИ Ij\ 
BCA)=e<AynV ,Ь(А>П*с,В(Л) ftW=a(*W7>Pj ,ft (Л) = Пс.-в.(Л) 

Здесь (Vl*M&Kd =K > <VS«ie«if»P = «VW • 
При условии I2) 
"ft(бь rfc .6«) ft. №)=&.*)-пЧ, а.(«=п c,.g (« a«»)=& №>-n J, 

Здесь C V ^ ^ V ^ ^ ^ - i ^ V l ^ i ^ ^ ^ ^ K - r ^ • 
При условии П 
ft(A,e)nV = 6(Л ,<})=Л*с ,-в.<Лб), n*c,S(A,Q)=e. (А&)=в..СЛ,«/7Д 

(I.17) 

(I.18) 

?£&* if •tp (I.19) 

Здесь <Vf Р * Л & £ Н - ^ Л« • a - i i » K ^ V = <* ' 
Напомним также, что справецливость представлений (I.I7)+(I.I9) явля
ется /4g\, 4gv/ прямым следствием коммутационных свойств (I.I5) для 
X) q Замечание I.I. При расчетах на ЭВМ элементы-блоки указанных строк 

и столбцов могут быть вычислены и любым другим известным в алгебре 
методом. 
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fttj. -элементов-блоков подматриц й*"1 = с <СХ
К"4]'1 , б ^ С С ^ ] " 1 

и определения последовательностей матриц {Л} (1 .2) , [Q] (1.3) и 
матриц В>„ ( I . 9 ) j j . 
Далее были получены /4д \ / генераторы матрично-факторизованных пред
ставлений типа I . I для 1(1-1) и типа 1.2 для ft =• (Г* при сле
дующих комбинациях однотипных (или обоих типов) нулевых ведущих блоч-
но-угловых миноров: 

Ш. { [A" l = 0 i 4j =0 для любого к фиксированного и I из 
(к+з*£±"М] либо 

СД. = о и Д™=0 для любого I фиксированного и к из 
(3±к •'•1-3,')'}} _ равны нулю только по два отдалённых (или близких 

т . е . I из (к+з) ^ I im-i) либо к из (3 ^ к f f з)) минора каждого 
типа. 

1У. i [ Д ^ г О ^ А ^ ] и [Д^=0=Д^] для любого к фиксированного и 
любого t из <к+з *£ im-i)} -равны нулю одновременно только по 
два отдалённых (или близких т . е . I из (к+з *£*лм)) минора обоих 
типов 

Представление 1.3 (для £(1.1) при условиях Ш-|-\ .Illg) ,1У) 

К 
\_ 

1 
L к* 
(p*v-(p-e) i 

I 

" 

E p*». .(г-в.) 

"E 
K4L 

. " ' fa 

* 

(До-••№«)? с i 

ВОД E«* 1 
4* 

4 

Г 

с 
L 

-

Ы ° [v 
0 if* fl> 

P«J • [y 

s „ 

•t* 

г*1 

-v =«= r 
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X 

V 

^ 1 ч_ 
Ек-г 

Саг-) 
(а -г-) 

Ек-i 1 
L ER J 

Ca -в"» 
ca -pi 

n$ 
[\] 

к, 1 
. "E"«J 

(1.20) 

= C 

Представление 1.4 (для 8>=СА типа & = S + Aft при условиях Ш-j-л i H ^ , 
1У) 

а г 
р я г г'«.5 

- i 

-г 
к-i 

ft 
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а г 
'«•над 

р. я г 

1' 

vb. 
'm'm 
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- -
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L *i] 

(ft ft 1 
Ut-lK-1 

(•в ft. 

K«UW. 

(-ft -p} 
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. \ 

(ft-г.") 

(ft & 

1Ф 
fs.1 

ад 
. v 

0 1 
In 

l 0 
(•1 14 

a, 
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к-л 

|_кк. 

© 

fc 

_vtd] 

щ 

© 4t 

= u)' >-i 

t i 

Го. 

K-i 

, . ._. •te-av 
J K«llMK«iK>ilMl-J 

v 
L 4. 

(I.21) 

Mm 

О m. 
•5Чк,г 

Здесь в (1.20) •=- (I*. 21) {[ QKK] , [RKHt] , [ p ^ ] } л-блочно-элементарные 
/см . 4QN/ матрицы, которые определяются в виде 

(1.22) 
Q = 

Ог-P-ft •г\сг'» 
KHl 

© О 
С-г-ь . г . ' ) о 
.K4.K«il-itl J , 

Ъы. 
0^-В> •£>. 

Ш-м*.** 
а 

При этом неизвестные {[Хцк] , [X , ] , С^к н] i t-Hfl } -элементы-бло
ки характерных /см. 4дх/ обратных матриц иУк\ могут быть найдены 
любым методом с учётом следующих основных блочно-матричных уравнений: 

"PJIU 
РЛУ 

У и 
.К -4 

ч Qtt] 
(1.23) 

. « 1 

. И41 

K«1J 

'U и им обратных 
i спра-

Ьдесь также для подматриц 
подматриц &*"*=[ С*4]"1 , В ' ^ С С ^ Г 1 , 8.^= С С ^ Т 
ведливы приведённые выше в (1.6)+(1.9) результаты работ / 4 , 6 , 7 / . 
Далее в работе / 4 д \ / были получены генераторы матрично-^акторизован-
ных представлений типа I . I , 1.3 для С(1.1") и типа 1.2, 1.4 для 

в^С"1 при следующих (более двух) комбинациях нулевых ведущих 
блочно-угловых миноров: 

.** _ Ал* У. {[4^=0 i Д^*=о для любых целых 1^ , lt ln таких, что 
i m ^ * £.) и (t_+3 г.1.) , где Ы i,z,...7n-i -} либо Г Д ™ = о и 
A? = 0 для любых целых 1„ , ^ „ ^ , . . . , £л,*1 таких, что 

'"Чос-О»•£>£} и (£.-з >^-.х) .где ;= /7-i,»-4,...,iJj-равно нулю любое 
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конечное число отдалённых (или близких т . е . (Kil^iL) иЦ^+зЦ.) 
либо ( к - 1 ' Л * ^ ) и ( ^ - J = ^ - P ) минора каждого типа. 

У1. } С Д ^ о = Л ^ ] и [ Д* = о=Д*._ ] для любых целых £х , 1Л , . . . , 
К^ таких, что ( к / ^ Л р " 1 и (^.1+з<^. ) .где i = i , г 

тг-1 } - равно нулю одновременно любое конечное число отдалённых 
(или близких т. е. (* * ^ * ^ ) и ( ^ + з = l L ) ) миноров обоих 
типов. 

Замечание 1.2. Ьдесь мы не приводим полученные нагли в / 4 д \ / пред
ставления типа I . I , 1.3 для С (1.D и представления типа 1.2, 1.4 
для ft =C~l при условиях Yj j , У2)' y I B с и л у ограниченности объё
ма публикации. Напомним лишь, что в этих представлениях характерные 
матрицы о) имеют /49>/ общую блочно-трёхдиагональную структуру. От
метим, наконец,также, что и для CU.i) при различных условиях 1+У1 
существуют генераторы матрично-факторизованных представлений (сопря
женных соответствующим представлениям 8> = В + Д В ) аддитивно-
мультипликативного типа С = С + Д€ . Здесь же (в силу выше ска
занного) приводим представления типа С = £ + ДС для €(l.i) лишь 
при условиях I j \ , 1 )̂ 1,л, П. 

Предетавление 1.5(для (С(1.1) типа £=С+А(Е при условиях!]-) ,12) .Ш 
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2. Инвариантность матрично-факторизованных представлений матриц 
С(1-1) д Ъ>- С"х относительно свойств вырожденности и плохой 
обусловленности соответствующих усечённых подматриц 

Существование и единственность матрично-факторизованных пред
ставлений I . I , 1.3, 1.5 для блочно-трёхдиагональных матриц С об
щего вида (I .I) и 1.2, 1.4 им обратных матриц & = С"Х была уста
новлена нами в работах /4 , 6/ в предположении комбинации (отмеченной 
в каждом из указанных разложений) нулевых блочно-угловых миноров. 

Однако при расчетах на ЭВМ на практике значительно большие труд
ности возникают, как известно, не столько из-за вырожденности ука
занных усечённых подматриц, сколько из-за их возможной плохой обус
ловленности. Поэтому в настоящем параграфе будет показано, что при
ведённые выше в §1 матричные факторизации существуют (и вид их не 
изменяется) также, если условия вырожденности заменить условиями пло
хой обусловленности соответствующих усечённых подматриц. 

На самом деле, имеет место следующее 
Утверждение 2 .1 . Если для матриц С (1.1) и В> = С"1 при получении 
факторизованных представлений, приведённых в §1, требования вырож
денности заменить условиями плохой обусловленности соответствующих 
подматриц, то указанные представления (в частности тю. вид) не изме
нятся. 
Доказательство свойств инвариантности представлений §1 начнём с пред
ставления I . I . Напомним, что это разложение было получено /4д\/ в 
предложениях { det(.C)4o-+L(b*[l= detf.^) , (A?us cUt(t"S ) . 

oUi(uJK^o]} , а также £ Л « в iUt(t*l)l=o и (или) [Л^ш 
= dat(.ta!i)] =0 • В1"0 справедливость устанавливалась путём пере

множения факторизирующих сомножителей в (1.4) и проверкой основных 
матричных равенств: С « . » ^ . f ^ e ^ e j * ж < Х = С = С С • 
Мы не пользовались явным образом также обобщёнными матричными про
цессами {Л} (1.2) и \<*\ (1.3). 

ловия же Д"*1 =0 и (или) Д к = 
ловиям*' 

^ ^ - ^ З Д * ^ 0 " (шш) <te[V<VWWy>° • ( з л ) 

Если, в частности, пользоваться для [ С**]"1 и L ^ ^ l матричными 
процессами {А] (1.2) и {<*} (1.3), то в данном случае ?к.х= Л„ и 

Условия же Д"*1 =0 и (или) Д к = О ы̂ли при этом эквивалентны 
условиям30' 
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Обратим теперь внимание на следующий факт. Хотя представление I . I 
для С (1.1) и было получено в предположениях Aj"x=0 И (или) 
Дт = о , оно имеет место и в случае, если эти условия не выполня
ются, но по-прежнему, выполняются условия <Ы(С*1)фО , dtt(u),()iO 
и dbtt(G,m )ФО . В этом нетрудно убедиться, проследив формально 
указанную выше цепочку проверок матричных равенств. Следовательно, 
представление I . I при условиях det(C)±0 , <иЬ(€^)ФО , 
cUi(Jim ) Ф о i fl£e£(iOK)*0 существует и единственно как при выпол
нении условий (2.1),так и в случае, если одно из условий (2.1) или 
оба из них нарушаются. В частности, обе матрицы fH_i , } к (или одна 
из них) могут быть и плохо обусловленными. Итак, если в процессе по
лучения на ЭВМ оказываются хорошо обусловленными подматрицы <С^1 

и (С™ и лишь плохо обусловленными матрицы }к_± и (или) }н , 
то представление I . I для <£(LD также существует и единственно. 
При этом если сама матрица С (1.1) хорошо обусловлена, то хорошо 
обусловлена и характерная /4г,), 6/ матрица и)к как составной эле
мент индуцированной /47>, 6/ матрицы е ч к - И напротив, и)к плохо 
обусловлена при хорошо обусловленных с""* и с"н ,если плохо 
обусловлена сама матрица £(1.1) . Завершая первый этап доказательст
ва, уместно сделать следующее 

Замечание 2 . 1 . Представление I . I является по сути мультипликативным 
расслоением (декомпозицией) матрицы С (.Li) в случае существования 
у неё двух невырожденных квазинезависимых подматриц С*'1 и СЦ̂  
При этом единственное прямое восстановление самой матрицы С(1.1) на 
основе указанных её подматриц осуществляется с использованием явно 
задаваемой характерной матрзщы и?к (1 .4) . 

Выше мы рассмотрели по сути случай существования двух хорошо 
обуслввленннх невырожденных подматриц £""* и CJJJ , размернос
ти которых позволяют работать с ними на выделяемой памяти ЭВМ. Пусть 
теперь одна (или сразу обе) из невырожденных подматриц С*'* и С ^ 
являются либо плохо обусловленными, либо размерности их блоков (а 
следовательно,и их полные размерности)таковы, что невбходимо (в свою 
очередь) их дальнейшее расслоение наподобие только что описанного 
выше. В такой ситуации мы практически неизбежно столкнёмся с необхо
димостью рассмотрения одного из представлений 1.3 общего вида (1.20). 
При этом, опираясь на анализ выполненный выше, мы можем практически 
на ЭВМ осуществить мультипликативное расслоение (декомпозицию) мат
рицы £(1.1) с учётом конечного числа хорошо обусловленных её подмат
риц. В частности, в случае представления 1.3 ими являются подматри
цы С.** , С1'1 • £Ц • Характерные матрицы и) (и)н» в еду-
чае представления 1.3) являются / 4д ) / в общем случае (в свою очередь) 
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невырожденными (если dd(C)4 0 ) блочно-трёхдиагональными /4g j / 
матрицами. При этом они могут оказаться и плохо обусловленными, если 
плохо обусловлена исходная матрица 1(1.1) . 
Применяя далее к ") -характерным блочно-трёхдиагональным матрицам 
всё сказанное о самой матрице С (1.1") и учитывая теорему 5/4^)/, 
мы тем самым можем выполнить за два шага процесса полную декомпози
цию матрицы С(1.1) . При.этом связь между квазинезависимыми подматри
цами будет осуществляться на основе явно определяемых, характерных 
подматриц блочной размерности типа ") к в (1.4) . Утверждение 2.1 
доказано. 

Из выполненного выше анализа следует необходимость введения сле
дующего определения, которое значительно упростило бы как формули
ровки уже приведённых в §1 результатов, так и результатов следующего 
параграфа. 
Определение 2 . 1 . Минимальный набор { С } -блочно-трёхдиагональ-
ных усечённых подматриц общего вида ( I . I ) будем называть исчерпываю
щим матрицу С(1.1) , если с помощью подматриц этого набора можно 
получить одно из.её представлений вида I . I , 1.3, 1.5 и при этом 

£.£ -подматрицы набора удовлетворяют следующим требованиям: 
Р 

J . Каждая С„ -подматрица набора является хорошо обусловленной. 
о 

2. Каждая 1ц. -подматрица набора имеет максимально возможную раз
мерность, согласованную с размерами памяти в ЭВМ, отводимой для 
получения либо С"1 = В> , либо решения систем линейных уравне
ний 1-Х = У . 

Как нетрудно видеть, в соответствии с данным определением в пред
ставлении I . I . исчерпывающими являются подматрицы CL~l и С"„ ", 
в представлении 1.3-подматрицы С̂ ~* , С1"* , С ^ и т.д. Дру
гими словами, исчерпывающие подматрицы - эта такие подматрицы, кото
рые позволяют осуществить (как с точки зрения вычислительных свойств, 
так и с точки зрения затрат ресурсов ЭВМ) оптимальную декомпозицию 
матрицы 1(1.1) . С учётом сказанного выше данное определение, как 
нам представляется., является дальнейшим распространением его хорошо 
известного (см., например, /8*10/) эквивалента из спектральной про
блемы. 

Выше,в §1,фактически приведены и алгоритмы практического выделе
ния на ЭВМ такого набора подматриц { СД } . При этом была использо
вана техника обобщённых матричных процессов | А } (1.2) и j<*} (1.3). 
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3 . Генераторы прямых методов решения систем линейных уравнений 
с блочна-трёхдиагональными матрицами общего вида 

В настоящем параграфе будут построены на основе результатов пер
вых двух параграфов, по сути посвященных методам практической деком
позиции на ЭН.1 блочно-трёхдиагональных матриц общего вида С (1.1) , 
различные методы не итерационного типа решения на ЭВМ систем линей
ных уравнений с матрицами указанного вида. 

Имеет место следующая 
Теорема 3 . 1 . Пусть £ -невырожденная блочно-трёхдиагональная матри
ца общего вида ( I . I ) , минимальный исчерпывающий набор [t£] которой 

двух подматриц С*"* и С™, . Тогда генератор состоит только из н*1 
различных представлений решения систем линейных уравнений С-Х=У 
имеет вид 

о 
Представление 3 . 1 (типа X = Х + (йДХ=<в><ДХ>)) 

-ir 

0 
кн 
KU 

9Л\ 
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С-ь • г") 
IK-lK-i 

(-Ь г") , 

(-а -г") 

14] 
с-в • & 

*iK»i.KU 

с-а Й 
KURtjWl 

(-ft •£"> 

о 
»1 

КЧ. 

6, 

K-i 

к«1 

АХ 

lK-iK-i " 
(ft -3) О 

О 
кч. 

И, 

W -

(3.1) 

• t B i > *ДХ> 

если выделение исчерпывающих подматриц С к-* 
1 к»! 

было осуществлено с использованием обобщённых матричных процессов 
[Л] (1 .2) и [<*} ( 1 . 3 ) , то для ft^j -элементов-блоков обратных 

подматриц &*'*•= [С*'*/*и 8 ^ = [ С ^ ] " 1 имеет место одно из прямых 
факторизованных представлений вида I . I + 1 . 6 ' или вида ( I . I 6 ) , если 
соответствующие матрицы ! А } или {&} хорошо обусловлены30 '. 
х) Замечание 3 . 1 . Если подматрицы С," и ( известны априори, 

ян 
.«-д. 

или выделены каким-либоотличным от указанного в §1 способом, ли-
среди соответствующих матриц }А] и {5} 

и элементы-блоки 
могут быть най-

бо у матриц С['л , С к и 
имеются плохо обусловленные, то подЕ^ктор X 

дены любым другим из известных методов, обладающих хорошими вы
числительными свойствами. 
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Здесь [х„. ,х
к1 - компоненты решения X , в свою очередь, являются 

решением следующей индуцированной совместной системы уравнений: 

^и''%" SK«i к»1кй wr 
'WE'WPl (3.2) 
V3K«i^,1

eWi!^J 7 где 
а) к <£Д)<> ^ л у > 

в (3.1) и (3.2) для / ft ,1.*?- последней строки, } в,„..} -пос-
леднего столбца подматрицы ft!1'* = [С. J и { в . I. - первой стро-
ки, { в;к*Л--к«.г пеРВ0Г0 столбца подматрицы ft^=[с™]^при использо
вании {Л} (1.2) и {&5 (1.3) имеет место одно из представлений вида 
U . I7MI . I9 ) . 
Доказательство. Генератор различных представлений решения X типа 
(3.1)+(3.2) получаем3" из формального равенства Х=(й=С'*)-У после 
подстановки в него явного вида представления 1.2 для & = €' типа 

6 = & + Д ft • Невырожденность матрицы и)к следует из представ
ления I . I мультипликативного типа для C(i.i) с учётом невырожденности 
матриц C(i. О . Справедливость же генератора (3.1)+(3.2) проверяет
ся непосредственно подстановкой X (3.1)*(3.-2) в уравнение СХ=У . 
Отметим, что при этом следует воспользоваться основными равенствами 
В С, = С =£ '9 и S -С =£ = £•& для &.. - элементов- блоков об-i i i l l m K*I *ц нц я»1 'j 
ратных подматриц &*"*= сt*lYL и ft" = СС*иГ соответственно. 
Теорема доказана. 
Далее в следующей теореме рассматривается генератор различных пре
дставлений решения X (типа X =Х+ (ft-4X = ̂ e>-</UC> ) систем линей
ных уравнений С ОС =У в случае, когда исчерпывающий набор {С*} 
состоит только из трёх подматриц С*'1 , С £ и С? . 
Имеет место следующая 
Теорема 3.2.Пусть С -невырожденная блочно-трёхдиагональная матри
ца общего вида (I . I ) i шнимальный исчерпывающий набор {€%} которой 
состоит только из трех подматриц С ** , C^L и С^ . Тог
да генератор различных представлений решения систем линейных уравне
ний С-Х = У имеет вид 

х> Здесь и далее мы останавливаемся лишь на основных моментах дока
зательства. 
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3.2 (типа Х=Х+(В>-ДХ-^В>-<ДХ>')) 
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(3.3) 

-zs$r 7w*. . K - * .г-д При этой, если выделение ясчерпывашщх подматриц Сх ~ , С ~ и 
<С^ было осуществлено с использованием обобщённых матричных про

цессов [А} (1.2) ж {&} (1.3),. то для %г - элементов-блоков об
ратных подматриц 

} (1.2) ж {&} (1 .3) , то для &» - элементов 
имеет место 
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одно из прямых представлений вида I .I *1.б' или вица (I .I6), если 
соответствующие матрицы {Л} или {£} хорошо обусловлены*- . 
Здесь ["к-и*^4* » £*1-1>*0* ~ компоненты решения X , в свою оче
редь, являются решением следующей индуцированной совместной системы 
уравнений: 

о о 

© 
К-1 

У 
(3.4) 

в (3 
следнего 
столбца 
строки, \ 8>, . } 1"* -: 
I b.i , t "! -первого столбца, } й, }. -первой строки подматрицы 

ft^, = [ c j^ ] " 1 при использовании {Л} (1.2) и JG} (1.3) имеет 
место одно из представлений вида (1.17)^(1.19). 
Доказательство. Генератор различных представлений решения X типа 
(З.ЗЫ3.4) получаем из формального равенства X = (в>=С*1)-У после 

подстановки в него явного вида представления 1.4 для &=(C'L 

типа ft = а + Д ft • Невырожденность матрицы < «5к>̂  следует 
из представления 1.3 мультипликативного типа для С (1.1) с учётом 

cU4(£)*0 . Справедливость же генератора (3.3)*(3.4) проверяется 
непосредственно подстановкой X (3.3)*(3.4) в уравнение С-Х = У 
При этом следует воспользоваться основными равенствами 

Рк-* „«-*в« и и Ец e C t* . a ^ и ft". €т = -* 
для &•. - элементов-блоков подматриц 

в>Г=Е<ч*Г* • eK« = f£l«J" l J и ^ ь ^ О 1 соответственно. 
Теорема доказана. 
Имеет место следующая 
Теорема 3.3. Пусть С - невырожденная блочно-трёхдиагональная мат
рица общего вида ( I . I ) , минимальный исчерпывающий набор [l£j которой 
состоит из любого кенечного числа подматриц &£ 

&Г*СГ=Е;'*=С;"^ 
— г" е." 

х) 
Тогда генератор 

Здесь также справедливо Замечание 3.1. 

18 



различных представлений решения систем линейных уравнении С Х = У 
имеет вид 0 
Представление 3.3 (типа X = X. + (в-ДХ = В̂>>-<ДХ> )) 

И 
X 
* i 

*** 

И 
XKVI 
X KVI 

V-* 
("V2 
LVJ 
х„ 
к*1 

i 
й 

[Я 
ftKl1 

» i 
-

X 

*ки 
*KU 

ли. 
Lo^J 

в . * 
'KM. 

IvJ 
'mi 

«hi 

+ < 

*Vi 

(-ft-24 
«iK-i 

(-ft •£> 

4 ] 
tft. я 

K-tttiKU 

ГХ1 

0*1 

Й 

0 
- T - • 

ДХ 

о 
X 
(В -SI 

4 к-лк-гк-i 
E H - 1 

4»» 

«. 

c« J 
•PVT '«НИ** foll&A. 0«jl 

*&,> 

ER" 

*&XTJ 
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При этом если выделение исчерпывающих подматриц С""* С" 
К"19 " I * — 

С ."* и €„.!. было осуществлено с использованием обобщённых матрич-
К-11 > 

"ни ••~*.,HJ " ~"«U" L lCViJ , , -
торизованных представлений вида I . I+ I .6 или вида ( I . I 6 ) , если соот-
ветствущие матрицы i -Л} или {Q] хорошо обусловлены*'. Здесь 

£*к-1>хк^Г • Гхк'-л »XK"J и Гхк^»х
кОТ_ компоненты решения X , 

в свою очередь, могут быть найдены любым (в том числе и рассмотрен
ными выше) методом из следующей индуцированной совместной блочно-
трёхдиагональной системы уравнений: 

КК 

р. 
К M l 

IR 
кчк' 

%у? 

к"кн 

Н»1К 

Q, 

К-1 

\ 

v • 

-с 53 > 

K-i 

jhrttfC 
VrfaC 

гдх> 

(3.6) 

где 
^лУ» 

КК 
Г«-1 K-i It-iK-lK-i'4 к' .Ял KV 

^ВД*&>Ф| 
)9KV= ^ Ч м А О Ч Д 

над' 
О О 

^ 
о о 

о о с ' г А ^ « 'te 
(3.7) 

0 I . КН ИНК" 

В (3 .5Ы3.7) [ к ' * ^ , к ' Ц . , где <{,+3</t- или ((-.+3=^) , 
i±i£a-i] и для соответствующих в . -столбцов (строк ) обратных 

подматриц &£=[с£]~* при использовании {А} (1.2) и {$} (1.3) 
имеет место одно из представлений вида (1.17)+(1.19). 
Доказательство. Здесь также генератор различных представлений решения 
X. типа (3.5)+(3.7) получаем из формального равенства Х. = (й*С1УУ 

после подстановки в него явного вида представления 3.3 из / 4 9 ) / для 
=<E"i типа В=в+Аб . Невырожденность матрицы ^«3 >, „ а и,*;*» следует из представления 2.3 из /4д\/ для C(i.i) мультипликативного 

х> Здесь также справедливо Замечание 3.1. 
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типа с учетом dtt(C)*0 . Справедливость же генератора (3.5)+(3.7) 
проверяется непосредственно подстановкой X в уравнение € Х =У 
При этом следует учесть основные моменты сказанного выше в доказа
тельстве теоремы 3.2. Теорема доказана. 

Лемма 3 .1 . Генераторы представлений 3.1*3.3 решения системы СХ=У 
где С - невырожденная блочно-трёхдиагональная матрица общего вида 
( I . I ) обеспечивают как "Jin 1/С-Х-У// - минимум нормы невязки, так и 
т ш /fXII - минимум нормы самого решения при любом \ £^ } - конечном 

минимальном наборе исчерпывающих подматриц с £ . 

Доказательство осуществляется методом полной математической индукции. 
В целях экономии места мы остановимся лишь на его первом шаге, а ос
тальные этапы доказательства проводятся аналогично. Итак, покажем, 
что утверждения леммы верны в случае, когда [с£] - минимальной исчер
пывающий набор состоит из двух подматриц С** и С1" , т . е . вос
пользуемся генератором (ЗД)+(3.2). Имеем о 

minfC-X-Ylf = min //e-(X + <&.>•<&>)-? II = min Ц(£Х + 
А % ° X 
+ с • < аА> -^дх>)-У И = "ii" l<c#-*> • «• * а ^ д Ы / = 
= nin Ht-<B>,>-<&>-<АУ>// = Ци)(а)^.<Яг>)-<Д?>^. 

Теоретически последний минимум равен нулю в силу совместности (3.2). 
Минимум же нормы решения 5£ =(Х + -£вд>"<ЛХ>)(3.1) обеспечивается 
как хорошей обусловленностью матриц [ с£)- минимального исчерпыва
ющего набора, так и возможностью выбора минимального по норгле решения 
совместной системы (3.2). При этом если матрицы С ( I . I ) и следо
вательно о)и в (3.2) плохо обусловлены, то глх>,ж следовательно, 

X находятся в смысле минимального по норме псевдорешения /10 / . 
Замечание 3.2. Отметим, наконец, что рассмотренные выше методы реше
ния систем уравнений С-Х - У являются также эффективным матема
тическим инструментом / 6 / численного решения на ЭВМ как задачи на
хождения собственных (C-uE)rf°=0 и корневых (t-7>Е)-Л% 11**'** 
векторов матрицы С ( I . I ) , отвечающих собственному значению 7) , 
так и нахождения самого 7) . 

Заключение 
В настоящей работе построены генераторы прямых методов деком

позиционного типа решения систем линейных уравнений с блочно-трёх-
диагональными матрицами Ф ( I . I ) общего вида. Даны аффективные 
алгоритмы декомпозиции и построения единственных операторов связи 
между декомпозиционными подпространствами. 
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