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Если посмотреть на диаграмму устойчивости раооты синхрофазотрона 
ОИЯИ, то увидим, что близко от рабочей точки ускорителя проходят 
несколько нелинейных резонансов. Исследования влияния этих редонан-
Cvi: на движение частиц имеет большое значение'1 ' . Для этого надо 
найти решения системы нелинейных уравнений с периодическими коэффи
циентами. Однако достаточно общей теории подобных уравнений не су
ществует. Мовно воспользоваться методом усреднения'5'и получить уко
роченные уравнения, которые либо просто интегрируются, либо позволя
ют исследовать движение на фазовой плоскости. 

В работе '°' исследования резонанса третьего порядка 2^-vV=i 
проводилась в специально выбранной фазовой плоскости. В настоящей 
работе мы провели дальнейшие исследования укороченных уравнений, по
дученных в работе' 6 ' . После усреднения методом Крылова-Боголюбова5' 
исходная система нелинейна дифференциальных уравнений с периодиче
скими коэффициентами переходит в следующую систему укороченных урав

нений: 

^ '= Т т Ы ' х +*«<**<** <•%-***)] . 
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Ьдесь штрих означает дифференцирование по О , 
а „ , « * и fx , Y* - соответственно амплитуды и фазы бетатронных 

колебаний по переменным х. и г , \> х - частота бетатронных колебаний» 
«• -,;jfrt„ , S - - | , # „ - радиус идеальной орбиты (подробнее с м . ' 6 ' ) . 

Систему уравнений ( I ) надо решать с начальным условием 

(?) 

Вводя обозначения Ч'х-Я-%=Ф , систему (I) перепишем в 
следуищем виде: 

а, = а-хо 

а3 (в)\ "O-io 

% = 4>х. 

их = 4- <*• и-\ ***• Ф 

Лэ=тЬ; «*а-ха**пФ , ( 3 ) 

Если к системе (3) присоединить второе или четвертое уравне
ния системы (I), то системы (I) и (3) будут эквивалентны. 

Из первых двух уравнений системы (3) получаем: 

V0* а* * (1 + 1 х) а,\ =coast = ск , (*) 

где константа С, определяется из начальных условий (2). 
Это первый интеграл для системы (3), используя его,понизим по

рядок системы (3) на единицу. 
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Получаем: 

• • i d ! а'х .£-«./<<-'"*"•* )л-л# , 
Vx. I -Z + VJC / г ' 

т CL i+jx ( 1 х ( 1 + у>х)ах/lohh j - (5 ) 

В работе'6' система (5) исследовалась методом фазовой плоскос
ти, что позволило наглядно представить "картину" влияния одного ви
да движения на другой и сделать ряд полезных выводов. 

Теперь покажем, как можно найти еще один интеграл движения. 
Из (5) можно получить: 

del. ri- (с< ~ 41*. аА) ) • < 6) 

Вводя обозначение COi ф = У у используя (6),имеем: 

JZ, + *,(с<-ЫхаЛ)У " •* ее,-* 0, а») 

Решал последнее уравнение, получаем интеграл движения 

~ыГа* *• С г. cos ф = т — 
г а, (с, - Ч0Х о.») (?) 

где константа Сь определяется иэ начальных условий (2). 
Пользуясь двумя интегралами движения (3) и (7),можно провести 

полное исследование системы укороченных уравнений (I) с начальными 
условиями (2), т.е. найти решения этой системы через эллиптические 
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функции, определить пределы изменении амплитуды вблизи резонанса, 
наложить определенные ограничения на начальные условия (2 ) , чтобы 
максимальные амплитуды mafut и та.* Cli не превышали наперед задан
ную константу и т .д . Для такого исследования удобно снова, так «е 
как в работе ' ' , перейти к новым переменным 

V = a , sin. Ф , ( 8 ) 
U - О., cos ф . 

В новых переменных уравнения (5) и (7) переходят соответствен
но в: 

W r^Jzi^V +*VU] 

(и fa*) 

(9) 

(Ю) 

где 
к< ~ ЧМх. л foe > *i ~ VV.̂  

(II) 

В работе ' ' было показано, что исследование системы (I) сво
дится к исследованию системы (9) на фазовой плоскости ( V iU ) в 
области 

V* + U* < R\ . (12) 
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Все траектория системы (9) даются семейством кривых (10), при
чем кривые рассматриваются только я области (12). 

Система (9) имеет следующие особые точки : 
А, ( V,, и,) ; AZ(V<, иг); в, (V*, Us); 5, №,и . ), (13) 

где V, =0 ; U,. 3 (I*) 

В работе ' 6 ' бало показано, что точки B j , 2 - сёдла, а A I > 2 -
центры. Тогда из (10) следует, что на фазовой плоскости {V,и) в 
области (12) нет предельных щклов. При ^ 7 ^ фазовая плоскость 
имеет вид , показанный на рис. I . 

-V*uW, 

Рис.1 
Теперь перейдем к нахождению минимального и максимального зна

чений ft, я u j . Так как а,, и а,г связаны соотношением ( 4 ) , то 
они не могут неограниченно возрастать, поэтому достаточно ограни
читься исследованием mind* и ntt'CLx . Из (8) следует, что задача 
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сводится к нахождению m w n nw** функции и.% = vl+ uL на кривой 
(10). Кривую (10) иожно переписать так: 

к,1 и - J ? . 
V * U 

или функция V +и*~ на кривой (Ю) равна 

(15) 

к1, и -ег 
Тогда 

и тсих функции V * и 
и mat функции — Л 

и * и*. 
на кривой (10) равны соответственно min. 

U M / < на кривой (10) . 

Выражение, стоящее в правой части (15),является дробно-линей
ной функцией от и. , а левая часть есть квадрат расстояния от цент
ра точки ( V , и ) , принадлежащей кривой (10), Згачнт,нужно спро
ектировать кривую (10) на ось U и на этой проекции пикать гщлц тл,к 

функции кЫ-Яз. 
и г и-

Кривая (10) пересекает ось и не больше чем в трех точках. 
Непосредственной проверкой кожно убедиться, что траектории (10) пе
ресекают ось и в области (12) в двух точках а , и аЛили а 3 и <ьч 

(сы. рис.1), замкнуты и симметричны относительно и.. 
Отрезок la,,cii] или [а3 tCL4] будет проекцией соответствующей 

кривой на ось и . Значит, нужно искать mtn и та,* функции 
I 3 SJJL^RA 

и <• и. на этих отрезках (сн. рис.2) 

Рис.2 

f "и 
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Из рис.2 видно, чю для любой траектории в плоскости {V ,11.) 
тСп и тих значение функции а% - V^+u,* достигается соответст
венно в точках а., л а* или ач и Л, пересечения траектории с осью И. 
Причем случай а) соответствует траекториям вокруг центра Аг,и 
случай б) соответствует траекториям вокруг центра А 2 . Эти точки 
можно найти,решая уравнение 

-U3- U«U* * BiU- -ft». "О . (16) 

Уравнение ( К ) ииеет три корня,и иокно показать, что при опре
деленных ограничениях на R*= T^, все корни действительны. Два кор
ня лежат внутри круга У ^ г ^ я / и один - з а пределами этого круга. 
Корни, лежащие внутри круга v^u1- Я* , как раз дают координаты 
точек а, и &г, или O.J и й* . Так как постоянная С? в (7) задает 
сеыейство траекторий системы ( 5 ) , то С 2 можно определить по ( V„ , 
Uo ) - произвольной точке кривой. Пусть это будет точка, где дости

гается №ил( v*- <-иг ) на нашей кривой. Тогда из (10) получим 

Ct, = <iJKU„ (- и?- U«U„ + Hi ) , 
(17) 

где 
I ^ < К . < ^ . , ( М ) 

п А х < а. < и , . 
Изменяя значение ц „ на интервале I , находим пределы изменения 

С 2 для траектории вокруг центра Ар аналогично, изменяя «„ на ин
тервале П, находим пределы изменения С 2 для трае'.торий вокруг центра 
А 2 . Легко проверить, что первая производная от правой части (17) по 

а„ на отрезке [А 2,Аг] всегда положительная и ,значит,С2 - это воз
растающая функция на этом отрезке (см. рис.3). 
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Рис.3 

Как известно, в любых конкретных ускорителях всегда наклады
ваются определенные ограничении на максимально возможные амплитуды, 
т . е . О.» < й-» к Л д < й , . Более жестким является ограничение на 
CL2 . Поэтому в этом пункте покажеы.к каким последствиям может при

вести данное ограничение. 

Если Л г < Д.* , где а а =const , то из (4) следует 

а-% > е* - ( 1 * $*•) -г-

ила 
t ^ - V 1 >Я, 4Vx а-, 

Так как максамум и минимум наступают при V =0 , то 
иг-> й* 
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где 
ЙЛ - и; г. (1 •* >)») - л (19) 

Пределы изменения С, в зтоы случае определяются из (17) и (19) 
и показаны аа рис.4. 

Рис.* 
Область допустимых значений 

С„ ± сг i cma 

(20) 

на рисунке * заштрихована. 
Эти ограничения на С? легко переносятся на фазовую плоскость 

(.V,u), где также область допустимых траекторий заштрихована (си. 
рис.5). 
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V*. и**Я* 

Рис.5 

Тогда интервалы изменения min CLK есть 

й < mina, < А, , 

As. <ты a* < - й . 

Из выражения (7) имеем 

<Р = АГС см (У) , 

где „ = и* а» * у7л: 
у " а Л « 1 - а 1 , ] ' 

(21) 

(22) 

(23) 

Учитывая (20) и (21),можно определить интервал изменения •} и 
тем самым найти определенные ограничения на % и V'̂  , при выполне
нии которых условие а£ < й,г удовлетворяется. 
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Последнее утверждение справедливо при фиксированных расстрой
ках л . Если в процессе работы ускорителя л будет меняться, то на 
фазовой плоскости ( VVL ) все траектории также претерпевает опреде
ленные изменения. 

Качественная картина подобной зависимости траекторий от и^ш 
приведена на рис.б. Из рисунка видно, что, изменяя л в интервале 
-Я<<52< #<, можно сделать та.х аЛ как угодно маленьким. 

Отметим, что, используя интеграл (7), решение уравне
ния (5) можно свести к Эллиптическим интегралам 

iK' - т г £ ilil-a*?+ti)i?+(*i-*if*Mb-*i , (2*0 

где 4 

1 Х = О-х . 

Решением уравнения (22) в общем случае является эллиптические 
функции. В частном случае, например, при С 2 =0, для прямой U--~u^ 
и для случая, когда подкоренное выражение в (22) имеет кратные кор
ни, решения (22) выражаются через элементарные функции. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На рис .б приведена область изменения тм<1к и nuna.s в зависи
мости от расстройки Д . Из рисунка видно, что наиболее сильная пере
качка энергии с одной степени свободы на другу!) наблюдается, когда 
расстройка л изменяется на отрезке - ^ ^ ^ ^ ' ? ( . Используя ин
тегралы ( 5 ) , ( 7 ) и фазовую плоскость ( V , ц ) , можно найти все н е -
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Тше. 6 
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обходимые ограничения на начальные условия а„0, a,io , Т»-„ > Vj • 
при выполнении которых резонанс 2V a -^*. = 1 неопасен. Кроне этого, 
интегралы (3) и (7) позволяют проинтегрировать систем; уравнений 
(5) через эллиптические функции, тем самым укороченные уравнения, 
полученные в первом приближении, исследуются полностью. 

Авторы выражают глубокую благодарность E.U.Кулаковой, И.Б.Ис-
синскоыу, В.П.Белову за обсуждение затронутых здесь вопросов. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. А.А.Коломенский, А.И.Лебедев. Теория циклических ускорителей. 
П., Физматгиэ, 1962. 

2. A.Schoch. CERN - Report, 57-21, Geneve, 1958. 

3 . Б.В.Василишин, И.Б.Иссинский, В.А.Михайлов. Сообщение ОИЯИ, 
9-7498, Дубна, 1973. 

4 . R.Hagedorn, A.Schoch. C3RN -Report, 57-14, 3ENEVE, 19S7. 

5. Н.Н.Боголюбов, Ю.М.Китропольский. Асимптотические методы в тео
рии нелинейных колебаний. Москва, Изд-во "Наука", 1974. 

6. И.В.Аыирханов, В.К.Василев, Е.П.Хидков, И.Б.Иссинский, Е.М.Кула
кова. Сообщение ОИЯИ, 9-8663, Дубна, 1975. 

Рукопись поступила в издательский отдел 
10 апреля 1975 года. 

15 


