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§ 1. Введение 

При числеинок решении интегральных нваэиnотенциальных уравнений 

важным требованием является высокая относительная точность собствен

ных чисел (СЧ) и собственных фуннций (СФ), необходимых для оnисания 

эксnериментальных данных [1]. Суть матекатической nроблемы заключает
ся в ток, что СФ, оnределенные на nолуоси, имеют стеnенное убывание 

nри Х- оо и, квн nравило, с достаточно калым nоказетелек [2]. Поз

току · nри исnользовании nриближенного уравнения на конечном отреэне 

длины R , даже с учетом главного члена в асикnтотине СФ (если он из

вестен), величина R может оказаться неnриеклеко большой, что,в свою 
очередь,nриводит к значительному увеличению трудоеккости вычислитель

ного nроцесса. Если же в вычислительной схеме учитывать несколько 

nервых членов асикnтотики СФ, когда они известны, то это не только 

значительно усложняет алгебраическую nроблеку, но и делает ее, вообще 

говоря, нелинейной. 

В работе nроведена оценка nрактической эффективности и nредложены 

оптимальные варианты реализации двухпараметрической экстраnоляции {3}, 
nре;цнаэначенной для nовышения точности nриближенных решений (без суще

ственного увеличения трудоекмости алгоритма) сnентралъных задач вида: 

"" ( 1•1) L!f:Щx)lfi{XJ ?j3C(xJjG(x,f1)C(!f)Cf(Yldf1=A1ft.KJ ; к~о; 

[lf~Щdx = f ; Gfx, lf) =G('i, X), 

в случае, когда решение 1f r xJ имеет асимnтотину _ 

(1.2) fo Bi ( -J.-LS 
r..1 с х; = [., -;;т.г.х • • + о х J s ~ 1; '- ~ о · tl.. > 1 · х- оо ; 
Т i:O 1 1 1 

и достаточную гладкость по Х , т.е. 'fi(X) f См[О, оо)1 N >~ 
В рамках nостроенного в !31 алгоритма задача (1.1) сводится к 

частичной nроблеке на собственные значения для симметрической матрицы 

(1.3) дцf =Лfuf; и 1 -=(U 1 , ... ,t.Ln,v·un.,Jr; f=(~; 'll 

nосредством метода Галеркина для системы 'f11 ; к= f, ... , n+ f, кусочио

линейных базисных, оnределенных на сетке t..JA = ( Х;: Х; = i · Л, i а i, .. . , n+ i} 
функций, учитывающих nервый член асикnтотики (1.2). Эдесь 

iflxJ = E
1

иi(pi; ( L!f , tf .. ) = Лt (lf , 1/к/, к=i, ... n•J; Ii=R- (n+J) -1; -z=R~!V,I/!fn•~J/·It · ~ 
t•t 1 

относительно скаляриого nроизведения в L2 • При этом nорядок аnnрок-

симации, так же,как и логрешиость nриближенных решений fи 1 ,A 1 J 
1 
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зависят от двух малых nараметров: А - шага дискретизации no nере
менной Х, и 'l=R-~ , · где R таково, чтоnри X~R, tfn•J(xJ:(RIX)"'. 

Построенная система аппроксимирует исходное уравнение с точностью 

дf = 0(82) + O('l-<•S -.J.). 

Двухnараметрическая экстраполяция основана на предnалахении о ре

гулярной зависимости nогрешности сеточных решений от nараметров дис-

кретизации IJ и '1. : 

N N f~1 р1 ц -u 1 = р, [ &; с, щ~ + f;; R"''si -1 + ?J , 

н м " v,· (~) 
~ - ,\ r = L d; /, + ~ R J.+Sl - 1 + Е f ; 

' {cf l:J 

(1.4) 

Е s , 11 11. 
1 

1/ = О ( fl ,.,.1) + О( R- ~- и J, 

где р1 ц =(i.L(XI), Ц{XJ.)1 • • • ,Ц(Xп), v · Ц(Kn•J)j~ !i=i·~. 

Отметим, чт~ обоснование разложения nогрешности по шагу 8 для 
интегро-дифференциального оnератора на нонечном отрезке nолучено в l4J • 

Как ухе отмечалось, уменьшение слагаемых, зависящих от ~.в раз

лохении (1.4) nосредством простого увеличения расчетного интервала R 
nри сохранении nостоянного шага IJ no nеременной Х приводит к зна
чительному увеличению вычислительной работы, так как,с одной стороны, 

растет размерность алгебраической задачи, а с другой,- увеличивается 

сnектральный радиус & оnератора 41 , что, в свою очередь, сви.ает 

скорость сходимости итерационного процесса решения зацачи (1.3). Дей
ствительно, множитель релаксации исnользуемого nроцесса nропорциана

леи величине ~ = 1-MI& , где д> О не зависит от 6 , и для модели, 
рассмотренной в настоящей работе, сnраведливо соотношение 6 =О (R 2

) 

откуда и следует быстрый рост вычислительной работы nри увеличении 

вeniiЧИHf:'l R • В общем случае G '" О ( ?.J( RJ) - оо np11 R- со • 
Дnя реализации двухnараметрической экстраnоляции в работе nредло

жен сnециальный многоуровневый итерацьовный nроцесс, в котором, не 

ваш взгляд, удачно сочетается двоение no Я -уровням и R -уров-· 
ням. Подсчитан коэффициент экономии вычислительной работы nри исnоль

зовании такого nроцесса no сравнению с UG -методом и МЭ2 -методом 
nри фиксированном R • Численвые эксnерименты nроводим на nримере 
точно решаемой модеии, оnисывающей куnавовекое взаимодействие двух 

бесспиновых частиц -

(I.5) f\I(X) + fritnf:~t/Cf(IJ)dlj =).'f(X), 

2 

для которой J.=3 1 S =2 в разложении (1.2), Л 1 = -о.5, 
( z ) -z \f1 = х. х + 1 • 

§ 2. Регулярный характер зависимости nогрешвости nриближенных 

решений от 'l 

Учитывая, что для аnnроксимации интеграла в задаче {1.1) исполь
зовалось кусочио-линейное nредставление неиавестной функции,можно 

nредположить (в мучае гладкого ядра G ( х , ~) этот факт установ
лен в4 ),что зависимость погрешности nриближенных решений от шага 

~ nри фивсированном R имеет следующий вид: 

(2.1) Л 1 -~ = c1f/ + czfl
3 

+ С3 !/' + O(fl~. 

Зависимость nогрешности от 't оnределяется асимnтотиной И ( х J 

nри Х- со (1.4). 
В итоге мы исnользуем следующее nредставление для nогрешности: 

(2.2) о ( "· 'r.) =с, R2 
+ с2 R3 

+ Сз '[-~ + orA) + di? f + d2 'l & + 0('l
1
) 

J 

где С 3 включает в себя N в соответствующей стеnени, так как 

А = R -N -i = 'Z -i. N - i • Разложение nогрешности nрибли:аенных решений 
в таком виде nо зволит нам nроводить экстраnоляцию по 1 , nосле соот-

ветствующей экстраnоляции по f7 , более точно. 
Отметим, что традационный метод экстраnоляции тиnа Ричардсова no 

nараметру ~ является одним из универсальных средств nовы~евия точ
иости решений широкого круга задач [5,61. 

Тот факт, что разnо~еиие (2.2) с достаточной стеnенью точности 

оnисывает зависимость nогрешвоств nр11ближенных решений, nодтверхдает

ся nри анализе реаиьной nогреаности на nримере модельной задачи (I.5). 
Ограничимся nервыми чnевамв раэло:аения (2.2), тогда с точностью 

до члено11 боnее высокого nорядка б ('ZJ nрвнадле:ат классу функций 

(2.3) tp(-zJ = A-z -2 + 8 -z~ 1 

где А и В - nостоянные коэФФициенты, которые наlдем 11з условия 

(2.4) 
{

o('ll) = if('l~J , 
о( 'lz) = lf (?z)' 

где 'lt =1/5; 'lz =I/22. в резуиьтате nоцучхм А =I ,2 ·ro-7; 
В =2, 9 • ro-2• Бuзос ть фуuцd 5 ( "l.) 11 '1 ( 'l J ви.цна на р11с. I, 
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где ~111 изображена сnлошной линие й , в O(~J · _ точками , которые 
соответствуют реальной погрешности для соответствующего значения 

n ри Л1 = 1025 . 
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Рис . 1 
O.J5 0.2 'l 

§ 3. двухnвраwетрическвя экстра поляция 

Приwениw экстраnоляцию тиnа Ричардсона по треw значениям шага: 

Р, 1 , fl<. = 0.5 flt , f1 3 =0.25·flJ. Нетрвдиционныw являетсЯ исnользова-
ние экстраnоляции по nарвыетру сингулярности 'l • Необходимым услови

ем эффективности такой экстраnоляции является регулярная зависимость 

nогрешности экстраnоли~оввнных по Ричардсону nриближенных реше ний 

6 !1) , что очевидно из графиков 6 /'t.) на рис . 2,3,'4 , 5 для числа 
неизвестных 1024 ; 512, 256 , 128 соответственно , где Д('t.) изображе

на сnлошной линие й . Поэтому, согласно исходным nредnоложениям, кривая 

/j ('1.) должна "хорошо" оnисываться функцией 

(3.1) Ift r1.J = А1 'Z-• т 81 'l4. 

Коэффициенты А 1 и 8t не зависят от 'l 

Коэффициенты для экстраnоляции no ~ находятся из системы: 

{

)J-t + )A.z + f'з = f, 
<~- ..,<~- N"-o )L 1 'Z1 f,flz ··z +,fi-з •J - ' 

f'si'Z1 +,flzl'lz" +_р;/7.} = О· (3 . 2) 

Экстраnоляцию nроводим no формуле 

(3.3) Л 'l =f'J А ('lt) +)-l1 А ('l z ) +"..Из А ('Zз). 
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Графики ~'~ ("l.} =~т- ,\'t для со отве тствующих nриближенных решений изо
браже ны на рис. 2,3,4 ,5 ирерывистой линией. 

Замечание 1. Из (3.3) следуе т, что 6 't 1 вообще говоря, зависит 

от ·7. 1 , z2 , 7. 3 • Но nринимая во внимание формулы: 

'1 - 1 ' 7 - .i. -L-- 1 ' 7. - _1_ -~1~-.."-
1 - R- 1 2 --R -R с - ,z-1 -E 1 3 -R -Е - 7.-=--j-E -t } 

1 2. t -cs t 1 l z J 1 г. 

можно считать, что д 't =д 'l ('Zt) 1 где t 1, С. 2 - nостоянные. 
Все расчеты nроводились для €1 = Ez. = 1 • 

Для ха рактеристики эффективнос ти двухnараметрической экстраnоля-

ции введем 

(3 .4) 

следующие величины: 

'l~ 

8=
1

1_, !to('ZJ/d'l, 
11 m'lm 

- 1 "t., 
Б~=~ f lofl C7.Jfd'l, 

'lm 

'l" 

r: =_i_ flo1('lJ/d7., 
U'! 'l"- 'tm 'lм 

ZJ =Б/511' 

~2 = 5AitS'l, 

~3 = 8/б'l=;:x:i.;:x:2 

Здесь 5,8~,57. 
решений . Численные 

таблице 1. 

- средние интегральные nогрешности nриближенных 

значения величин 8,бR,Б't,~t,~z,:l'3 nриведеныв 

Таблица 1 

к 4 5 б 7 
-
N 128 256 512 1024 
б 7,7·10-4 1,3•10-4 5,2· 10-5 1,6·10-5 

011 '5,9 · 10-б 2,4·10-б 3,7·10-б 4,5·10-б 
б't 7 , 2 · 10-б 21 1 • 10-б 1 ,12·10-6 6,3·10-7 

~~ 131,1 81 ,1 14,3 3,7 
~z 0,8 1,15 3,3 7,1 
~3 107,3 ' 93,7 46,5 26,2 

Замечание 2. 

Исnользование усредненных характеристик nогрешности (3.4) связано 
с тем, что функции fl('l.J имеют на отрезке ['lm , ·1.111 корень для 

всех сеток, кроме nоследней, nоэтому исnользование минимального зна

чения этой функции nриводит к слишком оnтимистическим выводам относи

тельно эффективности экстраnоляции тиnа Ричардсона. Наnример, nри 

't =1/17 для N =512 - Д('t)= 9, 7·10-9 
1 что явт~ется лишь свойством 

данной модели. 

6 

> 

Анализ nриведе иных в таблице 1 данных nриводит к следующему выво
ду: несмотря на уменьшение ве личины Je z с уменьшением числа неизве

с тных А/ , общая эффективность двухnараметрической экстраnоляции ~ J 
увеличивается с уменьшением числа 1V , чт о имеет ва&Ное nрактическое 

значение. 

Переnишем раз ложение ~ 2.2) с учетом экстраnоляции Ричардсона в 

следующем виде: 

(3.5) 6 -('l.J =с; 1 -~N -~+ cd 'l-s-N -s + 0('l- 6 N -1J +d1 'lf +dz7. 1 + O('z'). 

Очевидно 1 что nри фиксированном 'Z вклад слагаемого 

(с; .1 - fN-f + с; 1 -sN -з· + О('l -ь#-6)) 

в nогрешность f). ('1.) уменьшается с ростом чис ла N • П·оэтому экст

раnоляцию no 'l целесообразнее nри больших числах N nроводить 

без учета вклада от аnnроксимации по Х /3]. Рассмотрим две возмоа
ности. 

в) Коэффициенты экстраnоляции fi 1 / 2 находятся из системы 

(3.6) t t -t )-'-1 = i ' 
(, f -l 'Zt +)-l27. 2 -0 . 

Уточнение nроведем no формуле 

(3 .7) Л t =fit Л (7. , ) +;< 2 А r rz2 ). 

б) Для nолучения более высокой точности обратимся к следующим 

"трехточечным" формулам 

(3.8) {

flt + Р~ + )-lз = 1 , 
)Jt 'lf +)-12 'Z: •)'3 7} =о ' 
)Jt 7.: +)12 7.: jlJJ 'l} =о 1 

X1=fijЛltz, )+fL'l.A(7.2) +J-lзA('tз). 

Графики ддя абсолютных погрешностей приведены на рис. б. /6(~)/ со-
ответствует сплошная линия, 16 I ( '!) 1 - nрерывиствя, 16 2 ( 'Z) 1 
штрихпунктирная , N =1024 • Для анализа эффективности экстраnоляции 
такого тиnа введем аналогичные (3А) величины : 

7 
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- i '1" 
ор, =~ f /M?J/d'l. 

н т 'lm 
'll( 

61 = ~ L l.t:.l('Z)/d'l. 

- 1.. 'lн 
02 = rzн-'lm f /62 ('l}/drz, 

'lm 

(3.9) 

Д;пи N =1025 зrи веuчины равны 

S~t = 4,5·1о-6 • 
o.t .. 2,2·10_7 

02 = I·ro-7 

0.15 0.1 t 

~'l = б~t!б1 t 

~~'l = бl/52, 

:l?i = S"/бz= ~"· :x!l . 

~'l= 20. 
Х~= 21 ~ 
~:- 42 . 

'l 
Такu образом, из сравнеиии веnичин Z 2 х ~а cneAYer , чrо nри 
том ае объеме вычисnитеnьвой работы дан боаьаих значенll Л1 аксжрв-

8 

nолиции по 'Z. по формулам (3.8) ___ эффективнее экстраnолиции no 
формулам (3.2), (3.3): ~2-r/~2 :::6 • 

§ 4. MGHR -алгориw liВУХПараметрической экстраnОJIЯ!чm 

Проанаnизируем эффективность двухnараметрической экстраnоnиции с 

точки зрения суммарной вычислитеnьной работы. Дnи этого сравним рас

четное время, необходимое дпи получения одинаковой точности прибnи

аенных ре шеиий дм MG - и UЭ -методов. 

В UG -методе {3} дnя поnучения необходимой точности прибnмаенво
го решения вычисnяетси р максимаnьных собственных чисел. Зависи

мость счетного времени Т (в секундах) от величины R для р = 4, 
N =1025, Е =10~ изобрааена на рис. 7. Дпи nолуч~ния точности nри-

т 
1000 

1180 

тю 

J400 

1200 

1001 

~~ 

600 

+оо 

200 

01 s J.O J.J 20 R 
Рис. 7 

бuаевиоrо реwеиия, достаточноl дин двухnераметрической акстраnоnяцка, 

моаво nроводить реечеты дин р = i • Пр1 атом счетвое вреu т; ве од
ну втерацкю умевьuтся nрхбuэитеnьво в 4 раза. Завксоiостъ Т от R 
дли р= 1, N •1025 Jаобрааена ва рис. 8. 

Дин аффехпвиоl реаuзацu MGHR· -a.n'O.PJI'!'Ia выбреве BliЧИCUten-
иaя схема, в которой сочетееrся двuеuе по А -ypoвiiJUI с pecчeтiiQI 
дпи paauuwx виачеииl R i, i = i, ... , t • Дu i"' 1 npi118Bieтcs 

MG2 -urO.PJI'DI {3) nри р = f , а nри nереходе от R1· к R 1н QO-

9 
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водится экстраnоляция решения LlRi нв сетку с nараметром Ri•1 
nри самом мелком шаге Р, , т. е. н в самом высоком "уровне" По Р, , эв
тем исnользуется обратный ход nри фиксированном Ri•J с увеличением 

шаг в f1 ну:аное число рв э. Соотве тствующвя блок-схема nриведвив на 
рис. 9. 

В качестве начального nриближения берется набор случайных IV1 
чисел - U1R' • далее nри nомощи линейной экстраnоляции If nолу-
чается вектор u;• на 2-й сетке с числом узлов Nz 

U 2 (( 2к-f) = Jf( ц,) = ~( UJ. (е, k- 1) + Ll1. (t,к•i)); 1< = i, .. , N1;f=i, .. ,/o/2; 
LL 2 ( ( 2 к) = и 1 (е, к) . 

Для всех nоследующих сеток no Х исnользуется экстраnоляция no 
двум nредыдущим сеточным решениям: 

И т (е, к) = I =-J,m-2 ( Um -t ; llm -2 ) =(А) Pm-t Llm-L (t,к ) + (i- l<J)Pm-z Llm-z (е, 8); 

т -1 н - е- '1 · k -1 н. · 8- 1 ~., - G.) - f -, . .. , 1 - , ... ,р 1 - 1 . .. , m-1 1 -,-- -1 tlfm· z 1 -4-

Оnервторы Рт-1, Рт-г 
В RNm С ТОЧНОСТЬЮ 

RN,.,., RNm-2 
интерnолируют векторы из и 

О ( ~ 2) , согласованной с .nорядком аnnроксима-
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Рис. 9 

ции континуальной задачи. Нв каждой сетке с nомощью nроцедуры итери

рования nодnространства f3J решается задача /lmum-= Amum 
Экстраnоляция сеточного решения nри nереходе от R i-1 к 

Ri (Ri-J < Ri) nри самом малом ft осуществляется no форму-
ле линейной интерnоляции: 

UR, ( ljJ-J = :J/1 { UR1•1 ( Xjj} = й1 + йz ( 'Jj- Xj) + й3 ( 'J.i- Xj) ( ~ - {j-1); 

-- 1 ·' . и . 11 • х - -J· 11 - 11 . - !li. - g. = дь J - , ... , Nн 1 "j = J'Пi 1 J - 'Пi-J 1 n, - Nн 1 •·J 111..,- • 

Оnератор интерnоляции с nоследней сетки на nредnоследнюю nри фИксиро-

11 



ванном R i · : 

u~~-t (к J = R~-~ (и:' mJ ". и~' 12к); и:~~ (н,,_~ + i) = rz · и.:• ( N,., + 1 J,· 

' K=i, ... 1 Nн-J. j l=1, ... 1 IVн; N., =2"'. 

По окончав11и расчетов для всех необходимых эначеВIIй R;; i·i, ... , t j 
nри каждом фиксированном Ri nроводим экстраnоляцию nрибп:ихенных 

СЧ относительно шага ~ по двум (илИ· более) сеткам: 

1 f; н ( ).Ri 1 R; ) · 1 R; У. 1 Ri 
IIR = н,н-1 1'1; llн-t = {1 л н + 12 llн·t 

где {t 
1 
fl - известные коэффициенты экстраnошщии по Ричардсо

ну [5}. 
На ЭВЫ cDC-6500 решалась задача (1.5) для р= 1 , макскмапьного 

числа сеток Н =5, N н =256, 'lt =1/II; 'l2 =1/IO; 'l,J =1/9. Погреш
вость nриблкаенного решения nосле двухпараметрической экстраnоляции 

h~=I,9·Io-7, соответствующее счетное . время т~ =75,4 с. Применеине 
только зкст~nоляции тиnа Ричардсона дает аналогичную nогрешность 

6 =2,1·!0- nри затратах времени Т=595 с. TIT-r =7,9. Попучение 
nодобного ре зупьтата UG -методом требует значительных затрат машин
ного врекеНII (см. табпицу 1 и рис. 7), т~ 1,5 ч nри воськккрат

иом увепхченки необходимой nамяти ЭВМ (требуется Лlн =2049). 

§ 5. другие модкФикации MGHR -аnгоритка 
Экстраnо.ияцию по мелому nараметру 'l будем npoBOAJITЬ методом 

наименьмих квадратов. Представик разпоаение nрхблиаенного СЧ в ~~е 

(5.1) 1 -~ ~ "f -= Со + Ct 'Z + Cz 'Z • 

Будем кхнимиз11ровать по параметрак C~C t, Ct следую~ функциоваn: 

(5.2) 
n 2 . 

(/)(с.,с,,~2) =~()..(?;)- A~('li)) - mm, 
t•t 

rде n - чисnо исnопьзуеМЬIХ СЧ А J ( ?; ) • Пр11 зток. Со • будет уто
чвевнwк по 'l СЧ. Значение Со , попученвое тa!UUI образок, cna6o aa
BIICB'f oor чисжа n (см. таб;пицу 2) , где Ь. = 1 Со- Лточ l 

Табж111tа 2 

hfn)\ N 256 512 1024 

.ll(3) 4,4•10-7 1,2·10-7 б,l•I0-9 
~(7) I,8•Io-7 2,1·10-8 3•10-8 
.ll(II) 2·10-6 2,б·1о-7 5,8·10-8 
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Зависимость Af {1) ыожно фитировать nараметрической функцией 

(5.3) f('Z)=Co+C 1 Z • .;,+C 2 2 11 : (/)1 ::~1 {Al?i);[/7' Jl
2 

---min 

nри nомощи подnрограммы НПТ nакета прикладных программ НВООК. 

Эдесь c •. c1,Cz, d..,fJ - nараметры. При этом с~ есть искомое 

уточнение по ~ для СЧ. Результаты nолучились следующие: для 

N=1025 nолучим /). =4,3·10-9 (n =20), для N =512- l1 =1·10-7 

(п =15), для N=256,Li=7·I0-7 (n =II). 
Последний алгоритм nозволяет nри меньшей аnриорной информации о 

nоведении nогрешности nолучить nриближение к собственному числу до

статочно высокой точности. 

§ б. Выводы 

Анализируя результаты nроведеиных вычислительных эксnериментов 

(все расчеты nроводилисЪ на ЭВМ CDC-6500), nрежде всего, можно сде
лать вывод о том, что двухпараметрическая (дЭ) экстраполяция в. рамках 
двухуровневого итерационного процесса, исnользующего nредложенный 

эдесь сnособ движения no fl- и R -уровням, значительно снижает тру
доемкость численных алгоритмов для рассматриваемого класса задач. Для 

ыодели, выбранной nри исследовании, характерна асимnтотика СФ О(х-~ 

Х-. оо nри~ =3, которая является тиnичной для широкого класса ква
зиnотенциальных уравнений, где величина - ~ меняется, как nравило, в 

nределах 1 < d.. ~ Ч • Характерно, что nри уменьшении d.. относитель
ная эффективность экстраnоляции no nараметру R возрастает, т.к. уве

личивается nогрешность аnnроксимации по этому nараметру. Как ухе от

мечалось, учет членов более высокого nорядка в асимnтотике СФ nри по

мощи сnециальных базисных элементов nриводит к существенно нелинейной 

nроблеке на СЭ, которая уже требует nриыенения методов тиnа исчерnыва

ния. Эдесь естественно ожидать и значительного ухудшения обусловлен

ности матрицы .Л . 
В каждой конкретной задаче наиболее эффективный сnособ экстраnо

ляции может выбираться в широком диаnазоне, начиная от исnользования 

"точного" представления nогрешности на основе аnриорной информации о 

решении до "феноменологического" nодхода, когда все сводится к мини

миэации векоторого функционала на достаточно большом числе расчетных 

данных, nри определенном выборе аnnроксимирующей эти данные функции. 

Будучи более надежным, последний nодход является, очевидно, и более 

тру до емким. 

Реальную эффективность ДЭ можно оценить, no крайней мере ·, двумя 

критериямИ. Во-nервых, сравнивая вычислительную работу для nолуЧения 

заданной точности для UG- и MG Н R -алгоритмов, а также для nо луче-
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ния максимально возможной точности в рамках фиксировавной аnnроксима

ции и nри заданных ограничениях на ресурсы ЭВМ. 

Во втором случае было установлено, что точность СЧ, оцениваемая 

в векоторой интегральной метрике, nовышается в ~ - 10 раз дnя МGНR
nроцедуры, nричем Je увеличивается nри уменьшении размерности сис

темы N и для NJ. =128, N2 =256 составляет уже nрибпизитеnьно 
~=100. 

В nервом случае установлено, что для nопучения точиости СЧ nоряд-

ка Е:. == i. 9 · 10 _, UG-метод требует в~ 60 раз больше счетного време-
ни и в 8 раз больше оnеративной nамяти ЭВЫ, чем НGНR-алгоритм, 
nричем достшtеиие большей точности для UG - метода nрактически неосу

ществимо для дискретизации nорядка C)('~:J . 
Результаты уточнения СЧ nри nомощи минимизации сnециального функ

ционала на большом числе расчетных данных nредставлены в § 5. При та
ком nодходе моано извлечь наибольшую информацию о точном решении в 

рамках заданной аnnроксимации уравневия. 

В заключение следует отметить, что nредлагаемые в [З] и настоящей 

работе алгоритмы "обработки" результатов численных расчетов, nолучен

ных для большого набора различных nараметров дискретизации исходного 

уравнения, могут, nо-видимому, nрименяться nри решении широкого круга 

задач, в которых имеет место доста1очно регулярная зависимость расчет

ных величин от nараметров дискретизации, даже nри отсутствии информа

ции о явном виде этой зависимости. 
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Жидков Е.П., Никонов Э.Г., Хоромский Б.Н. PIJ-85-970 
Оценки эффективности двухпараметрической экстраполяции 

для одного класса спектральных задач с интегральным 

оператором на полуоси 

Проведены вычислительные эксперименты по оценке эффек
тивности двухпараметрической экстраполяции при численном 

решении одного класса спектральных задач на полуоси для ин

тегрального оператора. Предложена вычислительная схема для 

реализации такой экстраполяции, в которой оптимальным обра

зом сочетается движение по h- и R-уровням. В результате 

применении экстраполирующей процедуры можно добиться увели

чения точности собственных чисел в среднем на два порядка 

и уменьшения трудоемкости алnоритма на 1-2 порядка. 

Работа вьmолнена в Лаборатории вычислительной техники 
и автоматизации оачи. 
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Перевод О.С.Виноградовой 

Zhidkov Е.Р., Nikonov E.G., Khoromskij B.N. PII-85-970 
Evaluation of Two-Parameter Extrapolation Efficiency 
for One Class of Spectral ProЫems with Integral Operator 
on а Half-Axis 

The computational experiments on the evaluation of two
parameter extrapolation efficiency at numerical solving of 
one class of spectral proЬlems for integral operator on the 
half-axis are carried out. The computational scheme to rea
lize this extrapolation is proposed. The motion along h
and R-levels is combined optimally in this type of extrapo
lation. Due to the application of extrapolation proce~ure 
the eigenvalue precision could Ье improved twice on the 
average and algФrithm complexity decreases Ьу 1-2 orders. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Computing Techniques and Automation, JINR. 
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