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ВВЕДЕНИЕ 

В работе 11 1 предложен метод итера ций аль терни рующих подпро
странств /МИАП/ для ч исленного решения ча стичной обобщенной ал
гебраической проблемы собственных значений 

h т т 
Аь у = Л ВьУ , А ь = Аь > О , В ь = В h > О , / 1/ 

возникающей в резуль тате конечно-разностной или конечно-элеме нт

ной аппроксиt-1ац !'1 и спек тральных задач для самосоп ряженных положи 

тель.но определенных дифференциальных опера торов эллиптического 

типа. 

МИАП - это метод для одновременного вычислени я минимальных 

собственных значений и соответст вующих им собственных векторов 

при помощи минимизации функцианала Рэлея - Ритца зада чи /1 / по 

группам комnонент на последовател ь ностях вложеннЫх сеток . В ука 
занной работе этим методом были проведены вычисления значений 

энергий и волновых фу нкций дискретного спектра трехмерного урав 

нения Шредингера, соответствующего з адаче трех тел с кулонов ским 

взаимодействием . 

В данной работе доказыва ет ся сходимрсть сглаживающей проце

дУРЫ м етода на зада нной сетке nри самом общем оnределении альтер

нирующих подпространств . Р а ссмотре ны конкретные способы построе

ния этих подпространс тв и проведен ряд чи сле н ных исследований 

метода nри решении модельной трехмерной задач и Штурма - Лиувилля 

для оператора Лапла са . 

Приведена модификация метода для решения системы алгебраиче

ских уравне t11Uй 

АьУ = ь , Ь Е Е N /2/ 

и nроведены соот в етствующие численные исследования сходимости 

метода . 

1. МЕТОД ИТЕРАЦИЙ АЛЬТЕРНИРУЮЩИХ ПОДПРОСТ РАНСТВ 

Ра ссматривает ся задача о вычислении минимальных р собствен

ных значений О < Л 1 < Л 2 < ... <Л~ и соответствующих им собственных 
векторов У* = (у: ,у;, ... , у;) задачи /1/ . В дальнейшем индекс 
h будем оnускать Предполагаем, что собственные значения 

Л * , j = 1, 2, ... , р - простые, а матрицы А и В имеют простую 

с~руктуру, Обозначим через ЕР= span У * подпространство EN . 
в Е б Пj ( 1 Пj ) пространстве N рассмот рим q азисов Х = х i , ... ,.х i , 

8i~Jnrteишw~ вн~1 
IJt~BЪll вtc:eaoatUII 
БИБТtИСТЕНА ~ 
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k . . xi ~EN, ·k=1,2, .•. ,ni,ni +p < N, 
выбранных так, что 

a/EN= .LJ Е 0 .; 
1=1 1 

. n · 
Е 0 . = span Х 1 , 

1 
i =·1,2, .•• ,q . , 

б/Ер n Eni = 0. i=1,2, •.. ,q .• 
n1 n2 nq 

Условие а/ означает, что из столбцов матрицы (Х • Х ••• ~.х 
можно выделить полный базис пространства EN, а из б/ вытекает 
тот факт, что ни один из собственных векторов У;. У2 , ... ,у; за
дачи /11 не является элементом пространста Eni' i =1,2, ..• , q .. о..-
сюда следует справедливость утверждения: 

минимальное число Ритца р~ для каждого из подпространствЕni 
удовлетворяет неравенству 

pi1= min (Ах,х) / (Вх,х) > Л * , i=11,2, ... ,q . • 
x~En · p+l 

Действит~льно, из разложения векторах ~Е0 . , 
1 

N . 
х = I. а 1 у* 

k=p+1 k k 

/3/ 

по собственным векторам задачи /1/, сЛедующего из условия б/ , 
получаем 

N . 2 N . 2 
(Ах , х ) / (Вх , х ) = I. (а~ ) Ч / I. (а~ ) ~Л* +1 , 

k=p+1 k=p+1 р 

что доказывает утверждение. 

Выберем линейно независимые векторы Уо = (Yl'·Y~ .... ,y~ ), 
имеющие ненулевую проекцию в Ер• которые будем считать начальны

ми приближениями к векторам у~ , ••• ;у~ • 
Пространства 

Dj 
Eni+P =span(X ,У0 ) 

назовем альтернирующими подпространствами. 

Сглаживающий алгоритм МИАП состоит в следующем: 

1. Выбирается матрица У0 из начальных приближений к собствен

ным векторам yt , .. ~.у~ • 
2. Для m = 1, 2, ..... · р находятся числа и векторы Р11;rца · в альтер

нирующих подпространствах Е Di· . i =1,2 •••• ;q :. 
n·+p 2 . 1 ' Определяем базис Xm1 подпространства Е Dj -i<p. ' 

Dj+p Шj i-1 у о =у 
Xm = (Х , У m ), m m-1 

2 . 2 . Вычисляются проекции . матриц А и В в 

Ai = (Xni+P )TAXni+P Bi =(Xni +P)TBXni +р 
m m m' m m m • 

2. 3. Находятся минимальные р собственных значений О < 1-L~,i < 
m,i m,i 

< 1-12 < .... < 1-Lp и соответствующих им собственных векторов 

фi 
m 

2 

(ф m,i 
1 

m,i фm,i 
• ф2 ..... р 

задачи 

А~ф =р В~ф. /4/ 
i 

2.4. Получается новое приближение Ym к собственным векторам 
у~, ••• , ·У; задачи /1/ по формуле 
yi ·= xDi+PФi. m m m 

2.5. При i =q . полагается 

q 
ym+1 =У m • лm+1 = 1-1 m.q. 

J J 
j = 1.2 ... ~. р. 

3. При выполнении заданного критерия точности процесс пре

кращается, в противном случае переходим к пункту 2. 
Конкретные критерии точности приведем ниже. 

ГЛОБАЛЬНАЯ СХОДИМОСТЬ МИАП 

В монографии Д . К.Фаддева и В.Н.Фаддеевой 12 1 /с.410/ рассмот
рен метод групповой релаксации длЯ определения крайних собствен
ных значений задачи /1/.Там же доказана сходимость метода коор

динатной релаксации для вычисления максимального /минимального/ 
собственного числа задачи /1/ /с.405/, а в работе 1 31 доказана 
сходимость метода верхней релаксации при минимизации функциана

ла Рэлея - Ритца. 

Сглаживающая процедура 1-3 является обобщением метода коор
динатной релаксации, метода групповрй релаксации на случай одно
временного вычисления минимальных р собственных значений и со
ответствующих им собственных векторов. 

Отличительная особенность предлагаемого подхода состоит так

~е в том, что МИАП реализуется на последовательности сеток, учи

тывающих происхождение исходной проблемы /1/, что приводит к до
вольно быстрой сходимости метода. 

Имеет место следующая теорема о глобальной сходимости про-

цесса 1-3 . 

Теорема. Пусть начальные приближения У0 выбра ны так, что 

Л J .$ Л 0 j < Л j+l , Л J = (у J , А у0 ) / (у 0 , В у "' ), j = 112 , ... ,р . 
J J J 

Тогда последовательности 
m "" . 1 1"" IЛ j lm.,1 , J =1•, 2, ... , р, Ym1m= 1 

сходятся, и 

Л* = lim л~, j = 1 , · 2 , ... , р , У * = lim У m. 

/5/ 

/6/ 
J m-+ OQ m-+ CIO m . 

Доказательство: Последовательности lл j 1 := 1 монотон но убывают. 

Чтобы доказать это, воспользуемся минимаксным принципом опре-

деле ния собственных зна ч ений 14 1 ,. , 

з 



pf'i = min шах (А~ф, ф ) / (В~ ф, ф ), 
Sj ~Е Sj 

171 

где Sj- ПРОИЗВОЛЬНОе ПОДПрОСТраНСТВО 
n · +p . 

R 1 размерности J. · 
i i 

Матрицы А m и В m имеют вид 

A i y::tn,i-1·. у- m,i ,..1 
1 .... р 

. r.:m,i-1)T m,i-1 . . 0 Al=/ 1.У1 Jl1 ••• 
m 

•ll!:•l':•••••e:•········· 

(ym,i-1)T . 
р о .... m,i-1 

Jlp 

Bi 
m 

i -m i-1 ~-m i-1 
в у 1 • .. •• Ур • 

(y~m;i-1 )т 1 . О 1 •••• 

........ ················· . . . 

(y.in,i-1)T 0 ..... ; 1 
р 

Ai=(Xni )TAXni, Bi=(Xni?BXn\ym,i-1=(Xni)TAym,i-1, ym,i-1 = (Xni)TBym,i-1. 
. J J J J 

n · +р 
Рассмотрим подпространство S*jC R 

1 
. Sj= span(eni+ 1, ... ,eni+j) , 

где е k ' k=11,2, .. ;,j- единичный орт в Rni+P. Для вектора ni + 

ф E Sj , ф = ! f3k е n . +k , из /71 следует, что 
k= 1 1 

m,i i i · j 2m,i-1 j 2 m,i-1 
Jl j :f. шах (АmФ, ф )/(В mФ, ф) ={3 max/3 r- {3k Jl k 1 l 8 k ~ Jl . , 

ф ~s'!' 1 ..... . - 1 k=i J 
. J • J 

m,i-1 m,i-1 
так как р 1 .s; ... <f.p j 

m ~ 
Ввиду условия 151, последователь нос т и 1 Л: j ! m=I сходятся, 

и пусть 

m 
Л ,= lim Л j 

т-. ~ 

Лj .~л j < Ч+1 • j =1·,2, ... ,р. !8! 

Об ( m,i ф m,i ) . 1 2 . означим через Jl j , j , J = 1, , ... ,р собственные значе-

ния и собственные век mры задачи /3/ и представим ф jm,i в виде 

Ф m,i ( m,i m,i .. . m,i ) 
j = z j , a 1j , .. , •. а pj , 

где z r ·i Е · '.Rщ , a~ .. i 
Из тождества J 

j = 1 , ... , р - реальные числа, 

Am фm,i= m,iBi фm,i 
m J JlJ m J 

получаем 

Ai m,i- m,i Bi m,i ,g m,i c-m,i-1_ . m,i-Ш,i-1 )-о 
z . Jl · z . + ..._а . Yk Jl · Yk - · • J J J k = 1 k] J /9/ 

( m,i -m,i-1) m,i ( m,i - m,i -1 ) m,i ( m,i m,i-1 ) 
z j • У k - Jl j z j • У k = а kj Jl j - Jl k · ' /10/ 
k=1, 2, ... ,p . 
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Кроме этого, из /9/ следует, что 

(Ai фm,i фm ,i ) _ m,i (В i фm,i ф m,i ) = О 
m J ' J fl J m J ' J ' 

(B i фm,i Am,i ) " . k 1 2 m j ''+' k = и jk ' J' ~ ' , ... , Р . 

С учетом /9/ и /10/ тождество /11/ преобразуем к виду 

(Ai Z m,i m,i ) _ m,i (Bi m,i m,i ) 
j ,zj P. j zj,zj + 

j- 1 · 2 · · 1 Р · 2 · m i 1 + ~ ( Ш,l ) ( Ш, l_ Ш,l· ) ~ ( Ш,l ) ( Ш,l- • • ) = ..._ ak . fl · Jlk + k ak . JlJ p.k 
k= 1 J J k= j+ 1 J 

= ( m,i )2( tn,i-1 _ m,i ) 
а JJ Jl j Jl j • 

/111 

/12/ 

/13/ 

Ввиду того, что правая часть в /13/ стремится к нулю приш ~ ~. · 

1 m,i 1~ l m i1 ~ 
последовательности zj m~ t' akj. lш= 1 сходятся,и можно обозна-

чить 

i 
1
. m,i i 

1
. m,i 

Z . = IШ Z . , а k . = IШ ak · 
J ш -. ~ J J m .. ~ J 

j. k = 1 . 2 . ... ,р . i = 1. 2., ... ,q . 

При этом имеем 

i i i - i i i j- 1 i 2 - -
(А z J. ,z J. ) -AJ· (B zJ. ,z

1
. ) + l (ak )(Ai-Ak) + 
. k= 1 J . 

р . () - -
+ l (а~ )"' ( Л i- Ak) = О. 

k -" j+ 1 J 

/14/ 

Положим в /Jll / j = р. Из условия / 8/ Ар > лk. k < р, . а из /3/ еле-
дует, что 

i i i - i i i i i - ~ i ~ i ~ i ni i 
(А z Р , z ) - Л .Р (В z Р' z Р) >- ( р 1 - Л Р ) (В z Р , z Р ) , z Р = Х z Р 

Так как В- положiительно определенная матрица, р~- Ар > О, из /14/ 
получаем z~ =0, akP = O, k = 1, ... ,p-1, i = 1, 2,.· .. ,q, а из условия 
нормировки /12/ а 1 =1 " Кроме этого, из /12/ следует, что все . рр 

числа а~р= О , k < р. В таком случае в /14/ при j = p~1 остаются толь-
ко неотрицательные слагаемые, и следовательно, z~_ 1 = О , а~р- 1 =О, 
k ~ p-1,a1 P_ ·1 P_ 1 =1 . Продолжая аналогичным образом, получим, что 

все z~ =0, a1k= дjk , j,k =1, ... , р, . а это означает, что последо-

ва т ет .. нпсти 1Ym!:=1 сходятся, и пусть 

У = limYm. 
Ш->оо 

5 



Устремляя m-+oo в /9/, получаем 
D· Т ~ - ~ 

(Х 1 ) (А у j - Л j В у j ) = О, i = 1,2 , ... ,q .• 

Но из свойства а/ следует 

Ayj-ЛjByj = O, j = 1,2, ... ,p, · 

а это означает, что число Л j и вектор yJ 
дачи /1/, Так как в интервале[Л j. Лj+ 1 ) 
чи /1/, кроме Л * • то имеем 
- · '"" J 
Л j = Л j , yj = Yj , j = 1, ••• ,р . 

Теорема доказана . 

являются решением за

нет и ных решений зада-

Здесь не у ста навливается скорость сходимости алгоритма 1-3, 
так как рассмотрено самое общее определение альтернирующих под

пространств. При конкретном выборе этих подпространств ~ожно 

оценить скорость сходимости метода, как это делается, например, 

в работе~ ( Метод, использующий последовательности сеток, тре
бует рассмотрения совсем иных задач, и в данной работе этот во

прос' не затрагивается. Здесь проведе но толь ко численное исследо

вание скорости сходимости на последовательности сеток на при- . 

мере модельной задачи. 

3 . ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ 

Рассмотрим модельную задачу 

- ~u(x) = Лu(х), /15/ 

.i.L I =UI -
дх1 Х1 =0 Х1-1 

д дu дu 1 1 - о u 1 - 1 = - = u -1 - . -- - -- д х3 дх 2 Х2=0 дх2 Х2=1 Х3 Х3=0 / 16/ 

Алгебраическая проблема собственных значений в рассмотрен

ных примерах получается путем аппроксимации задачи /15/-/16/ 
методом конечных разностей и мето~м конечных элементов. Раз
ностная схема имеет точность O(h2) ( Схемы метода конечных . 
элементов используют трилинейные лагранжевые элементы на парал

лелепипедах /точность схемы O(h2) 1, и триквадратичные лагранже
вые элементы /точностьО(h4) / 141. В работе 111 задача /15/-/16/ 
решалась при помощи последних двух схем, подпространства МИАП 

определялись узлами сетки по плоскостям, параллельным плоскости 

О.х1х2. 
Естественным базисом пространства EN назовем базис, состав

ленный из его ортов. Подпространства МИАП для решения разност

ной схемы строятся следующим образом. Номер k каждого узла сет

ки определяется тройкой целых чисел o1.i2,iз~ 

k = i 1 + (i 2-1)N1 + (1 3 -1)N1N 2• · 

6 

где Nf - число незакрепленных узлов по оси Ох е. Шаблон разност

ной схемы представляет собой семиточечный крест . Все номера ра
зобьем на две груnпы 0 1 и 0 2: 
О 1 = 1 k ; i 1 + i 2 + 'i 3 = О (mod 2 ) 1, О 2 = 1 k ; i 1 + i 2 + i 3 = 1 (mod 2) 1 

и каждому элементу n Е О1 сопоставим в соответствие орт 

е 0 EEN. Совокупность ортов, определяемых элементами множеств 
О 1 и 0 2, ·оnределяют два подпространства En 1 и Е 02 МИАП . Здесь 

n1= n2=N.-2, · если N- четное, и n1=[N/ 2], ·n 2=n 1+1, если N- не
четное , Определив таким образом подпространства метода, мы,ка

залось бы, ничем. не упростили задачу, ибо порядок матриц А~ и В~ 
стал равным n1 +p, i = 1,2 , т.е.остался достаточно большим.Внима
тельное изучение структуры матриц А 1 и В 1 показывает, что они 
являются диагональными, 

А 1 
= diag (а00 ), · В 1 = diag (Ь nn ). 

n ~ Gi n ~Gi 
Таким образом, к решению задачи /4/ можно применить методы, 

основанные на обращение матрицы А~. такие,как непрерывный ана
лог метода Ньютона~~ метод обратной итерации n ~ метод итераций 
подпространств 181. 

В работе используется последний метод, так как он позволяет 

одновременно вычислить мин~мальные р собственных значений и соот

ветствующих им сqбственных векторов задачи /4/ . Этот метод по
следовательно применялея авторами к численному решению ряда 

двумерных спектральных задач квантовой механики~ ; и электроди
намики 110 1. 

Исследование сходимости МИАП при численном решении задачи 

/15/-/16/ с таким определением подпространств метода проведено 
на последовательности из четырех сеток с шагом h = 1/4, 1/8, 
1/16, 1/32. На сетке с шагом h = 1/4 решение задачи /1/ осущест
вляется методом итераций подпрос!:ранств n ( Полученное решение 
интерполируется в узлах сетки wь 2, и используется задача /1/ 
как начальное приближение МИАП . Дальше снова решение Интерполи
руется в узлах wь/4 , применяется МИАП и т . д. Вычислялись одно
временно (Л* ,у*) и <>.f·Y~ ), которые для задачи /15/-/16/ равны 
Л*1 =rr2/2. л~ =~!Т 2f2. у1 = cos rrx1 / 2cos rrx 3' у~ = cos" Х/2 cos 7rX2COS rrX з/2 • . 

Критерий точности · для прекращения итераций МИАП имеет вид 

( = 10- 5, . m max у . < Е , 
1~j~pJ 

m 
Yj= max 11 zm.i 11 • . 

1 s;.l ~q J с 

что гарантирует точность по собственным значениям1 порядка Е 2111 

В табл,1 . показана сходимость метода при использовании раз

ностной схемы. Введены обозначения 

m m m mll rj = II AYj -ЛJBYJ с' 
m m m+l 

S J = 11- Л/ Л J 1 . j =1,2, .. ·.,р. 

Все вычисления проведены на ЭВМ ЕС-1061 ОИЯИ (скорость 
~ 2•1о-6 onep,/c). 

. 7 



Таблица 1 

N m 1 о~ 1 у f 1 r r j о_~ь 1 у~ 1 . r r 1 t" 

В та§~ . 2 иллюстрируется сходимость метода на последней сетке 

с N = 33792 . 

Таблица 2 

m -----ут----,-- -в-т---
1 2 

, Проведены ч и сле нные эксперименты с целью выяснения зависи

мости сходимости сглаживающего алгоритма 1-3 на сетке с 576 уз
лами , 

В табл.3 показаны результаты вычислений с приме нением: 

- МИАП на сетках с N = 80 и N = 576; 
- МИП с N = 576 . Начальные приближения выбираются подпрограм-

мой SSPACE 171; 

- сглаживающей процедурой 1-3 с начальными приближениями 

_ Л01= 4,98 , Л02 = 14 , 8, Y~=(l-xi)(l-x~), Y~= Y~(1 + 0,516cos77X 2 ) 

Л01= 30,94 , Л'?= 4 7,25 , у~ =COS 17X/2COS 77 Х/2 + 10х 3 , у ~*=y~COS77X 2 
и времена центрального процессера для решения этих задач . 

Таблица 3 -- ------------ш - --·- -
,r2 1~ 

а.,1rоЕитм 1-3 
,\

0
- 98 1 74 1 0 , 59(-9) 1 0~1::3 (-9 ) 1 О , 44 ( - 5) 1 О , З6 ( - 5) \357 
с ' ло =14 . 8 

а.,Ч-говитм r - 3 
1 O,II ( - IO ) 1 0 ,48 (-9) 1 0 , 49(-5) 1 0,40(-5) 1470 л~ =З , 94 1100 

л о =47 , 25 
2 
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Видно, что при вычислении решение задачи /1/ на заданной сет
ке МИАП требует меньше времени, чем метод итераций подпрост
ранств, а алгоритм 1-3 сходится даже в случае, когда начальные 
приближения не удовлетворяют условию /5/. Число итераций, необ
ходимых для достижения заданной точности, из последних двух 

строк табл . 3 согласуется с оценками 131 для метода координатной 
релаксации. 

В табл . 4 приведены результаты вычисления собственных чисел 
по разностной и конечно-элементной схемам. 

Таблица 4 

МКР-схема O(h2) 1 МКЭ-схема O(h2) МКЭ-схема O(h2) 
ь--N ль 

1 ,\2 

8С 4,871710 14,244293 

576 4,918968' 14,662388 

4352 4,930840 14,768776 

33792 4 , 9338II 14,795491 

Л\ = 4 1934802 

t------ -----
ль ль 

1 2 

4,998540 

4,95С677 

4,938767 

Л* 2 

I5 1385I82 

14,947758 

14,840121 

14,804407 

ль h 
- 1 л2 

4,937329 14 1 88П76 

4 1 Ю4964 14,809623 

4,934812 14,804740 

Полученные результаты показывают, что вычисленные собствен

ные значения для разностной схемы приближают снизу собственные 

числа задачи /15/-/16/, а вычисленные по НКЭ- сверху. Таким 
образом, получаем двухстороннее приближение к собственным чи
слам этой задачи . 

4, ПРИМЕНЕНИЕ МИАП К РЕШЕНИЮ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИй 

Рассмотрим задачу /2/. Известно ~~ что решение этой задачи 
эквивалентно нахождению минимума функцианала ошибки 

J(y) = (Ау,у )- 2(Ь ,у), /17/ 

и следовательно, имеет смысл задача о вычислении этого миниму

ма при помощи МИАП . 

Пусть минимум /17/ достигается на векторе у*. · Выберем под
пространства En. , удовлетворяющие условию а/ из разд. 1 ,а вме.сто , 

условия б/ потр1ебуем, ч тобы y* !~Eni • i=1,2, ... ,q . 
9 



Сглаживающий алгоритм МИАП для минимизации /17/ имеет вид: 
1, Выбирается начальное приближение 
2 • Для m = 1,... i . . 
2 . 1 . Вычисляется решение Фm = (z~, а~) задачи 
Ai ф i = l)i 
ш m m' 

где 

( 

Ai 

А~= (у~· 1 ) т 
yi-1 

m 

ai-1 
m 

) -j 

bm 

i-1 (А i - 1 i-1 ) 
am = Ym , ym ' 

ьi-1 = (Ь i-1 ) 
m •Ym • У~1 = Ym- 1' 

2.2 Определяется 
yi = xni z i + aj yi-1. 

m ш m m 

2.3. При i =q полага е т ся 
q 

у 111+ 1 = у ш' 

3. При выполнении к ри те рия точнос ти 

max ll zi 1\ < ( m С 
1,$ i ,S q 

· ( (Xni )тЬ) • 
ьl-1 

m 

у~-1 ~ (Xni )TAy:n-~ 

итерации прекращаются, в п роти вном случа е п ереходим к п . 2. 

/18/ 

Рассмотренный в этом п а ра гра фе алгоритм 1-3 не совпадает с ме

тодом групповой релак сации '2 / /с . 264/ , так к а к т ам он совпадает 
с блочным методом Га усса - З ейделя. 

Проведене численное р ешени е задачи 

-l:! u(x) = f (x ) /19/ 
при граничных у словиях /16/, для различ ны х п ра вых ча стей . Иr.поль
зована разностная схема решения задачи /1 9/ , и соответствующий 

способ определения подпространств En 1, ка к в разд . З . О тметим, 

что при i +m> 2 
ai-1= ь i- 1 = (h i , Ф i ). 

m m m m 

Рассмотрены следующие функции 1' (х ) в правой ч ас ти / 19/: . 
f 1 (х ) = 3 11 

21 2 cos 11 х /2 cos 11 х 2 cos 11 х 3 , 

r2 (х) = t • 

fз(х) = l 1, 0,25 .s х 1 , х 2 , х 3 s; 0,7fi, 
о . 

Решение задачи /1 9/ с f = f 1~ ) е с ть функци я 

U = COS 17Х /2 COS 17Х 2 COS 17 Х З / 2 . 

В табл . 5 
ыhl4 , си h/8 

методом 181, 

треугольная 

матрица . 
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h '2 n риведены результа ты ра сч ето в на сетках (L) 
11 • ы . · 

с h = 1/4 . На сетке ыh задача / 2/ решала с ь прямым 
использующим разложение ма трицы А = LDLT; L - нижняя 
мат рица с едини цами на диа гонали , D - диагональная 

Таблица 5 

-- ~----- -· · -----_"..__.. ____ , ·------· ... _ .. _ .... 
f 1(x) .1 r2 c:_) . _ r3 (x) 

N m rm II Y*-Yшl l с t ,~ m rm t" m rm t" 

0.29(-15) 0.39(-I) 1 0.16(-15) 1 О.П(-15) I 

5?6 5 0.15(-5) 0.9?(-2) 5 12 0.59(-4) ? I? 0.45(-4) п 

4352 4 0.19(-5) 0.24(-2) 18 8 0.21(-4) "4 I8 0.32(-4) 5I 

33?92 4 0.2?(-6) 0.60(-З) IЗО 4 о .. 55(-5) ~5 9 О.П(-4) 90 

Различия в колонках, указывающих на время вычислений, объяс
няются тем, что значения функции f(x) в точках сетки каждыi1 раз, 

когда это необходимо, вычисляются из достаточно сложноt1 формулы, 

что nривело к соответствующему увеличению времени счета. Как 

видно из табл . 5, метод сходится достаточно быстро на последо

вательностях вложенных сеток и может быть применен к решениt:> 

практических задач . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрен МИАП для реwения обобщенной алгебраиче

ской проблемы собственных значений /1/ и системы линейных урав

нений /2/ . Доказана сходимость сглаживающей процедУры метода 
при самом общем выборе алыернирующих подпространств. Проведе

ны численные исследования сходимости метода при реwении модель 

ных задач, которые показывают, что предложенный метод позволяет 

весьма быстро находить реwение задач /1/ или /2/ Для матриц до
статочно большой размерности N. 

Авторы благодарны Ю.А.Кузнецову и И.В . Пузынину за критические 
замечания и поддержку на протяжении всей работы. 
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