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Цусть задан обобщенный полином 
1'1 

~ (х ) = ~ aJ Ч'j(х) (I) 
J=O 

tJ 
по произвольноЯ чебышевекоЯ системе базисных функuиЯ i Ч'J сх J) J = 0 

с действительными или комплексными коэфtмuиентами 1 Uj JJ~o , arv #о, 

имещия действительные или комплексные нули 2 1 , l 2 , • •• , 2 m с 

краткостями f>1 , р 2 , • • • , f> т. соответственно, ( '2? / J = f\1 ) 

т.е. J 
1 

1 (j\- f) . (fti) . 
р/11 ( 't L ) = ~ ( l L ) ::: " . = Р" (l i ) =. о ' PN Cl, ) f: о , L = {, 2. " . ' т . ( 2) 

В ряде частных случаев задача о нахождении всех нулей полинома 

(1) решена достаточно полно. Здесь остановимся только на методах, 

имеющих кубическую скорость сходимости. Для индивиJ!ального поиска 
какого-нибудь простого нуля функuии j (x ) Обрешков •2/ предлагает 
метод 

/Kfl ]= Х[К)- f (Х[К]) /[ f {XCK]) -1 f (ХСК]) f '(/K]) 1 j '(/К])] , 
(3) 

1< =о, 1, 2, .. . • 

В случае, ~огда J (x ) -алгебраический полином, т.е. имеет вид (l) 
с Ч] (х ) = xJ , j "' о, 1. 2, ... , !v' , весьма эфtlективныя аналог мето-
да (3) для одновременного нахождения всех нулей полинома PN (x J 

( если они простые) предложил Эрлих/7/. ~го метод можно записать в 
виде/3/ 

~K"J_ ~кJ R ( [KJ /[Р '( скJ) _ !__ n (X·lкl) Q'' (xlкJ) jQ' (/кJ)} 
X L - XL - N х i ) N х L 2 t'N L к L 1( L ( 4) 

11 
t=1, 2 , . .. ,JI/ ; К = 0,1. , 2 , .. ,, 

где Ql<.(x ) = П(x - x )к J ) . 
J=1 

Метод Эрлиха (4) имеет более широкую область сходимости, _ чем 

метод (3), зарекомендовал себя как один из лучших и вызвал ряд даль­
нейших его модификаиий. В случаях тригонометрических и экспоненииаль­

ных полинома в (простые нули) в работе/3/ раэрабо,.аны аналоги метода ( 4). 
Несомненный интерес представляет обобщение метода Эрлиха для полино-

ма ( I ) в случае, когда { t.fJ (х J J
1
:'o - произвольная чебышевекая 

система. Обобщение такого рода нам удалось получить в случае, когда 

все нули полинома (l) простые. Оказывается, однако, что, следуя ме­
тодике, развитой в/6/, где рассматривается метод с квадратическоЯ 
скоростью сходимости для одновременного нахождения всех нулей полино­

ма (1) , метод (4) можно еще обобщить и на случаЯ нулей произвольноЯ 
кратности. 

В этой работе мы предлагаем новый метод для одновременного приб­

люкеиного нахождения всех нулей полинома ( I.) •. который по своей вычис­
t -~ 



лительной трудоемкости соизмерим с методом/б/, так как при его nриме­
нении нет необходимости в nеренормировке nолинома (!), но зато имеет 
более высокую (кубическую) скорость сходимости. Настоящий метод мож­

но считать обобщением метода Эрлиха (4) в двух наnравлениях: nервое 

- nроизвольность чебьппевской системы { cfj ( х > J [: 0 и второе - nро-

извольная кратность нулей nолинома no этой системе. Воnрос об оnреде­

лении кратностей нулей обобщенного nолинома остается открытым. Отме­

тим только, что в важном частном случае алгебраического nолинома в 

работе/4/ nредложен nростой и эффективный метод для оnределения крат­
ностей его нулей no его коэффuиентам. 

Для краткости введем обозначения: 

[

Lf0 , Lf1 , ... , lf.v ~~f 
М X , l 1 , . . • , 2"') -

l' } 1' ... 1 р,., , 

<fo tX) tf.1( x) .. . . . . . t.fN (Х) 

tf
0

( l,) t.f1 \z,) . · · · · · · tfN (:l ,) 

Ч'~ о. ,) Ч'/ cz. ,) . .. . · · <f: о. 1) 

f:j~- 1l:; i(pl-- l~;_ ; ) .-. . - . ;;:·(>;_~ ) 
- · - - - - - - - - - - -
\f

0
Cl m) Ч' , ( l ",) ' · · · · Ч'N Cl m) 

t.f~(l "..) t.f;( t.", ) ...... lf~ (l т) 
- -- - -- - --- - - -- -
!prn -1) , р . .., -11 1 r/Рм -1 ) 

tf0 ll".) tf1 (l", ) · · · · У !V ( z.",) 

[ 

'f'o 1 tf, 1 • • • , tf N j [ !f' О , tf 1 , " • 
1 <./' N 

D Х , l t, ... ,'i", =.det М Х, l , , .. . ,lm 

1 , J;t, .. · 1f'm 1, j!J , , '• • •J"пl 
Итак, рассмотрим следующий метод 

LK+-1 ] {К] P. ( J!i - 1) [К} f'p f.J!i ) [К] 
Xi : Xi. - N (Х i ) ,у (Х i ) 

_1 (ft;- tJ ( f'i +1) 
2. р/'1 ( XL.KJ ) Q K (XC{J) 

' (д Q r <>( L KJ 
" x i. ) 

/.. = f, 2. , .• . , t n , К = 0, 1 ,2 , ,, . , 

1-t < а> 

где х~кJ - к -тое nриближение к t -тому нулю l i. полинома (Т ), 
а Q к (х) - обобщенный nолином порядка N no этой же системе 
f tfj ( Х)} ~ , который nредставлен в виде 

J - 0 

r 

lfo , tf, 1 • • • , tf N 

[ K l [К) (б) Q к (х > = D х , >< 1 , , •• , х т 1 . 
1 , } t , '' . ' _р ", 

J [К] [l(j { >_/ 
Очевидно, G к (х) имеет в качестве нулей числа Х 1 · , ~z , .. · , х т 

с кратностями } 1 , J z, ... , Jb т v соответственно . Предnолагаем также, 

что базисные функции { tfJ ( х J J j = 0 - достаточно г ладкие. 

2 

-~ 

При } 1 = j3 2. =" ·=jт= i и 

nолином Q к ( х) ( б ) является 
nолучается метод Эрлиха (4). 

j . N 
Ч'j (х) = х , J ~ О, i, · · · . обобщенный 

оnределителем Вандермоида и из (5) 

Формула (5) удобна для nрактического nрименения метода. Для 
обоснования его сходимости, однако, необходимо (5) nреобразовать в 
более удобную <Jюрму. Именно, из обеих частей ( 5) вычитаем ?. i и 
используем , что выnолняются (2) . Тогда (5) заnисывается следующим 
образом: 

. . l.ri ) _ l (A'· I) ,1 l KJ 
[Kf1] [1(] (ftc - 1) [ KJ (,А - 1) lK] - _ [f) tY~ IX, ) ! . f)i+ l) ] -1 

x i -I; =xi -r ;_ -[P,v Cl1 >- Р,., о , )] ~ rx, J .<- ~ ( х, JW''(xf"JJ . (7) 

n rp; - 1) скJ t jJ; - 1) 
К разности r N ( х i ) - Р N ( r i ) nрименяем теорему о 

конечных приращениях и выделяем сnрава в (7) общий множитель 
LKJ 

Х i. - t i. • Тогда (7) nреобразуется к виду 
,j\ 11) i] А ( А ') 1 (.fJ.--1) 11 [ К]) -

[ 1<'+ 1} [ К] IJ'< ) [ К] J'< [ !<} -- 1 U ) \Jf к ( Х' х ; - z., =(x, -Z:J {f-P,.,. С§ , J[r;, rx, J :~.Л 1х , >Q'/' '
1
PJ;] , <8 > 

L кl Lк J • • 
где ~ i t:' ( Xi , i':t.) , L = f, 2 , · . . , П1 • 

Исnользуя еще раз (2 ),(8) можем записать слецующим образом : 

LK+O Q(P.-1 lкl Гпrм с к; _ p f ftiJ( с к1 . 1_ Q t}, •1! скJ Гп!А· 1> r l() _ ,.,/J,-1) . J 
Х · _ = (/Кl_ > 2 к rx, >U·I( ! К , ! N s, )J к rк , JLr/( rx, J f-lN l t:,J 
' r., ' l , 2 Q rAJr /кJ, p !li!r;;ю) _QO' •I!(i•J; fp_ !J!, - I J rкJ _ Р. 0 ;-IJ( · ) J 

к 1 1'1 ' /( ' L· 1'1 (Х , ) 1'1 l:, 

P( fi;J [К ) p f AJ [ К] (9) 
Применяя снова к разностям N (Х i ) - лt ( 5 i ) и 

р ( j> j -1} [К} р ( J3 i -1) 

1'1 ( Х i ) - лt ( l i ) теорему о конечных nриращениях , из ( 9) 
получаем 

[К + !) [ !( ] [К] {К) 
х 1 -=t; = (X; - t.; ) sc , / 11, , (IQ) 

где 

[ кl />(fi<J [кJ P. rj; +l}[кl ( C•J -r- [кJ_ ) Q (j;+J) [кl p{j; J [кl ~ rкJ _,
11 Q i = <Хк (Х;) N ({Ji) Xi -) i. - .:. ( Xi) N f f ; J1X'; - l, .v<-,(11) 

[кl Qr),) скJ р fЛ> СкJ _ / / A • li( {кJ p rJ3~>( ~ C"J) ( ~кJ _ · ) /. L1 i = ~ (Х , ) N (Xl ) L\' К Х , ) N >< Х , l, Z (I2) 

и 
[К] Е ( [к l '/:[К} 

? i х i ' 3 i ) i. = f,2 , .. . , т . 

В дальнейшем докажем лишь теорему о локальной сходимости мето­
да (5) . Поэтому nри условиях локальности, т.е. nри достаточно 

[ !< ] 
близких х, к соответствующим t: , , можем считать, что 

( 
[ К] 1 [К] [К] def О [К) 

х с - l ,) 2 ~ х, - f , = с, , ~ =11 2, . , т и , следовательно, 

[Kl"'{Q( f> i )( /K} n (}i+l() [!() _ Q (}i +1( ~/.']) p (AJ(f[КJ· 7 l~l(] 
Q i ~[ l l ) lft ?, ) к Х, N ,)jL . (13) 

3 



Имея в виду (6), можем записать 

Q (.fli) {KJ p(}i+~) [Kl _ r/Ji +!) [ кJ р (};) [К] 
(I4) К (Х' i ) N ( 7 i ) С.Х f\ (Х i ) /'{ ( S i ) = 

1ol}i +1) ск1 , 0 1fl;>~) [ кJ pl}i+l) сКJ 
1 0 (Xi) .•. l t~ ( Xi ) N (pi) 

/f'tJ ш ,п()iJ [1(] 

lfo (Xi) ···'N (Xi) 
pj/i~§;кJ) 1 

)
N+> 

=Н { 
,v(f>iJ(/KJ) , vf.Jii! {К] 
1 о с . •• 1 N (Х, ) 

, г (/KJ) о /? (Х [К]) 
'1о 1 ••• 1 N 1 

lf 1 (X[KJ о 1 ) lf~ (Х~к1) 

· ,.(J",-1) liO 1 J.Pm-IJ С кJ 
Ч' о ( Х т ) " , 1 rv (Х "' ) 

о 

о 

о 

о 

, о!~; н) W , orPt>~J ш 
1 о (Xi ) • , • 1N (Х l J 

[К) [К] 

'fo(X,) ... 'fN(x, ) 

о 

о 

1 [Kl 1 [ 1(] 
<f'0 (X 1 ) .. . tfrv(XI) О 

, 0( j>m-1) с кJ ,01.ft,.-l) [1/J О 
'fo (Х m) .. . Т N (Х'" ) 

В первом определителе в ( 1 4) умножаем первые N + i - столбец 

1; 
J 

на - а о , - ц,, . · · , - и.N соответственно и добавляем их к последнему, 

N+ 2 -му столбпу, а во втором определителе - меняем места двух 

первых строк, и,таким образом,правую часть (14) можно записать в 
виде одного только определителя: 

( j>i tl) [К] cp tJ\ t1)(/K) p l .f'it 1) [к! р l./31 +1) [К] 
lf (Х i ) ..• 

N ' 
rv 1? i ) - N (Х l ) 

'f CS''\/кl) if iA> 1 Xщ) О L • • • N L 

p l}iJ ( J O<l ) _ p_ i.~ i ) ( X [KJ) 
tv' L N ' 

N+3 1 Lf [К) if: [1(} PN 1 It) - PN ( Х с,кJ) 1 (15) 
(-1) о ( Х 1 ) о • • rv (Х 1 ) 

lf' ( Х ек] ) !f' (XUJ) D 1 .. • N 1 
р~ ('t , ) - р; ( х~кз) 

- - - - - - - - - - - - - - -
.piJ'rn-1) [К] 'f(ft., -<J [К} 

о ( Xm ) .. , N ( Х,.,) 
p{ftт - J) 

N (l",) 
p (J' .., - i) [К} 

- N (Х", ) 

где снова использовали (2). Ко всем разностям последнего столбца 
(!Б) применяем теорему о конечных приращениях и он преобраэуется к виду 

{p
(f>i -t2) [К] [К} [К} p(Ji t1) [К] [К] [К] 1 [К] . [К] (ft,} [К] [ KJ.. 

н ()L ){?i -Х, ), 1'1 Cfi ) ( ji -Xi J,f?" ( f11 )( l1-X 1 ), .. . ,f?.t (f,_p , ){t.1- X1 J , 

р 1 Скl ею p (ft",) скJ cio } т 
, ... , N(Jm1){l.т - Xm), ... , N (fm;) (Zт-X m ) ' 

[К} [К] [К] [ Kl [KJ • о 
где )i Е. (?i. , xi. ), faE ( lL,\ ), L = 1,2, .. . ,m; f.= J, г , ... ,p, о 

Таким образом, используя преобразованкый опредепитепь (15),оконча­

тежьно nопучаем, что 

4 

~ 

'i 

!f{J'>i +1 ) [К) 
( Xi ) 

tf/.J!>i + 1) скJ 
• • о N (Х i. ) 

p(Jii+ 2i3"m ( с•-!_хскз) 
"' i ) ?i ' 

tplf'<) [К} 
о (Х i ) 

• • о lf' {jO i) ( X(K)) 

N ' 

p (Jii+1) [К] (f["J [ К]) 1 
N (2 i ) i -Х i. 

1 [tJI w 11 CKJ о •• <ft~ (хс/ 1 > р~ (5~~1) ( lt- х ~к;) 11 Qi. §/Хс - lJ tfo ( Х 1 ) 

lf~ (X~KJ) 1 (!(] р" (}[К]) (?. - )([КJ) •·o· lfN(X1) 
" 12 

1 
1 

, 0(~т- О скJ , 01j>т-1) [!::l 
1 о (Х м ) · о • 'f N ( Х "' ) 

p(J3m() ~[К] ( [К] 
N 5тj) l",-x",) 

Лемма: Дусть 

L(c) = min 
[ .,1,2, . . . )m 

i.nf 
/~i - I j/<C 

j=1, 2, . .. ,m 

1 
d .Л ~- [<Ро, <f1 ' ' ' • ' lf N]ll 
dxA D х,~,, ... ,~", . 

i,p,, . .. ,jm =~i 

(!б) 

(l?) 

При достаточно маJiом С > О величина /.,(с ) строго положи-

тельна. 

Доказательство: Определитель в (1?) как непрерывная функuия от 

своих элементов, при достаточно близких ~ J к l. j , j = 1, 2, •.. 1 171. , 

достаточно близок к определителю 

lf . d.л ( 1 о , Lf, , .. • ) tfN 

dxPi. lD х' !:1, ... , l", 

1 , ftt ' . . . ' _fJ т 

(18) 

I х; t, 
Определитель (18), со своеА стороны, nредставляет производную поряд­

ка JЪi. некоторого обобщенного полинома по системе { tfj (х) )~0 , 

совпадащего с PN ( х) с точностью до иенулевого множителя 

lfo , '-Р1 1 о.· , tfN - t 

aN /D i 1, 'lz , · · · , lm 
_f.>t, f>:~_, ... ,,,.., 

так как aN t: О 

и система 

t-1 
{ tfj (Х) }j ; O - чебышевская. Доказательство леммы 

заверmае~ся применением (2) · ~'~ 

Теорема: Пусть p~max IЬi. и чебышевекая система ~~·(x>JJ o o 
( : 4,2, ... ,f'l.. t €) 

состоит из достаточно гладких функuиА. Пусть /lfj (xJ/f Mje , 

5 



е =о, i , 2. • .. . , 1 • 2 • Пусть О < q, <.. i . о ( с < i и коне-

танта С выбрана достаточно малой, чтобы выполнялись неравенства 

. r N [ N 2 "' J>,-1 1/г j 
N<c><:i_eJ_L

2
(c)- c((Eiu ! IM'I.J') J2CM"(J''/b ;;; Н5

2к)] >0, 
(1 9 ) 

d { N ° 2 т j>; - 1 
2 г N 

К (с) ~ } С 2 f2 U·is~f' "/ MsJ + Ь ~ MsкL С ~/1 ! 1 М! <JщУ~. + <20) 

N 2 m },-l N :1. ] } 'i~ 
,. ({; lcl 1 /N~<f'+' ') + f; 1; C'f; l a~ IM-.к ) < N f c ) , 

где величина L (с) определяется формулой ( 17) •. 
Lo ] 

Тогда, если начальные nриближения х i. удовлетворяют нерв-
венетвам 

1 
[ o J 

Х; -Z i / ~C t.j, L " 1, 2, . .. , 171, (21) 

ТО ДЛЯ КВJIДОГО К = 0, i, 2 , .. . выполняются и неравенства 

с к J з ' 
/ Xi - l ,/ ~ cq i =l , t, .. . , m . (22) 

Доказательство: Так как O < ~ < i и с достаточна малая,то,согласно лемме, 
L 1 с) > О • До.казательство неравенств ( 22) проведем методом 

математической индукuии. При к = О ( 22 ) совпадают с ( 21). Пусть ( 22) 
выполняются при некотором uелом к >- u • Следовательно, 
1 xc: J- l ; 1:: С , L = 1,2, .. . , n 1 и, используя (!7 \ , находим 

1 
( j! ,) [К] 

G. к (Х; )/ " /.; (с) ;.0 , 1 р <.fl. ) (KJ 1 1 
N (Х; ) . >. LJ ( C) ;> C. (23) 

Далее, используя неравенство Адамара 

Yl >! 1/ . 
1 t г rz {П Т . 1 ( " de ( ь сj\,= 1 / ~ . L-. b ' jj 

J J' 1 l ' 1 

[1<') [К] 1 , ·; 1 :'1 ·: . 
и факт, что sie , ? с , 3' : t: ' • , ._, ) L =1 ,2J .. . J П7 ~ 

е = 1, г , . . . , J3 ;_ , атакженеравенства (22)-(23), получаем 
оценки 

1 !J~K] 1 ~ /1 Q?' )cxzk1>11 p~J' i { xf")/-1 и!''( ~ :·)// F;;'Jii f~; 1)/l >.i'1-l ; 112 / >/ N (с ) ' 

L = 1, 2, ... , т , j = о, 1. ' 2 ' . .. ' } i. - 1. ' 
(24) 

6 

[К) < 3/( 2 , · (25) 
1 Qi. 1 - ( cq, ) . 1< (,) , L "' 1, 2 , .. . , m . 

Тогда из (10),(19),{20),(22),(24) и (25) окончательно находим 

l<t/ 

1 
[ КН) 1 .( :! . 

Х ( - 'l i - С~ 7 L "' 1, 2 , .. , 1 n7. , 

что и требовалось доказать. 

Рассмотрим несколько численных примеров, рассчитанных на ЭВМ 

Ее 1020 с двойной точностью (16 дес.зн.). В таблиuах принята сокра­
щенная запись чисел. Например, 1 .{4и0)39 надо понимать как 1.000039. 

Пример 1. Для алгебраического полинома 

~ (х) = х 6 - 6x 5 +50x 3 -ltэx 2 -IDBx +108 , 

имещего нули 2 1 =- 2 , iz = 1. и ~ 3 = J с кратностями .Р 1 = 2. 

} ~ = l и J 3 "' ~ соответственно, начальные и последовательные 

nри6Jшжения, пмученные методом (5), предстамены в тa6JI. I . 

Таблиuа 1 

( /( J хiк1 X
3
Lo 1 

к xi 
о -3.00 О. IOO 4.00 
I -1.81379 1.03533 2.90799 
2 -2.00224 1. ( 4 и 0) 39 3.00045 
3 -1.(8 и 9)67 1. {I2и 0) 2t> 2. (IO и 9)'79 
4 -2.{I5и 0) 1.(I5и0) 3.(I4и0)1 

Пример 2. Для тригонометрического полинома 
. 

( ' . х - 2 2 . х - 2. 5 '. х -1) J f.1 (Х ) = ~t.n 2) :)L/1 - 2 - ( ~ Ln ;г 

результаты вычислительного эксперимента представлены в табл.2. 

Табпиuа 2 

. 
Х [ KJ Хг ( KJ 

{К] 

к 1 Х3 

о 1. 9 2.6 I.1 
I 1. 99461 2. 50321 0. 99121 
2 2. <EJиOJ 1 3Ь 2. 5( 5и0)58Ь 1 .( 5и0) 692 

3 2 .( I 4и0)8 2. 5( I 4и0) О. (I3и9 )7 

4 2 . ( I Ьи0 ) 2. 5( I4и0) I. {I ЬиО) 
1 
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Пример 3. По базисной системе функций 

t 1 , х 2, ~>i n 3х , е-х, 1. / U + х 2 ) J был построен обобщенный 

полином, имеющий в качестве двукратных нулей 

"2 2 = 3 • Начальные и несколько последующих 
в табл.З. 

[/<] хiк.з к х1 

о -0 . 4 2.8 
1 -0.5021054 2.967?106 
2 -0. 5( 6JE0)81 2(3JE9)35 
3 -0. 5(15JE0) 2. (8JE9H5 
4 -0. 5(15JE0) З.( ТбJЕО) 
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Макрелов И.В., Семерджиев Х.И., Тамбуров С.Г. 

Метод для одновременного нахождения всех нулей 

данного обобщенного полинома по чебь~евской системе 

р 11-85-932 

Предлагается новый метод для одновременного нахо~ения 

всех нулей произвольной кратности заданного обобщенного поли­

нома по произвольной чебышевекой системе. Метод можно рас-­

сматривать как обобщение известного метода Эрлиха, относяще­

гося лишь к простым нулям данного алгебраического полинома . 

Доказана кубическая скорость сходимости метода и приведены 

численные примеры его реализации на ЭВМ. 

Работа выполнена в Лаборатории вычислительной техники 

и автоматизации ОИЯИ. 
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Перевод О.С.Виноградовой 

Makrelov I., Semerdzhiev Kh., TamЬurov S. Р11-85-932 
Method for Simultaneous Finding of All Zeros 
of а Given Generalized Polynomial Over Chebyshev System 

А new method for simultaneous finding of all zeros of 
arbitrary multiplicities of а generalized polynomial is pro­
posed. The method сап Ье considered as а generalization of . 
well known Ehrlich's method which is related to the case when 
the polynomial is algebraic and its zeros are simple. The 
cubic convergence of the method is proved. There are some 
numerical examples performed on the computer. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Computing Techniques and Automation, JINR. 
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