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Пусть задан обобщенный полином 
N-1 

PN (Х) = tfN (Х) +- L. а к 'fк ( Х) • (I) 
K•l1 

где { tfк. (х) }:.
0 

я:в.ля:ется чебышевекой системой на промежутке 
[а,~] . Ос,ов~е свойства чебышевских систем представлены достаточ
но полно в 1 •2 . Не ограничивая общности, считаем, что коэффициент 
перед <fн (х> равен единице. Задача о нахождении нулей полинома (I) в 

nромежутке [a,g] ставится просто,' но при ее решении встречаются 
значительные трудности, вытекающие, главным о~аэом, из нелинейнести 

полинома ( I). В CJJ.YЧae, когда система { 'fк (Х) ]к-о я:в.ля:етсi алгебраи
ческой, тригонометрической и экспоненциальной в работах З-6/ разра
-ботаны метоr для одновременного нахождения всех нулей полинома ( I) . 
В работе / ? получен метод того же типа для nолинома (I) в случае 
nроизвольной чебышевекой системы { tfк (х)} := 0 , но когда все его 
нули Z1 , t. 2 , ... ,tN nростые. Оказывается, что I<Огда функции 

{ tfк ()() J :=о достаточно гладкие, метод /? 1 можно обобщить и на 
СJJ.УЧай, когда кратности o<1 ,d 2 , ... ,o< 171 нулей ~~. t. 2 , ... , lпz полино-

т 

ма {I) nроизвольныв - L~к .:: N . Поэтому эдесь представим обоб-
К•1 

щенный вариант . 
.П.ЛЯ краткости введем обоэначенм: 

l-о.р о ' Ч', , ... , <f 1( ] -

м x,lt, ... ,"lт-
1, c:i,, .. . ,ctm 

D l 

<f а , 'i1 1 

х , l.1 7 

1 ' о<-1 , 

lf'o (Х) 'ft (Х) 

!foa,) Ч'1 (f,) 

t;; (i,) <f~ (Z 1 ) 

fN (Х) 

'fн (l,) 

!f~ о.,> 

(а(,-1) lct,-11 tf)Ьt,-1) 'fo (i 1 ) tf
1 

(l 1 )" • 1 N (l 1) 

'fo (l",) cf,(l",) · · • 'fн (i.m) 

1 1 1 
'io {l,.) 'f1 (lт) · • • <f!Y (~".,) 

.~#'",-,j '.nit",-1) . . ~~(«,.;_,) . 
То (l".) 'fj . (l",) "' 'N {l",) 

. ·, <fнJ [ i.fo 
. , t.,., = det М х : 
• 1 c:im f 

<f, • 

i!. 1 ' 

а(. 1 ' 

't.fн ] . , rт . 
• , dm. 

В работе / 4/ для определения всех нулей полинома (I) в случае 
ot 1 = d 2 = . · • = ct"" = i предложен итерационный метод 

OtvJБiieкщwa киmтут ~ 
ll~jBWX HCCJtiOIIUII 
611БЛ~СТЕКА 



скнJ _ х~к1 _ Р. ( _ею / Q , ( ск1 
Х L - t.. к Х ~ ) к XL ) i = 1, 2 ' ... , /{ ' (2 ) 

к= о, f' 2, ... ' 

где Qк(Х)- обобщенный полином по заданной же чебышевекой системе 
базисных функЦий, имеющий ко lфlJициент nеред Lf н (Х J, равный единице, и 
в качестве нулей числа Х1скз, х;Кl, ... , х;,кJ • Начальньtе приближе-. 

[о] [о} (о} 

ния Х 1 , Х z , ... , К к , вообще говора, nроизвОJIЪньtе разЛИЧньtе 

числа из nромежутка [а.~] • Но в / 4,5/ удалось получить конкретньtе 
вычислительньtе схемы и обосновать их сходимости тОJIЪко д.ля случая 

алгебраической, тригонометрической и экспоненциальной систем. qдесь 

укажем на вычислительную схему в общем ~ае. При этом метод легче 

реализуется на ·эвм по сравнению с методами 3•5/. 
Итак, рассмотрим следующий итерационный nроцесс 

[1(+1] (lf] /{ p(o{i-11( (Kl /L\(ali)(XCK]) 
Xi. = XL. - (-f) 1( х.. ) цк 1. ' 

(3) 

i-=1,2, ... ,m К= О, 1.,2, .. • , 

а" (х) 
[ 

lfo, !.f,, ... ·, lff{] 
[К] CKJ 

= D х , Х1 , ... , х'" 

~ 'о/.1 ' ... ,ot.rrl 

1 det В к 

где 

[
tfo , '-ft, · · • ' 'fн-j 

В = М хс"з скз хскз 
к 1 , х2 , ... , т 

cl1 ' d. 2 ' ... ' о('" 

(«i} 

Д7Iя нахождения производной Q к ( х) достаточно диqференцировать ct&. 

раз первую строку определителя в числителе Qк <х>. 
Теперь иреобразуем (3) к виду, удобному для доказательства 

теоремы сходимости. Если в (3) вычесть из обеих сторон равенства 

Р. (ol( -11 
ТОЧНЬ!Й КОреНЬ li. i! ИСПОJIЪЗОВаТЬ, ЧТО N (ic) = 0 при i.=f,2, ... , т, 

получаем 

[ll+1} CKJ N[P.f>l.i·<) (1<] Р.{<>((-1) 1/Qfii)(. (К] ( 4) 
Х~ -l.c.:::Xi. -l.-(-1) н(Хi )- ti , (ii)J 1< Xl ). 

Применяя теорему о конечных · приращениях, (4) иреобразуем к виду 

2 

скнз CKJ ri lr'+2.A(D(;.>('t:cю)//)r0(,)( скз>]-
Xi. -l,;:::(xi. -fi.)LJ-(-1) н .)<. цк х, -

IDf(;_(JXCKl) 'o(cli)( ~кJ) t П (o(i)(K~KJ) 
-,0' ""i Х, ••. '1'#-1 L 

1р Cor't>(f~c 
_j /( L ) - о-~-

/R~<>''(х~ю)} 
L ' 

(I(J f =()(<. -i!L) t-det 
В к 

(5) 
о 

где 

Rк (х)"' {)к(Х). det Вк , 
(6) 

[К] СК] 
S · Е ( XL , l..L) , L i =:1,2, ... ,т. 

Оnределитель в числителе nравой части (5) иреобразуем следующИМ об
раз()м: умножаем nервьtе N столбцов соответственно на - ао, -а,, ... ,-а.к-t 
и добавляем к Nti -му столбцу, который преобразуется к виду 

[о(о(•> ею n(o(;J lКJ , 0Ы;J Скl ,0 скJ р {кJ ,о' скJ , се 
гн (I.>-r-н (Ki )+тн ск, ),.,,.,(к1 )- "(х, J,тн(Х1 >-e.,Jx~ >, ... 

lr 
Ь{,·f) (к} fi1·f) (К] (Кl (К) ~,.-1) [К) (otm·IJ {К) 

... ,tf/'1 \Х 1 )-Р11 (Х, ), ... ,'{I'I(X"")-f1{X",), ... ,fк (х,.,)-Р 11 Т)(,..) • 

Теnерь вьtражение в фигурных скобках можно записать в виде 

,0 (ot'i}( 1~) ,n(c(;) ~] ,D~i)(X~KJ..! p(clil( (К}) - pt>li)( 't:lKJ) 
'f о Х , 'ft (Х, ) .. • 7N-t , J 1 ti Х, 1'1 .) L 

IP. CKJ • 
1 ~(Х1 >-Р""(!1) 

ckt в к 

1 - ~-;) ~/i]- -~-!)- - -

1 Р !V (Х 1 ) - р N ( l,) ,, ilf.:J CKJ 

, - - - - - - - - - - /Rк (Xt > , 
; Рн (х';1> - Р11 Cl"') 
---------

1 р (D( м-1) CltJ _ р(«",-1(}2 ) / ( 7) 
1 /V (Х'") /'1 ~т 
1 

1 
' 
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P
('l.) • 

где еще раз воспользова.лись ра.венства\1И "' ( 2;) = о , '- = f , 2, ... т. , 
't =о, 1,2 , ... , оС. i. -1.. • ~\ последнему столбцу в ( 7) снова примеР.яем 

теорему о конечР.ых приращениях, после чего он записывается в виде 

[ 
{o(;t/} (К) [К} [1() l {KJ [К} f/ [К) [К) ~,) [К) [К] 

Р"' (?L )(Х;_ -5, ), PN(F11)(X1- t ,),{1t(J12 )(X1 -z,), ... ,PNCf1o<, ){:X1 - l1), 

1 [кJ [кJ 11 скl [кJ ~,.) Скl сКJ ]'7' 
... ,P,JSm

1
}(Xm - l:m),PN (5m -2)(X", -im), ... ,P,., Cfmot )(Хт -lт ) ,., .) 

[К] [К) [К) [кJ [К] 
где ~ i. Е (х L , f l ) , откуда следует , что ~i. Е (Xi , r;.) , а 

>t[~<J ( СкJ . 
si.l Е XL, li), /,=1,2, .. . , m , /.::1,2, ... ,o{,z. 
Таким образом , метод (3) представляется в форме 

ID(o(;~ (KJ) tO(o(;J(X~K)) 
То 1К, • • • 'ТJ(-1 , 

, p(d;+l) [К] [~] _ [К] 
1 /'1 (? i )( Х L S L ) 

1 , [кJ [кJ 
' р# ( t 11 ) ( х 1 - l, ) 

1 · -------
f):tl] C«J 

)( < -l, =(r, -l;~det В к 1 n' СкJ ею I/R~iJ СкJ 
1 
/"'Na",,){X"" -l т) ( (Xi). 

(8) 

~ 

1 (ol",) [liJ , [К} 
1Р,_. (rol)(Xт-lm) 
1 т"' 

Квадратическая сходимость метода (8 ) устанавливается сл€дующей теоре

мой. 

Теорема. Пусть о < с < i , О < ~ < i и 

d ol.i { [tfo 1 'f1, · • • 1 c..f N] \ i {С) ~ min inf ~ D х , li 1 , ... , ~т 1 • ( 9 ) 
L• 1,2, .. . ;m ty;-l; 1~ cq.l d Х f , d..1 , ., • , ot "., X=~i 

(o(i +1) 

Креме того, rryc ть существуют произвоДНЬiе 'fs ( х) , i = 1, 2, . .. , т 

и константы Msz , такие, что 
('t) 

/ tfs (Х) / ~ Мн (IO) 

для каждого ХЕ[а ~J 5"'0::1. 2, ... ,N "t.=O,i, ... ,m(!.X {оС;_+1..). 
' ' ' ' ' 1t: t.,~rn 

Пусть С выбрано такvJМ образом, чтобы удовлетворялись неравенства 

4 

' 

.f 

:f 

{ 

N-1 т ~s-1 N-1 

с ~/ r·<tii + {; J; м:).{( t111.of,+l + f;'aJIMj ,o(i + 1 /.,. 

т ~ /'1- 1 . 2 }fh_ 
+ J; f:; (Miv'J + ~lae1 Ne1 )} < L {CJ <n) 

./.- =1,2, ... , Jn 

Тогда , если начальные приближения выбраны так, чтобы выполнялись 

не равенства 

[О] 

1 xi -rLI ~cq , i= 1,2, .. . , -т, ( I~ ) 

то для каждого к "'о, 1, z, .. , выполняются и не равенства 

1 
[кJ 2-к • 

Xi. -Zi/~cq; , t-=I,Z , . .. ,m . (13) 

::!амечание . Отметим, что, если С принадлежат достаточно малень-
кому пром~жутку с левым концом С =О , то фующия t (С) возрастающая 
и /.., (С)?-0. На самом деле опред€лителъ 

lf'o ' tp, ' •' • ' Lf 1'1 

D ·IX, 1/1 , ... , ~т 
do(;_ 

dxd..< 
1 ,о(1 , , .. 'о(",, IX=!{i. 

является произв~ой порядка o{i некоторого обобщенного nолинома по 
системе f tfк (x>J к: о ~ совпадаnцего с полиномом Р,." (Х) с точностью 

до невулевого множителя 

. 1 'fo , <f, , , . , , rf !V- '] 

D ~1,~!!.,· .. ,1Jm. 
o( 1 ,ot,_, ... ,oLm 

N 

( так как система [ «fк (Х} J к:о чебышевекая и li 4 I._;· при i /: i ) . 
Но поJШНом PN(X) mдеет нymr l.1, l2, ... , Zm с кратностями 
а( 1 , o(z., ... , ci м соответственно и, следовательно, 

(<1(;) • 
Рк ( li) :/: О , t = i, г. , .. . , т · 

Из непрерывности ..любого определителя: следует, что L (С)> О. 
доказате,щ,ство теооомы 

Доказателъство проведем методом математической индукции. .При 

К= о ( 13) совпадают с ( I2) . Пусть { IЗ) ВШJолняютс.я при некотором 
натл>алъном к . Тогда для знаменателя в правой части (8) имеем 

1 R:o{j) (Х:К)) 1 > /..,(С) >о • ,l/.1Iя оценки a6c0Jim'нoгo значения чистr-
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Та6,щща 4 

[К] х2 скз х/кJ [К] 

к х1 Хч 

о - 0,85 0,80 1,75 2 ,70 
1 - о, 746 0,825 1,693 2 ,763 
2 - 0,623 0,868 1,612 2 ,854 
3 - 0 ,531 0,927 1,534 2 ,947 
4 - 0 ,5CQ 0 ,978 1,501 2 ,994 
5 - 0,5(~0)9 0,998 1, 4(3:1€9)7 2. ( 4.*9)2 
6 - 0,5(6*0)1 о, (~9)7 1,4(6:1€9)1 2 , (6*9)1 

1 7 - 0,5(7*0) о , (8:1€9) 1,4(6:1€9) 2. ( 7:1€9) 
1 

------~-- ~ 1 

В заключение отметшл, что для случая алгебраического полинома 

нами предложен 181 простой и ЩфективНЬiй метод для определения крат
постей его нулей . 

Литература 

1. I\арлин С. , Стадцен i3 . Чесышевсrtие системы и их применение в 
анализе и статистике. "Наука" , М ., 1976. 

2 . Schwnaker L.L. Splinc functions: Вasic theory, "J. '.'Iiley and 

Sons", N.Y., 1981. 

3. Семерджиев Х . И . Докл . БАН , т. 35, J& 8, 1982, c.I057- 1060. 
4. Ангелова Е.Д ., С емерджиев Х.И. lJ3Mиi\1Ф , т . 22 , !ё 1, 1982, с . 218-223. 

5. Макрелов И.В. , С емерджиев Х . И. ЖВМиiv!Ф , т. 24 , Jё 10 , 1984,с.1443-1453. 

6 . Дочев К ., Бырнев П. ЖВМи.\<!Ф , т. 4, N1 5, 1964, с.915-920 . 

7. Макрелов И . В. , Семерджиев Х.И . Докл. БАН, т. 38, J;; IO, 1985 . 
8 . Семерджиев Х.И ., Тамбуров С.Г. До:к.л. БАН, т. 37, J& 9 , 

1984, c.1143-1I45. 

Руrюпись поступи.ла в издательскиi1 отдел 

23 декабря I985 года. 

8 

Семердкиев Х.И., Тамбуров С.Г. Р11-85-931 
Метод дпя определения всех нулей обобщенного полинома 

по произвольной чебышевекой системе 

Рассматривается ятерационный метод дпя одновременного на

хоидения всех нулей некоторого обобщенного полинома по произ

вольной чебышевекой системе, если кратности нулей заданы. 

Метод более об.ий, чем ранее предпажеиные методы, относищиеся 

лимь к алгебраическим, тригонометрическим и зкспоненциальным 

полиномам. Установлена его квадратическая сходимость. Метод 

реализован на ЭВМ. 

Работа выполнена в Лаборатории вычислительной техинки 

и автоматизации аияи. 
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Перевод О.С.Виноградовой 

Seшerdzhiev Кh., TamЬurov S. Р11-85-931 
Нethod for Determining All Zeros of а Generalized Polynomial 
Over An Arbitrary Chebyshev System 

An iterative method for simultaneous search of all zeros 
of sоше generalized polynomial over an arbitrary Chebyshev 
system if their multiplicities are given is considered. Тhе 
proposed method is more general as compared with previous 
ones but relating to algebraic, trigonometrical and exponen
tial polynomials only. Its quadratic convergence is proved. 
Тhе method is tested on the computer. 

The investigation has been perforшed at the Laboratory 
of Computing Techniques and Automation, JINR. 
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