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В работе рассматриваются вопросы, возникающие при исnользовании 

интегральной постановки задач магнитостатики. в двумерном случае. 

Пусть в (х) - индукция: магнитного поля в точке х ; ii (}ё) -

на:пряженность;м(х ) -магнитный момент; p =f(IB(x>l> -магнитная 

проницаемость, ii 5 (а> - поле от токовых злементов, вычисляемое по 
закону Био-Савара. Пусть G · - область, запОJIНенная железом. Интег

ральная постановка задачи- магнитостатики в трехмерном CJIYЧae имеет 

вид / I/: . 

н(а) =Н 5 (а)+' ( J (М(х) ·'lla l х~а l !dvx 1 
., 

(I) 

ii(x> вй (2) 
р(!в(х>l > 

М(х) = B(x)-ii(i> . (3) 

В случае двух измерений (I) редуцируется к следупцему уравнению: 

ii(a>=ii 5 (a>- ~ [ S (м{Х), Va_lnlx-al>dSxl . 
(;-

· Векторы ii,ii 5 ,м и область G в (4) двумерны. 

(4) 

Данная работа посВIЩена вопросам дискретизации уравнения ( 4) 
и реmеНИJ) возникащих неJIИНейных дискретизованвнх уравнений • 

§ I . .jU~схретиэдща мтегчмырq: уравнеgй 

Сущеотвует несхОJIЬхо методов дискретизации рассматриваеiОIХ ин

тегральных;rравнений. Один из наиболее известных методов- GFUN 

метод / 1,2 . Область G разбивается на подобласти { G
1
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- G=UG ' 
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Мера пересечения cin cj равна нулю при i;ij • В каждой Gi берет

ся точка наблюдения ai •' м (xJ , в (xJ, н (xJ - полагаются постоянными 

в ci и равннми соответственно мi , вi,нi (мi, вi ' нi 
(2}, (3)). В дальнейшем используется метод коллокации 

удовлетвор!lЮТ 

- -s lk . [ rJ f - 1 ] Н . =Н (а . )+ fзf ~ J (MJ. , 'IJ_. -
1 
__ )d!x 

~ ~ L J~1 &; а., х-а 1 • 
(5) 

i=1 , 2, . . . ,N 

В 131 предлагается модификация GFUN -метода . Для дискретизации ис
пользуется интегрирование по подобласти Gi ; (5) сводится к виду: 

нi J d.Va.= f иs (a)dVa+ IJ i}[ t J(мj ' \laJ x~a J )dvJ} dVa . 
GL (;L i =1 , 2, • •• , N l7j 

Данная: модификация вызвана тем, что при стремлении ai к границе Gi 
интеграл в (5) стремится к бесконечности. Все это накладывает сущест
венные ограничения на порядок аппроксимации исходнюс интегральных 

уравнений . 

Рассмотрим дискретизацию из 13/ для системы уравнений ( 4) , ис
пользупцую линеЙЮ:lе элементы. Пусть G разбита на треугольники f siJ 
(предполагается , ято это возможно). 

N 

G = U S . 
i.>1 ~ . 

Треугольники s i удовлетворяют следуJООtИМ условиям: 

I). Мера пересеч.ения si с sj равна нулю при i;ij 

2) • ВерШИНЪI одно~о треугольника не могут быть внутренними точками 
сторон другого треугольника, т . е. если два треугольника касают

ся, то они касаются или только по одной вершине, или по целому 

ребру. 

Пусть {Лk ' k=1 , . . .. ,LJ}-нa6op всех ~ершин треугольников . 
Обозначим мk =м (Ak J , вk =В (Ak J , нk =Н(~ J . Пусть fk (xJ - функция 
формы, ассоциированная: с вершиной Ak : 

г:: k ;if. 

k =е. 

fk (A t J 

Функция fk (х) в каждом треугольнике есть линейная: функция. 

Используя эти обозначения , имеем: 

2 

(6) 

"'-· 

~~<, 

1.. 
L. н . J tk ( а) t. (a)ds- = J иs (а) tk (a)ds
j=1 J G-. J а 17 . а 

- J t k(aJ { ~~ [tS (мi, 'l/aln \ x- a/Jfi (x)dsxJ} dsa. . 
1;. L>j (Т 

k= f , 2 , .. . ,L 

В дальне~ем речь поЙдет о решении данной 'системы: уравнений. 

§ 2 . Вычисление интегралов 

(7) 

Ддя того, чтобы выписать в явном Виде численные значения коэф
фициентов , вхоДffЩИХ в (7), необходимо вычислить интегралы типа 

r=JJ dsxdsa( 'д'dak ~ (ln l x-aiJ>fм(xJfn(aJ . (8 ) 
SLSj 

При дроблении области количество интегралов значительно возрастает, 

и если учесть, что они являются четырехкратНЪIМИ ·И в общем случае не 
вычисляемыми анаJIИтически, то возникает проблема их вычисления . Для 
вычисления интегралов в / 4/ предлоЖено использование ку6атурны:х фор
мул. Как видно из (8), возникают ситуации, когда подынтегральная 
функция становится сg;:ля:рной , и ·применение ку.батурны:х ФОINУЛ затруд
нительно. В работе / 5 развиты методы вычисления интегралов от сингу-

' ля:рша: функций в случае, когда подынтегральное выражение можно пред

ставить в виде линейной комбинации о~ороднwс функций. В этом параг-
рафе развиваются идеи, иЭJiоаенные в 5/. . 

Пусть f(xJ - однороДНая функцИЯ, т.е. для любого А >О выпол-

няется 

f(Лх > = ).kf <x> . 

Пусть g(xJ 
имеет место 

- фующИЯ логарифмического типа, т.е. для любого ~>о 

' 
ч (.ilxJ =lnft+g (xJ . 

Методы из / 5/ обобщаются на фуВ1ЩИИ вида g (xJ t (xJ . 
руем сущность подхода иа примере вычисления интеграла 

J = s J J x-y/k ln/x-y/dS-dS- . s s х у 
1 2 

Треугольники s, и s2 иэо6рааевн на рис. I . 
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РИс. I Рис. 2 
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Пусть s 1 есть треугольник АВ' с' , nо.лучеННЪiй из треугольника Авс 
- растяжением в .л раз относительно точки А . Аналогично s

2 
есть 

треугольник , AD' F' , nолучеННЪiй из 'l'реугольника ADF растлжением 

в .11 раз относительно точки А (рис. 2 ) • Пусть J < /1 > есть 

J(ft) = f s ( x-y/kln/x-y(dSxdSY _ 
~~l 

Заменой nеременных х=Хх, у=Л'У J<Л> nриводител к виду 

J(ft.)=)k+4 з+ )k+4ln}J f \x-yjkdS-dS-. 
s, Sz х У 

(IO) 

(II) 

Пусть о 1 есть трапеция в•всс•, 
предел разностного отношенил 

D2 - трапеция оо • F • F . Вьrчислим 

lim J (,\) -J ( 1 ) 
).+1 л -1 

(!2) 
).;>0 

Исnользуя аддитивность интеграла как функции множества, по которому 

он берется, имеем 

~J)Л> /Л = 1 = нmГ,[<JJ+SJ +ff>lx-ylklnlx-y/dsxds-J (IЗ) 
) ... t i>,S:_ D,s, D,Dz у · 

Перехода к nределу в ( IЗ) , nолучаем 

d~h.Л> /.Л=, = h1 J S lx-ylklnlx-yldsxdfY+h2f~x~y/klnlx-yfdsydfx, (I4) 
вс s2 tJFS, 

где h1 - высота LA , h2 - :высота АМ · 

4 

1 

] 

Диq:ференцирул (Д) по .А , Шl!еем 

dJ-()) 
~/)=1 =(k+4)J +Sf/x-y/kds51dsy . 

_ э, Sz 
(I5) 

Разрешал (I4) и (I5), мОJtНо ВЫIJазить J через комбинацию регу.пя:рных 

инте~алов из (I4) и интeгpaлJ~x-y(kdsxdsY . . Исnользуя метод 
из / 57, мОJtНо интегра.n J, I

2 
1 х-у/ кdsxdsy так.же свести к комбинации 

регу.пя:рных интегралов. 

Этот метод также обобщается на с.лучай, когда s 1 и s2 совnа

дают ИJШ Шl!еют две общие вepliiJIНЫ.• Сингу.пя:рнне интегралы из (8) сво
JОtлись nодобным образом к комбинации· регу.пя:рных интегралов. Послед

ние :вычислялись с использованием кубатурннх формул д.пя: треугольника 

и квадратурных формул д.пя: отрезка. 

§ 3. Алгоритм Решенил дискретизованных уравнений 

Введем следующИе обозначенил. Пусть 
" 1\ 1\ .лs 
м,в .н, н 

л 

м= 
л 

в = 
л 

н = 
Hs= 

~ - - т 
<м1 .-м 2 .•. •••....•••. , ~> 
- - - т 
(в 1 ,в2 , ..•• . •...•.••. ,вL) 
- - - т (н 1 ,н 2 , ............. ,нL) 

(5 ii8 (alf1 laJdsa,, ....... J н8 <a>fL<a>dsa.>т 
& & 

Пусть [А J - матрИЦЬI размера [зL х ЗL] вида 

[А]= 

(~1) ....... "" (~L) • 

есть 

где [Aij] 

·( [~:: ~ .. ::::::::::. ~~:~ 1) 
есть ыатрИЦЬI размера [з х з] такие, что д.пя: любого м 

имеет место равенство 

[А1 j]м =- J{i1 <a>-н-ffrj <х><м, V'a.ln \х-а 1> dsx J1dsa . · 

Аналогично [с] есть матрица размера [зL х ЗL] вида 

( 

(с 11 ) ............. [c1L] ) 

[с]= [~~~}·:::::::::::::·[~~~) , 

где [ c
1
j) есть диагональнне матрИЦЬI размера [ з х зJ типа 
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[c1 j ] = S f 1 (x)fj(x)dsj!; . о 1 о 
( 

1 о о ) 

Er о о 1 

ИсnоЛЬзуя введенные обозначения , систему (7) можно заПисать следующим 
образом : 

[с ] ~= н5 +[А) м. (16) 

В работе 131 доказано существование решещm у систем уравнений, 
схоДных с (16 ) . Обобщение доказательства существования решения на 
данный случай не . вызЬIВает затруднений. В случае кусочио-nостоянной 
аnnроксимации воnрос о числе решений nодобной дцск~етизованной сис

темы уравнений в трехмерном случае Изучается в 161 . В этой же работе 
nредложен итерационный алгоритм решеНия данной системЫ уравнений. . 
Трансформируем (16) к виду 

[с J Б = иs + ( [c J+[A1 Jм . . · (17) 

Ддя решения дискретизованной системы уравнений (17) использовался 
следующий итерационный nроцесс; 

[с ] вk+ 1 = н 5 + ( [C ] + (A)) Mk 

g = иs 
о 

k=O, 1 , 2 , .... 

Процесс оканчивался в том случае, если невязка · Rk 
~ лs 1 ~ л 
Rk =Н + ((С)+[А )Mk-(C)Bk 

становилась по норме меньше заданной наnеред ВеJIИЧИНЬI eps 

ЭШ<Jll)чение 

(18) 

Вся ВЬ!Шеиалоиенная методика использовалась nри создании комплек
са программ расчета двумерных маг~тостатических полей . В качестве 

входных данных для комnлекса необходимо задавать набор треугольников 

{s1 J, на которые разбита область, заnолненная железом; конфигура
даю обмоток, состоящую из объединения многоугольников; nлцтности 

токов в обмотках и. набор точек наб~ения, в которых необходимо 

знать результирующее поле. 
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На рис . 3 изображена конфиrурация диnольнаго магнита и токоВЬIХ 
элементов, для которой nроводился расчет магнитного nоля . При расче

те учитЬIВалась симметрия nоля относительно оси ОУ и антисимметрия 

nоля относительно оси ОХ 
'1 

мам 

.. t"/'/ '/'/'71111 lv mr ............... /7/7/7'1 ... х 

Рис. 3 

Результаты расчетов хорошо согласуются с расчетами по пpoгpaм

PorssoN 171, мис 2 /В7 и расчетами по nрограмме GRros ( ОИЯИ) . 
В заключение авторы выражают благодарность Э .А . Айряну , О .И.Юцца

шеву и И .П.~ за nомощь nри тестировании алгоритма . 
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Метод интегральньш уравнений 

в двумерньш задачах магнитостатики 

Исследуются вопросы, возникающие при решении двумерньш 

задач магнитостатики методом интегральньш уравнений. Расемат 

ривается метод дискретизации этих уравнений . Предлагается про

цесс решения дискретизованньш уравнений. Метод может быть реко

мендован для широкого класса двумерньш задач магнитостатики. 
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Перевод О.С.Виноградовой 

Akishin P.G., Zhidkov Е.Р. ' ~ Pll-84-799 
The integral Equation Method 
in Тwo-Dimensional ProЬlems of Magnetostatics 

Some proЬlems arising in the process of solving two
dimensional magnetostatical proЬlems Ьу the integral equation 
method are investigated. The algorithm of discretization of 
integral equations is considered. The iterational method for 
solving discretization equations is proposed. The method could 
Ье recommended for а wide class of two-dimensional proЬlems 
of magnetostatics. 

The investigation has been performed at the Laboratory 
of Computing Techniques and Automation, JINR. 

Cooimunication of the Joint lnstitute for Nuclear Research. 


