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ВВЕДЕНИЕ 

1 1/ 
В обоснована целесообразность решения граничных интеграль-

ных уравнений /ГИУ/ для уравнения Лапласа, заданных на поверх

ности некоторой стандартной области /шар, куб, параллелепипед 
и др./. 

В настоящей работе рассматриваются естественные для некото

рых типов параллелепипедов итерационные процессы /варианты ме 
тода неполного обращения /2,З/ 1, возникающие при решении внешних 
и внутренних краевых задач. Исследование процессов, проведение 

экономии ресурсов /памяти, числа операций/ при их численной 

реализации основываютсл ' на блочной структуре получающихся при 

дискретизации ГИУ матриц. Для случал кубической стандартной об

ласти построен численный метод решения ГИУ, основанный на пол

ной оптимизации матричных массивов. Алгоритм реализован в виде 

программы на языке фортран. Приводятся численные результаты по 

решению задачи Неймана. 

1 • ДИСКРЕТИЗАЦИЯ ГИУ 
И ОПТИЮ1ЗАЦ11Я ОПЕРАТИВНОЙ ПАt1ЯП1 ЭВМ 

ПОД ВОЗНИКАЮЩИЕ t1АТРИЧНЫЕ t1ACCI1Bbl 

Рассматриваются ГИУ для уравнения Лапласа. 

11 задача Дирихле а =-1 - внутренняя 1 а = 1 - внешняя/. 
П1У: Lv = а(Е + аК)g = ф(М); g(M) = u(M), М G Г; 
2/ задача Неймана а = -1- внутренняя 1 а = 1 - внешняя/. 

д 
ГИУ: (Е + аК) u = aLf = ф (М); f(M) = af: u(P) \ Р=М- , М ~ Г . 

Обозначения: 

Lv = ( L(M, Р) v(P) ФР 
г 

Ku = ( К(М, Р) u(P) dap 
г 

= _1_ (-1~v(P)dap • 
2~r Г rMP 

!_( 
21Т г 

cos(r;,M' f:p)u(P) dap 

Г- поверхность Ляпунова, геометрически близкая к поверхности . 

параллелепипеда; n - внутренняя нормаль в точках г; dap -
элемент площади Г; u, v - граничные значения гармонической 
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1lr .·· · . - - ~ .• - • .~~v i•нP~1il , 

С· ,· , ···<~ТЕ!{Д 
- _._ w ' . • 

"" 

>; 
i' 



Дискрети~ация уравнений проводится на основе коллокации 
и кусачно-постоянной интерполяции базисными функциями вида 

1,M~.:\S t, 
Ф 1 (М) = 1 0 М ~-AS М ~Г, i = 1,N. Предполагаете!!, чт.о поверх-

, 1 t 

ность па~аллелепипеда разбита на элементарные носители - квадра
ты {.:\8 1 \ 1= 1 площадью h 2 = SIN, где h- шаг разбиения сторон па
раллелепипеда, S - площадь Г, N - количество носителей. Узлы 
сетки - середины квадратов . Нумерация узлов представлена на ри 
сунке. 

.. "' 

Обозначения: -> - направ
ление главной нумерации, 

- - смещение главного на

правления; цифры /1-6/ -
порядок нумерации граней . 

Свойства интегральных операторов К и L, их дискретных ана
логов, разрешимость задач - 1/ относительно v и 2/ относитель
но u - приведены в 1 1 1 , В частности, для решения Задачи Неймана 
можно использовать метод последовательных приближений, учиты

вая, что оператор К - сжимающий на . 

Х: lu ~L 2 (Г):(u,1) = ( u(P)dup =01. 
г 

В дальнейшем через L и К будем обозначать матрицы, соот
ветствующие интегральным операторам 

L (f iJ ) i, j = 1, N ; 

К = (k 1J) i, t • ·1,N; 

ftJ = _1_ J _1_ Ф/Р) <Ьр= _1 f _1_duP ; 
217 л rм Р 217 .:\s rм . Р 

k ij 

uSj i j 1 

..l..J 
217 .:\s J 

-+ -+ ) 

сов (rрм• nР ,duP 
2 
rм . Р 

1 

Поставим каждым двум граням в соответствие блок в матричной за
писи для L и к .. В ! 41 с учетом такой блочности изучена с .труктура 

2 

' i 

;· ~ 

матриц L и К, когда Г - граница параллелепипеда и, отдельно, 
Г - поверхность куба. Отмечено, что общая память, необходимая 
для хранения L и К- rn·n·q, где rn, n, q - число узлов вдоль 

трех попарно перпендикулярных ребер параллелепипеда. Экономия 

памяти получается за счет учета структуры матриц на блочном . 

уровне и внутри блока. В случае куба в 151 экономия памяти для 
хранения матриц L и К, полученных при дискретизации ГИУ на 

основе кусачно-линейной интерполяции и коллокации, достигалась 

на блочном уровне. Используемый массив при этом в ll1 раз меньше 
исходного: вместо 72-х блоков, составляющих L и К размерности 

р 2 хр2, в оперативной памяти хранятся только пять блоков р2хр2 
1 р- число узлов вдоль стороны куба, N = 8p2j. В настоящей работе 
построен численный метод для поверхности куба, использующИй 

и внутри блочную экономию,что ведет к полной опт11мизации памяти. 

Количественно требуется 2р 3+ (3/ 2) р(р + 1) ячеек памяти ЭВМ под 
матрицы L и К вместо 72 р4 без оптимизации. 

2. ИТЕРАЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ 

С целью численного решения ПIУ изучаются двухуровневые ите
рационные процессы, ориентированные на некоторые типы . паралле

лепипедов . ~lсследование процессов основывается на блочности ви

да /2.11 

2 3 

xl х2 Хз 
1 

2 
1 

х. xll х5 - х. 
/2.1/ 

3 
1 Хв х7 Х12 \ 

Примечание. 

а/ Х отражает общую структуру матриц L и К, цифры 1 ,2,3 
соответствуют граням, перпендикулярным осям х, у, z на ри 

сунке; 

б/ а= Ь = с /случай куба/: 
в/ а=Ь: Х 11 "' х 12 , Х 5 = 
Введем также обозначение 

Х11 Х5 

х7 х 12 
= х 1 

х 1 "' х 11 "' х 12 , х 3"' х 6 , х 5 ~ х 7. 
х 7' 
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Реализацию процессов проиллюстрируем на пример~ внешней зада

чи Неймана Ки +и= f. 
Рассматриваются два итерационны~ процесса: 

1
/ ( n+1) ( n+ 

1

) 
:; f 1 

= (Е -т (К + Е)) : ~ + f , 

иn + 1 иn 
з . з 

O< r ~ l; /2.2/ 

(
и n+ 1) , ~~ u n ) 

и;+ 1 
= (Е - т (К + Е)) ( и~ + 1 

+ f , 

n+ 1 n+ 1 
uз из 

~ 

O < r ~l; /2 . 3/ 

n =О, 1, .... 

Обозначения: .. и=(u 1 ,u 2 ,и 3 )Т_ , f =(f 1,r 2 , r 3 )т, ui' fi'_i = 1,2, 
3 - компоненты сооiветству_ющих векторов и и f с учетом блочности · 

по осям. Данные итерационные процессы /в?рианты метода непалнога 
обращения/ предполагают два последовательных шага. Во время пер
вого шага вычисляются и~+ 1 обращением блока (Е+ К) 1 = Е + К 1 
/для первого~ационного процесса/и (u~+ 1 , u~+ 1 ) T - обраще
нием блока (Е + К) 1 /для второго итерац~окного процесса/. Второй 
шаг - пересчет компонент u ~+ 1 и . и n+ 1 по формуле /2.2/ /первый 
процесс/, и~+~о формуле /2 ~ 3/ Jвторой процесс/. Понятно, что 
обращение (Е+ К) 1((Е+К) 1) . играет существе.!:!НУЮ роль для ускорения 

итераций в том случае, когда вес блоков К 1(К 1 ) в "матричной пло

щади" К значителен. Это соответствует определенным конфигура
циям параллелепипеда: растянутому (с » а , с » Ь, а- Ь) и сжатому 
(с<< а , с << Ь). Логично поэтому применять в случае вытянутого 
параллелепипеда процесс /2.3/, в случае сжатого- /2.2/. 

Примечание ·• 

Обращение (Е+ К), (Е +К) 1 
ния блоков к1 и К f. Блоки 
общий вид/ 

можно оптимизировать с учетом строе

К 1' К 11 , К12 имеют структуру /укажем 

~ 
~ 

D- блок размерности m2 х m2, n2 х n2 или q2 x q2 в зависимости 
от того, какой из блоков К 1 , к11 , К 12 рассматриваем. D - симмет

рическая, блочно-теплицева матрица 

\ , 

4 
\. 

." 

"' ~~> 
~ . .,· 
~ 

а1 а2,--- - - ak-1 ak 
... 

а2 а1 ... ... ak-1 
... ... 

... 
... 'а2 

ak- - - - - - - _:--а2 ' ·а1 

а 1 - теплицевы матрицы размерности m x m 1 n x n или q х q 1, k = m 
/n или q /.Согласно обозначению, введенному в 171 ,структура D 
имеет вид TkTk. При обращении (Е+ К) 1 , (Е+ К) 1 итерационным спо
собом необходимо многократно выполнять умножение К 1 1 К 11 и К 12 1 
на вектор, что сводится к двум умноженилм D на соответствующие 

векторы. Умножение D на вектор сводится к k 
2 умноже-

ниям блоков а 1 на векторы. Умножение каждого а 1 совершается 

за O(klnk) операций / 7/. Следовательно, при умножении D на век
тор требуется O(k3lnk) операций вместо обычного О(k4 )...!.--

Дополнительные возможности оптимизации обращения (Е+К) 1 воз
никают при а= ь. В этом случае 1{

1 
обладает блочно-симметричной 

структурой 

~ 
~ 

, где 

0 ~~ 
~ 

' причем с2, сз' с4 

выражаются через с 1 с помощью операторов перенумерации. 

с i (i = 1,4) - М('!ТРИЦЫ порядка n2 х n 2 структуры anтn 171
• Из этой 

структуры и рассужДения, приведенного выше для К 11 и К 12 ,сле
дует, что умножение всего блока к1 можно осуществлять за O(nЗlnn) 
операций. 

Коэффициент сжатия q в процессах /2 . 2/ и /2.3/ зависит от 
соотношения между сторонами параллелепипеда. Оказывается, что 
коэффициент сжатия процесса /2.3/ уменьшается при растяжении 
параллелепипеда (с ... оо) , а /2.2/ - при сжатии (с ... 0). Приведем 
соответствующие результаты: 

а/ процесс /2. 3/' а = ь, с > vб.· а. 
В этом случае 

2т а2 2 2а2 
q(r) < (1- т)+- arctg + 2т(-) arctg----

- тr тr --- -
2су2а2+4с2 су 5а2 + с2 

при r=l, а -фиксировано и с ... оо, q- 1/ с2 

5 

~ 

• 
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б/ Процесс /2.2/. 

В этом случае 

2 cd 2ас 
q(т) < (1-т) +r·maxl-(arctg ,+arctg--=========· 

- " 2ау с· 2 + Ь 2 + 4а2 Ьу :4а2 + с 2+ ь 2 

..&.(arctg са + arctg 
" . - ~::::::::==~) 1 + 

2bvc 2+ а~+ 4ь2 ау4Ь2+ с 2 + а2 

n. q (с/2 + h/ 2) (xl + h/2) 
1 I 1 arctg ( ) _ 
1=1 (d-y~) ·v<x1 + h/ 2)2 + (с/2+ h/ 2)2 + (d- Y"t)2 

т 
+- • max 

2rr d=a 
d=b 

(с/2 + h/ 2) (х 
1

- h/ 2) 
- arctg( . - 1 -

(d-y1)v(x1-h/ 2)2+(c/ 2+ h/2)2 + (d-~)2 

(с/2- h/2) (х1 + h/2) 
- 1 arctg . 

(d- у1 ) vCx 
1
+ h/2)2 + (с/2 -h/ 2)2 + (d- y

1
"j! 

(о/2- h/2) (i1 - h/ 2) ll 
- arctg , 

( d - у 1 ) у' ( х 1 - h/ 2) 2 + ( с/2 - h/ 2)2 + ( d - у 1 ) 2 

где х 1 , У" 1 -координаты узлов на грани 1, измеренные в системе 
отсчета La при d=a, в Lь- при d=b /см. рисунок/, при, •1, 
а , Ь , m - фиксированные и с .. О. 

q (т) - max 1 З.. (arctg сЬ + arctg 2ас 
" 2ау' с2+ Ь2 + 4а2 Ьу' 4а2 + с2 + Ь2 

+ arctg 2Ьс )1 + .i.m.cmax!.!!..., ..!..1, 
· rr а Ь 

ау'4Ь 2 + с2+ а!! 
..&. (arctg са 
" --2Ьу с2+ а2 + 4Ь 2 

т. е. q (r) - с. 

Оценим скорос~рдимости процессов на первом wаге /обраще
ние (Е+ К) 1 или (Е+ К) 1/. Оценки получены на основе трехслойной 
итерационной схемы метода сопря~енных направленИй 161 для реше
ния уравнения AU =С вида 

Byk+1 =ak+1(B-тk+1A)yk +(1 -ak+1).Byk-1+ak+1 rk+l f, k= 1•2•••• 

Ву1 = (b--r1 А) у 0 + r1 r, у0 " Н, 

6 

k = 0,1, ... , т k+1 -

] 

(Dы Z ) 1 -1 
Tk+1 k• k ·--,) ' k= 1,2, ... , 

a -k+1 = (
1 

- · --;-;;- ·· (Dы k-1 ,Z k-1) а k 

-1 
а 1 = 1, ыk= · В rk- поправка, rk=Ayk -f - невязка, zk = Yk-u-
погрешность. 

Приведем окончательные результаты . 

1. Первый шаг процесса /2.2/ (Е+ К 1)u = f, А= А*= Е+ К 1 > О. 
Используется метод сопряженных градиентов. D = А. 

а/ В= Е. 
Тог-да 

' 2·(~/{1+y1-~2))D 
q = -----~=.,.---

0 1 +<М (1 +у 1 - ~2 )) 2n 

где q
0 

определяется соотношением 

li z0 IID ~ qnllzo IID 

'F 

/2.4/ 

При этом 1 > ~ > О , ~=Л max (К 1) - максимальное собственное значе
ние оператора К 1 • В частности, для куба ~ = О, 128, для парал
лелепипеда 

~ = _g_ arctg аЬ " ---
2с у' а2 + ь2+ 4cl! 

б/ В = Е + К 1 = А. 
В этом случае q 1= О. Процесс сходится за одну итерацию. 

2. Первый шаг процесса /2.3/ 
Случай а= Ь. (Е+ К 1) u = f, (Е+ К 1) -1 (Е+ К 1) *. 

Используется метод сопряженных погреwностей, который характери

зуется следующим выбором операторов: D = В 0 , В= (А *Г1 В0 , В 0 = 
= В О > О • 1 2(~ 1 + ~ ~ n 

a/D=Bo=E, В=(А*)-. q = 1rде1 > ~ 1 > 0, 
. n 1+(~1+~2)2n 

1 > ~ 2 > 0, 1 > ~ 1 +62 , A 1 = Лm~~.iK1), 62=-\n~~.х(КБ). 

В частности, -для куба 6 1 =О, 128, ~ 2 = 0,436, для параллелепи
педа: 

6 1 = З...arctg(aЬI(2cya2 + Ь2 + 4с!!)), А 2= З...arctg(2ao/(ЬJ 4а 2+ с 2 + ь2 ) ) 
" " 
А 1 +А2 ограничена сверху/. 

f 

,.,~ -



б/ D = В0 =А *А /случай метода сопряженных невязок/ В= А, 
q 1 = О. Процесс сходится за одну итерацию. 

-Численно реализован процесс вида /2.2/ в случае стандартной 
поверхности - границы куба. Расчетные формулы имеют вид 

I • U n+1 
1 

-1 - - n n 
(Е + К 1) t 1 , f 1 = f 1 - К 2 u 2 - К3 u 3 

n+ 1 - n r II. u2 = -K1u2 + - 2• 

III. un+1 
3 -К 1 u ~+ 'з • 

n+1 n 
f 2 = f 2- К4 u 1 - КБ u 3 ; 

- n+l n 
fз = f з - К з u 1 - Ks u 2 • 

/ 5/ -
В ' обращение (Е+К 1) реализовалось на основе метода простых 

итераций, и формула I имела вид 

n+1 J+l n+1 J -
(u 1 ) =-К 1 (u 1 ) + f 1 , J=O,l, ... ,m, m< oo. 

Приводились численные характеристики сходимости процесса /2.2/. 
В данной работе начальный шаг двухуровневого процесса /2.2/ 
осуществляется на основе метода сопряженных градиентов в форме 

1.а. Приведем результаты численных исследований. Для коэффициен
та сжатия q итерационно-го процесса /2. 2/ при r = 1 в табл. 1 
для сетки шага h = 0,4, заданной на поверхности куба со сторо
ной, равной 0,8, представлена зависимость величины l lun+ 1-unl~ 

- 2 
от номера итерации n. Таблица характеризует 

- - Ь+1 n n n-1 
q = q{n) = 11 u - u 11 р 1 11 u - u 11 0 

- 2 ' L2 / 

Видно, что q - 01 32. Этот результат лучше, чем для экономич-
, ного численного метода, описанного в 111 и использующего анало
гичный принцип . построения систем линейных уравнений для ГИУ. 
В методе работы / 1/ для этой же сетки q - О, 41 . Численные и с
следования коэффициента убывания ошибки для начального шага 

процесса /2.2/ при т= 1 уточняют оценку /2.4/. Численные pac-

llzn llo n 
четы при n = 5 показали: - - ·<= · П с i _, и П с находится в диа-

l!z 11 i=l 1 
-6 -5 OD 

пазоне 10 710 • В табл.2 приводится результат применения про-
цесса, аналогичного /2.2/, для решения внутренней . задачи Нейма
на в случ ае куба со стороной 0,8. Таблица характеризует убыва
ние ршибки решения 

8u ь = 11 u ь- u * 11 = max 1 u ~ - u ~ 1 , 
1 < i< N- 1 1 

- * ( * * - *) ь - ( h ь ь) u * - -'де u "' u 1 , u 2 , ••• , uN , u = u 1, u 2, ... , uN , i значен ие точ 

ного решения в i-узле, u~ -приближенного. 

8 

~; 

Таблица 1 

\" 

n 1 2 3 4 5 

ll u n+l -u nl r2 8,920 ·10-1 2,929·10-1 9,621 ·10 -2 р, 1 6о ·1 о-2 1,038 .1о-: 

<i Таблица 2 

Внутренняя задача Неймана 
- --

Тестовая гармони- J"i -t.' Bun ' 
,.;· 

-
ческая функция~ 

h h/2 h/4 h/ 8 - , _ 
U=X ~ 

...,, 
~ 0,1076 0,0484 0,0259 0,0128 
' -

Дальнейшее уточнение решения мо~но провести на последовательно

сти сеток. 
. .:; 
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В Объеди ненном инсти туте яде-рных исследований начал 
выходить сборник "Краткие сообщения ОИЯИ". В нем 
будут помещат ься статьи, содержащие оригинальные научные , 
научно- технические , методические и прикладные результаты, 
требующие срочной публикации. Будучи частью 11Сообщений 
ОИЯИ'' , стат ьи, вошедшие в сборник, имеют, как и другие 
издания ОИЯИ, статус официальных публикаций. 

\ 
Сборник 11Краткие сообщения ОИЯИ11 будет выходить 

ре гулярно. 

The Joint Institute for Nuclear Research begi ns puЫ i
shing а collection of papers entitled JINR Rapid Communi
cations which is а section of the JINR Communications 
and is intended for the accelerated puЬlication of impor
tant results on the followi ng subjects : 

Physics of elementary part icles and atomic nuclei. 
Theoretical phys ics . 
Experimental techniques and methods . 
Ассе 1 era tors. 
Cryogenics. 
Computing mathematics and methods . 
Solid state physics. Liquids. 
Theory of condenced matter. -
Applied researches . 

Being а part of the JINR Communications, the articles 
of new collection 1 ike all other puЫications of 
the Jo1"nt Institute for Nucl ear Research have the status 
of official puЬlications. 

JINR Rapi d Communicat ions will Ье issued regularly. 

Егоров А. В., nидков Е . П., Хоромский Б.li . Р11 64-795 
Блочные итерационные процессы численного реwения граничных 

интегральных уравнениi1 для оператора J1апласа 
9 

на nоверхности параллелепипеда 

Изучены Gлочнuе итерационные процессы численного реuения граничных 

интегральнuх уравнений длл уравнения Лаnласа, заданных на поверхности парал

лелепиnеда. Устанавливаnтсл скорость сходимости процессов, соответствие им 

определенных тиnов параллелеnиnедов. Дискретизация интегральных уравнений 

nроводится на основе кусачно-постоянной интерполяции и коллокации. Реализа

ция одного из рассматриваемых методов реwения,возникаощих при дискретизации 

линейных систем уравнений nроведена для случая стандартной границы - по

верхности куба. Численный алгоритм предnолагает полную оптимизацию оnератив

ной памяти ЭВМ под изучаемые матричные массивы. В частности, для nоверх
ности куба хранение матриц жесткости системы требует массива с числом эле

ментов 2рз +(3/2)JI<Jн1). где р- число узлов вдоль стороны куба. Приводятся 
численные результати по решению задачи Не<1мана для уравнения Лапласа. 

Работа выnолнена в Лаборатории вычислительн~1 техники и автоматиза

ции оияи. 

Сообщение Объединенного инститУта идерных исследований. Дубна 1984 

Перевод О.С.Виноградовой 

Egorov А.В., Zhidkov Е.Р . , Khoromskij B.N. 
The B1ock lterationa1 Processes of Numerica1 So1ution 
of Вoundary 1 ntegra 1 Equat ions for Lap1 асе Орегаtог 
on the Paгa11e1epiped's Surface 

Р\1-84-795 

The Ьlock iteгationa1 pгocesses Df n~merical solution of Ьoundary 
equations for Lap1ace equation аге studied. Velocity of the convergence of 
the processes and relation to the processes the certain types of the paгal
le1epipeds is defined. The discretization of the integra1 equations is 
made оп the basis of sectiona11y constant interpolation and co\1ocation. 
The гea1ization of one of the studied methDds of solution of 1 inear sys
tems of equations occuring after the discretization is fu1fi\1ed for tbe 
case of standaгd Ьoundaгy - the cube suгface. The numerical algoгithm uses 
fu1\ optimization of the темагу vo1ume necessaгy to store these matrices. ln 
particulaг, memory vo1ume with number of the elements 2рз +(3/2)P(P+l) , 
wheгe р- the number of points along the cube side, аге necessaгy to store 
matrices fог the case cube's surface. The numerical results of solving 
Newmann's proЬ\em with Lap1ace operatoг аге given. 

The investiqation has been perfoгmed at the LаЬогаtогу of Computing 
Techniques and Automation, JIIIR. 
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