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Введение 

Большим прогреесом в современной квантовой rизике явилось соз­

дание калибровочной теории на решетке (см. напр . / 1 , а также сс~/и 
в этой работе) . В последнее время, однако, некоторые авторы (см. 2 ) 
пытаются вычислять континуальные интегралы с помощью методов, отлич­

ных от ставших уже традиционными методов Монте-Карло на пространствен­

но-временных решетках. Исследование же континуальных интегралов по 

гауссовой мере/З/ началось еще з~олго до построенj~;Решеточных 
теорий и связано с именем Н.Винера 4/. Р.Х.Камероном v было положе­
но нач~1о целого направления в развитии методов приближенного вычис­

ления континуальных интегралов , заключающегося в создании приближен­

ных формул, точных на классе ~к/\ональных многочленов заданной 

степени . Составные формулы ( см. 3 ) тiкого типа произвольнего порядка 
точности построены и исследованы в /б • Обзор существующих методов 
nриближенного вычисления конти~~ьных интегралов и вопросы те~jи 
содержатся в книгах Л.А . Яновича 3 , Ю.Л.Далецкого и С.В.Фомина • 

Следует отметить, что еще до конца не решена проблема, как запи­

сать nодлежащие вычислению физические величины в квантовой теории 

поля , выражающиеся через интегралы типа фейнмановских , в виде конти­

нуальных интегралов по определенной мере . Некоторый прогресс в этом 

направлеwАи, однако , был дости~т, о чем свидетельствует, в частнос­

ти, книга ~ . Глимма и А.~аффе 87. В ней строго обосновывается пост­
роение гауссовой меры в континуальном интеграле ~' P(~}l -модели. 

Условная мера Винера ( см . напр . /9/а TaiOie З ) является частным 
случаем гауссовых мер и представляет собой вероятностную меру на 

пространстве непрерывных функциЯ С[о, :1.], удовлетвор.ящих условию 
Х(О)= Х0 ; Х(1}= Х1 ( Х0 , Xf - вещественные константы). В дальнейшем 

мы будем полагать, что Х0 =: Х1 = о (этого MO:IIНO достичь с помощью эа­
•tеНЬI переменной интегрированИя в континуальном ин'!'еграле) • Интеграл 
от функцианала F [х] , заданного на С = { С[о, f]; Х{о) = X{f)=- о j 
по условной мере Винера будем обозначать следуюЩИм образом : 

f F [х] ol х . 
с wll 

Интегрирование по условной мере Винера широко используется в теоре­

тической физике. В частности , в квантовоЯ механике решекие уравнекия 

Шредкнгера вырааается в ев~овой метрике через интеграл по условной 

r:; .. - _1 ·a-r.ryl 
(' > .. l. (_., ; ,. !( ~ ~ -~ :~иl 
t;> ~: ~ .1\ i.t· · . - :- ,~А 
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мере Винеnа с помощью известной формулы Фейнмана-Каца (см.напр./IО/ , 
а также/87). 

Приближенные формулы для интегралов по условной мере Винера, 

точные для функциональных многочленов заданной степени, были построе­

ны Л.Д. Фосдиком и Х . Ф.~рданом/II/. В ряде задач квантовой механики 
оказывается целесообразным использовать приближенные формулы с весом, 

поскольку функцианалы могут содержать множитель, который удобно выде­

лить в качестве весового функционала, и тем самым расширить класс 

функционалов, на котором формула будет точна. Построению и исследо­

ванию приближенных формул с таким весом и посвящена данная работа. 

I. Построение приближенных формул с весом 

Рассмотрим интеграл по условной мере ВИнера 

Io = ~ Р~ [х] F (х] ciwlfx , 
с 

где 1 

Р [х] = ехр {л f p(tJ x
2
(tJ dt} , 

о о 

Л - вещественный параметр, p(t) - заданная функция: из 
Теорема I 

Интеграл (I) с весом (2) может быть записан в виде 

( I) 

(2) 

C[o_f]. 

Jf>o[x] F[x]~/ = exp{-~j(-r-s)K(s)ois} · fF[Cf(x)]oiw~X. (3) 

~е ~ с 
if(X(tJ)= X(t)-{1-t) 1() jK(s)l/(s)X(s)ois, . (4) 

t: 1/t о 

tr (t J = е х р { 1 (f- s J К rs) oi s } 1 ( 5 ) 

K(s) -решение дифференциального уравнения 

(1-s) K1(s)- (1 -5)2 K2(s)- 3 К (s) - z >. prs; ==- О, 

К('/)= ~>. . 

Доказательство 

se[o,1] 

Рассмотрим линейное преобразование Х (t} _. Jf (t) : 
i. 

(б) 

'f{t}=X(t}+(f-t)jJ<(s)X(S)dS 
1 

(7) 
о 

где K(s) - произвольне.я непрерывная функция на [о, I] • 
Преобразование (7) взаимно однозначно отображает пространство 

функций С само на себя. Решая уравнение (7) относительно Х , полу­

чаем, что обратное преобразование имеет вид: 

2 

" 

-t: 

x(~J~ :1rtJ -(1-t)exp(- Jri-SJK(s)ots} к 
f: .s о 

~ J е,хр { f (t - v)К(v}clv} К (s) !f(S} о{ S .:: lf(1(f:J) . 
о о 

(8) 

Очевидно, что рассмотренное преобразование переводит интеграл по ус­
ловной мере Винера в интеграл по той же мере. 

Рассмотрим линейное преобразование 

~ 

Jf= Х+АХ.:: (Е+А)Х 1 (9) 

где Ax(t)=jQ(t,s)x(s)o/s. 

Тогда, аналоги~но формулам для "обычной" меры Винера (см./91), может 
быть получена формула замены переменных в интеграле по условной мере 
Вин ера: 

1 2. 1 

SF l11 o(.lflf = 1 :Dl f F [x+AxJ ехр{-1 J f1/Ax)]rJt -J х ~ (Ax)Jt }dw~, (IO) 

с с 

где 2J - определитель Фредгольма ядра Q ( t, s} . 
Преобразование (7) является частным случаем преобразования (9)' 

а именно при 

Q(t~s) = { U-t:)K{s), 

о, 

s ~ t 

S> t . 
Тогда t 1 

'/) = exp{l jQrs,s)ols} =- exp{-J: JCt-s)K(s)ds} 

После преобраэования выражения, стоящего в экспоненте в правой части 
(IO), получаем: 

JF[~]dw*1 = 
с ., 

= /Z>/ · jF[x+Ax] екр{J: J[rl-t/кttJ+3K(t)-(f-t)K(tJjxYt)clt}'1,1fX. 
с о 

Следовательно, если К (t) является решением заде.чи (б) , то 
., } -t f fF[x]exp[Лfp(t)xtt;at d ,.Х = /!>/ }F{(E+Ai1Jd .IJ-

c о w с w 
откуда непосредственно следует утве~ение теоремы. 

Цусть 

где 

Следствие 

I"" fP[xJ FlxJ с1 х , 
lt• 

с 

1 

Pfx]= ехр{ jfAp{t)X2(t}+j.(t)X{t)jclt} 

~ {t) - заданная функция из С[~ 1] . 
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Тогда 

1 1 (12) 
I = exp{-Jjrf-S)K(s)cls}-exp[1Jxo

2
(t}dt}- JF['f(xJ+a.]rlw/ 1 

где 

с. 

t t s 

a(t) = jx,Js)cls -(1-t).!.,:-J JкrsJV'(sJ[jx0 (и)riu}ds , 
о V'tt о о 

t 
X0 {t)= j[K(s)IY(s)8(s)-9{s)]ds+c, 

о 

1 

B(t) = J 9-(s) (f-5) :(s) ds , 
t 

1 

fxo(s)ds =О, 
о 

!f(X)
1 

lf(s), K(s) по-прежнему удовлетворяют (4) - (6 ). 

Действительно, подставляя в ( 3 ) функционал F [х) в виде 
1 

F [х] = ехр{ j 9{t)X{t)oft j · (/:>[х] = G-[x] · Cf>[x] 1 

получим : 

(13) 

.( 

{Р!х] Cf>[xJ'{*x = expff1(1-S}K(s)ds} · fG[(E+AJ;]<p[(E+A);}!,y.0 4) 
с с 

Произведем еще одну замену переменных: 
1; 

'j{t) = ~(t) + JX0 (S)ds = 2 (t) + IAJ(i:) 
о 

где Х0 (s) удовлетворяет ., 
Jx0 {S} ciS = О о 
о 

Тогда, после некоторых преобразований, 

1 s G[(E+A);] Cf>[(E+AJ~] = exp{-i f w2
(t) dt} J( 

с о 

х J G-[(E+A){i+w)] <{)[(E+AJft+W'J}-. €><р{-]w(t)l{i:)olt} ol •l! = 
с о w 

12 s ., -4 • ~} = exp{J fxo(s)ds} о ехр{ J ~(t/9(t)-K{t)IТ(t}[J3(s/f-SJ ds]+Xit) dt ~ 
о С о l' t IТ(s} 

-1 t: 
>~ 'Р[(Е+А) (lft)+ Jx0 (s)cis)] ol ,2: о 

о w 

4 

.. 

- ( ILJ 
Отсюда, возвращаясь к (!4) , с учетом (Е+ А J = г из ( 4) при выполне-

нии (13) получаем (12). 

2. Формулы, точные для ФУнкциональных многочленов 

На основании следствия теоремы 1 может быть получено семейство 
приближенных формул с весом, · зависящих от натурального параметра r.n • 
А именно, дли любого фиксированного r.n справедлива следующая теорема. 

Теорема 2 
При выполнении условий (13) следствия из теоремы 1 приближенная 

формула 

где 

4 

fexp{ JLЛp{t)X2(t)+ g(t)X(tJ]oit}- Flx] ol..,l' ;:;; 
с 1 ~ 

~ ехр {--J: j(f-s)K(s)dS J ехр{ f jx0
2
{t)cit} 1( 

.. i 

к "т 5 J FC&rn(rl,o)+a(o)]Jui·· · dum, z -. о 
-1 -1 
~ 

m т - .. ~ (...;-
O".(u} i)::: L. Ск 0(Uк1 t), 

lt•-t 

fJ(w;tJ = f(w.tJ- fr~ tJ , 
т п-к 

- корни многочлена Q'" {i!.) = L (-1 )к .1,-
/(•О К о 

[с~'"'] 2. 

~ { sc.9n w, -t ~ turt 
.f(IAТ,i)= 

о, f. > /W'/ 

"''"{/W"/,tj . 
f(w:i) =- (-t- t)Signь.r [1+ Jкrs)l/(s)cls] 

' IJ'(t) 
о 

точна дли любого функционального многочлена степени 

До7аз,тельство 
Из 11 мsвестна следующая формула: . .. 

SF[x]ot..,.X ~ f", S .. .J F[O",(U,·)] du, oo. r:lum 
е -1 -1 

~ 
m 

где .... ,., (m) 
е"' (и. t) = L cl( :prul(, i:), 

[ 
(m)]2 lr•f n . 

Ск - корни многочлена "'"' (i!.} из (16); 
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(16) 
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{

-tSi!Jn и. 
_р(и1 t)= (-t-t)S•jnu, 

t :s /U/ 

t >/и 1 
'( 

Формула (I7)точна для функциональных многочленов степени ~ 2 т+ 1. 
Гlрименим эту формулу для нахождения континуального интеграла, 

стоящего в правой части равенства (12): 
+. 

~ F [)((tJ-(1-t)~(t) f K(s)l/{s)X{sJriS + a(I:J] dw.x ~ 
с о 

1 

~ /", r J F[&
171

{il,t)-(1-t);rt) L (t, &171 )+ a(tJ] du1 ••• dцm 
2 ) " ' L' ' -1 -1 
~ 

т t 
здесь 

L(t, x)= Jкrs)l/(sJX(s)ds 
о 

После некоторых преобразований получаем: 

т min{ fцк/1 -/:} 

L {t , flm) = L c:"'1siJn цl< [ l/(t)- f- J K(s) l)'(s)dS] . 
k=1 о 

Таким образом , 

-f -f т 

SF['P(x)+a]d х z ~f Jrrxc;mJ{f(ик, tJ-(1-t)siQnllк + 
/NII 2 " ' k-1 <f с -1 -1 -..___,_._. 

т 

. min{/Ц"/1 tJ 
+ (1-t)St9nllк(1 + [K(S)IТ{.s)ds)J t a(tJ]dц1 . .. dum 

l)'(t) J 
о 

Подставляя это соотношение в (12) и вводя обозначения (16), получа­
ем (I5) . Ясно, что если F[x) является функциональным многочленом 

k -й степени, то и F [ I{J(X)+ а] , где lf{X) -линейное преобразо­
вание, также будет функциональным многочленом той же степени. Теорема 

доказана. 

Рассмотрим теперь один частный случай, когда в (15) 

p(t) = i. 
9-(t):: ~ = Const. 

Решая (6), получаем, что 

К {t) =- - 1- [ Ш ct9-ViX(1-t) - 1~-t ] 
1-t 

6 

(IB) 

(19) 

Далее, 

где 

/J{t) = 
(1-t)sin Ш 

.Sil'l (2]. (f-t) 

1 1 -е.хр {-.!.. { K(s) (t-S) dsj :::: vrrm -
2 о 

t 
Х l-t)::: .Р (t) _ J fo(s) cls, 

ot· Го 1-S 
о 

l 3 [ 1- Cos {i.Л(f-t)] 
Jt) = {2>: · Sin/V.(t-t) 

.[2j. 
5il1.{2>.. 

Проводя несложные преобразования, получаем, что 

f x.,~t)dt = ]fJtJdt =л~ [ t9-{f- {{] 
о о 

Таким образом, 
4 

Jexp{ f{J.x 2(t)+3X(tJ]dt}Ffx]d .. х ~ 

где 

с о w 

~ т { 32 [ П' Гi' J} Sint/V. · е.хр 2J../П ~V2- УТ х 

1 4 

j(_j__ 
2171 

J .. J F [В", («7·) t a(·J] с/ц1 .•• dttm 
-1 -1 
~ 

-т 

(20) 

(21) 

t t 
a.{t) = Jx

0
(s)ds- st·n lii.{-t-t)J /ii(f-5) · t:o.s/ii(t-s)-SI·n.fii(f-s){ ( и .1 d 

0 
{1-S) · Sin 2/i). (1-S) )~( )dll_l S · 

() о 

Графики зависимости j a.{-t) для различных Л приведены на рис. 1. 

Заметим. что формула (21) справедлива для О~ ,Л<if,"ji. В слу­
чае - ао .t.J. ~ О имеет место при6лиженная формула 
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~ a(t) 

0,2 

0,1 

о 10 t , 0,5 
Рис. I 

Il11 
Л=2 
~ -1 

аС ~А-1.01 · 2 Л=О г '\ 1 А:-

Л=-2 

0,9 

о~ 1 2 g 
о 

Рис. 2 
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1 

l 

1 

j ехр{ j [;.x l(t)+ JJX(tJjclt} [[xJ dw•x ~ 
е 

z 1 Fii ~ eJlp{ ~
2 

[thH- {f J} х 
sh{R 2Affl 

., 1 

х 
2

1m J ... f F [ &", (i/; ·) + а(-)] oltt., ... clt~m 
-t -1 
~ 

т 

3. Оценка остаточного члена 

Приближенную формулу (!Ь) можно записать в виде: 

I (F) -= l(m)(F) + R (m}(F) 
1 

(22) 

(23) 

где I(F) - точное значение интеграла от функцианала F с данным 
весом; I(ln)(F) - приближенное значение, вычисляемое по формуле 
( ! 5); R (III)(F) - остаток приближенной формулы. Ясно ,что / R("')(F)/ 
будет тем меньше, чем "ближе" F[x] к функциональному многочлену 

степени ~ 2 т + 1. • ~ 

Пусть интегрируемый с весом Pfx)=eJlp{j[лx%}+J-X(t)jcltj 
по условной мере Винера функционал F [х] допускает представление 

F[x] ==- R [х] + 'Z [к] 
2111н 2mн 

(24) 
(т:: ~ 2, з, ... ) ' 

где ~"нf х] - функциональный многочлен степени ~ 2 т + i . Част­
ным случаем представления функцианала F в виде (24) является разло­
жение в ряд Тейлора. Следующая теорема устанавливает оценку остаточ­

ного члена формулы (21) в зависимости от n? • 

Теорема 3 

Пусть остаток 't2mн{x] представления (24) для функцианала 
F оценивается выражением: 

1 

/ 'Z. [х] / ~ С/т) - ехр{с2 (т). Jx 2(f:}ottj 
z.mн 

о 

с., (т) , C2 (m} -?-о ; 
ff2 

О !Е С;, (т}<: у , с3 (т) = ). + С2 (т) . 

9 
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Тогда 

[
• lr-=ol г=с (<=:;;-т;' ·• { 9= 2 " 

/ RlmJ(F) / ~ С/т) - Vsin~ е~<р 2';(m)o/2f)(mT 
(26) 

х [Vj/ir;rт/-/fc3 rm) 'J} + 

+ Щ . { э-2. [ Г>: /Т ~ J :.;.пЩ ехр 2>-m ~п-vтl+ 6c2rmJ8rmJ} 

где 

2. 
B(m) = ( d1 Гт' + о/2. ) , 

q-Гz(E- -~ +~+i) 
1-

2 :.<пШ 7Г-Ш 1r2 -2>. , 

d =- ff q, t9/f ( 1 + Т 11
2 
sin ..fii + л-.Гzi } 

2 а {f ("IГ."-2>.) Sin Щ 1 

( 27) 

-1 

Т = i / K(s) IY(s) / o/s , 
о 

К (S) , V'(S) определяются согласно (19) -( 20). 
Доказательство 

Запишем R (mJ ( F) в виде 

(111) J (т) R (F)= P[x]'l [x]d.x - I ('l2 m+.,) 
с 2hl+1 w (28) 

и оценим величину е.,= /Plx] "1пн~хJ olw.,.x 
(25) будем иметь: 

При условии 

1 1 

;e.,t ~ [ C1 (m)e.xp(fl.~xYt)+QX(tJ)clt + C(mJ[x(t;dtjcJ х = 
с о if 2 о .., .. 

(29) 

= C(т//z(A+C:z.(m);' z;r ехр{ g- 2 .[ta./).+C2 (mJ ~ ~Л+С2(т) 'J} 
1 {Sin.ff().+Cz_[mJ) 2(MCim))'~lz (f 2. 2. 

(ср.с формулой (31)). 

10 

Для оценки величины fz == I rт;( 'lzт+1) представим квадратичный 

функционал J X2(t)dt в виде (см/31): 
4 о - 2 
J x 2(t)dt == L_ tк (х, ек.)~ 
о /(,z1 н 

Здесь (. = i .. 2. ; е (t) = .rz: Sin кл-t . Тогда, согласно (21), 
К К •• К Kff 

1 f J"iX ' [-L[ ГJ.' ГГJ} ~ f2./ ~ V -~··n J?Т е.хр 2л 12>. '1f VY- УТ . / f2./ , 

где 
.., 1 

е;.= -(т r r с1 (т) exp{e).(m) i <'к (г ~rJ;.) + «(·)] ек./ l с{(.(.,, ., o/(.(m 
2 ) ... ) k=1 1 J 

-1 -1 ...._____,. 
m 

Применяя в выражении 

~ 2. [т (m) 12 j(em+a, ек)l ~ ~ Cj J(8Cиj,·))eк)l + /(ct,eк)l 
J=f 

неравенство Коши-Буняковекого и воспользовавшись оценками 

1 
rn (m)/ 
~ cj ~ Гm', 
J= 1 

l (ee / < зт..fi к:тr { 2>. )12 
' к) - Sin ~ . кrr-Щ + 1 + К2JТ1.-2>. 2 

' 

t/f 
\Са) е1,)/ ~ ~Гz-~ [1 + Т к2.sr2 St.n/ii + k1Г~ ] ff (К2.11'."-2 >.) · Si.n 12): 

получаем 

00 

1 е;, 1 !f с1 (m)-exp [ (!L(m)-8(m) L о: } 
К=1 

(30) 

где 8(m) и Т определяются (27). 
Поскольку ~ ~ = {; , для 

к~1 
/ Rrm){F) J ~ / f4 / + 1 f2. 1 

из (29) и (30) получаем оценку (26). Теорема доказана. 
Таким образом, достаточным условием стремления к нулю остаточ­

ного члена формулы ( 2I) R (rnJ ( F) при т.._ оо является такое стрем­
ление к нулю остатка 't2m+

1
[X] при т-- оо , что 

ll 



CL(rn).:: С2 = c.onst. 1 

<!.1 (171)· ехр{: Cz(d1 Гrn+d2.)2.J- О 
tn-.-

4. Примеры 

Рассмотрим в качестве примера нахождение интеграла 
' 1 

I = ~ехр{ f [ЛХ2(t)+ ~X(tJ]cH}d х . 
с о w~ 

Используя (2I), получаем: 

I = VV: ехр{2л~ [t11f -(-f]} . (3I) 

Формула (2I) дает в данном случае точный ответ. Нетрудно убедиться, 
что он совпадает с результатом, по~енным путем рассуждений, анало-
гичных рассуждениям, проделанным в для j= о . Действительно, 
после некоторых преобразований для интеграла несколько более общего 
вида будем иметь: 

~ 

f ехр{ { [лp(t)x 2{t)+ '(t)X(t)]dt}otw,.x =-
G о 

.( 1: 

= -~ - ехр{ 'J>~o) J 9(tJX}(t) JR(s)?(s)cl.s o(i} 
у'/)(о) о о 

где 50(t) - решение задачи 

rz/'(t) + 2Л p(t) :IJ(t) =о 

'JJ(O =о 

fJ::/(1) :: -i > 

R (-t) - решение задачи 

te[o_,f] 

R"{t) +2). p(t) R(t):so t:e[o,t] 
R (о) = О 

R'(o) ::: i. . 

При p{f) = i. ; ~(t): 9- получаем 

ZJ{t) = .~ St·n Щ (t-t) 
у2). • 

R(t) = ,k St·n fil t 

12 

(32) 

после чего из (32): 

~ 1 t 
I = 'fiA .., ехр{ '(2>- . g- 2 J .~ Sin /il(f-t/~ s<.n/iX s ds olt- = 

VSin{i). s,nГz>. о v~ jvv. 

= vv: {__L 
VSihfiJ ехр 2>.& [t3-{f -[f]} ) 

что совпадает с (31). 
Рассмотрим теперь интеграл 

-1 

I= ~Pfx] exp{-1f>.x 2(t)+:J-X(t)]olt}d"'"x, 
с о 

(33) 

где Pfx] определяется согласно (II) при условии (18). Очевидно, что 
точный ответ 

I = f. 

Результаты приближенного вычисления интеграла (33) по формуле 

(2I) при т= 1 для некоторых значений параметров Л и g.. , получен-
ные на ЭВМ CDC-6500 , приведены в таблице I и в таблице 2 (для ). =о ) . 
Графики зависимости результатов от <J при различных ). покв.заны на 

рис.2. Графики демонстрируют хорошую точность приближенных вычисле­

ний при малых значениях параметров ). и 9' . С ростом ). и g, погреш­

ность возрастает, поскольку функционал F все более "отклоняется" 

от функционального многочлена фиксированной степени. · 
Оценим погрешность формулы (2I) при вычислении интеграла (33) 

в случае Л=О. Функционал F[x]=exp{-g..Jxmc~t} 
о 

представляется в виде ряда 

2mн )К ~ К 
F[x] ::: 1 + L: (-~ [ ~ f K(t) clt] + 'l [х] J 

1е~-1 к. о 2mt1 
где 

1 '~ 2m+z 
'l [xJ=(:_j_ .exp{-ea-Jx(t)at} · [ ~Jx(t-)dt] 
Ul'/+1 2171+2)! о о 

Так как 

0'1; ().; i . 

е fl~l . { ., 1 2171+2. 
/7. [xJ/~ ( ), . ехр fl:J-l · )x 2(t)d-l-}·[C?.fx(t)dt] ~ 

211Н·1 2171+2 • о q 
0 

1 

< 2.m+_2 1;17-~ (m+n! exp{(ft1t+!} · fx 2{t)dt} , 
"' ~ ~ (2m+2)! о 

13 



то для оценки остатка формулы (21) можно воспользоваться теоремой 3. 
В данном случае 

2117+2 f111 (m+1J! 
С (т)= q · е . 
1 <r (2.m+ 2)! 

С2 (rn) = Т { 9' / + i ::= С2 

/ Rcrn>(F) / ~ С (mJ[j _ т;. ~ ехр{ 9-2. [tq,{f- Г§]7. + 
1 s. n.лё;_ 2CJ..fiё; d 2. VT J 

[ 
$

2 
1 '-] -(mJ + ехр 1lfi.' + 6 C'.t · вст) j :: R (F) . 

В таблице 2 приведены значения реальной погрешности 
Ес1~ I - Ic11 

- (i) 
и теоретически полученной оценки по грешиости R. ( F) • Из таблицы 
видно, что приближенная формула (21 ) дает достаточноточный результат 

при малых значениях параметра 9- • При тех же значениях параметра 
хорошо работает теоретическая оценка погреmности. При больших значе­

ниях 1 целесообразнее использовать формулы с большими значениями т . 

Здесь В ( 111) = Z ( {iii' + g..) 2 
, поскольку 

Очевидно, что R("'1(F) ~О. 

т 

Sin {i). -;::; о . 

Тафшца I 

~ о 1 2 3 4 

о 1 0,999? о, 9948 0,9756 0,93II 
1 0,9900 0,9985 1,0131 1,0071 0,9531 
2 0,9550 0,9842 1,0416 1,0568 0,9687 

-1 0,9931 0,9896 0,9777 0,9539 0,9138 
-2 0,9768 0,9724 0,9589 0,9350 0,8990 

J4. 

Таблица 2 

~ 
I (-tJ Е C1l Rr"J 1 

i 

о 1 о о 

0,1 0,9999938 о, б2· 10-5 2,39·10-5 

0,2 0,9999972 0,28·10-5 4,30· 10-4 

0,3 0,9999962 0,38·10-5 2 48· 1о-3 
' 

0,4 0,9999891 о II· 10-4 
' 

9,01·10-3 

0,5 0,9999777 0,22·10-4 2, Ь8 ·1о-2 
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В Объединенном институте ядерных исследований начал 
выходить сборник "Краткие сообщения ОИЯИ". В нем 
будУт nомещаться статьи, содер•ащие оригинальные научные, 
научно~технические, методические и nрикладные результаты, 

требующие срочной nубликации. БудУЧИ частью "Сообщений 
ОИЯИ", статьw, вошедшие в сборник, имеют, как и другие 
издания ОИЯИ, статус официальных публикаций. 

Сборник "Краткие сообщения ОИЯИ11 будет выходить 
регулярно. 

The Joint Institute for Nuclear Research begins puЫi­
shing а collection of papers entitled JINR Rapid Communi­
oationв which is а section of the JINR Communications 
and is intended for the accelerated puЫication of impor­
tant results on the following subjects: 

Physics of elementary particles and atomic nuclei. 
Theoretical physics. 
Experimental techniques and methods. 
Accelerators. 
Cryogenics. 
Computing mathematics and methods. 
Solid state physics. Liquids. 
Theory of condenced matter. 
Applied researches. 

Being а part of the JINR Communications, the articles 
of new collection like all other puЫications of 
the Joint- Institute for Nuclear Research have the status 
of official puЬlications. 

JINR Rapid Communicationв will Ье issued regularly. 

J~дкоа Е.П . , Лобанов Ю.Ю., С идорова О.В. Pll-84-775 
Приближенные формулы с весом для континуальных интегралов 

по условной мере Винера 

Построены приближенные формулы для вычисления континуальных интегралов 
по условной мере Винера {P[ x)F[xldw*x; где x(t} Е-с= lc[O,l] ; x(O}zx(l}- 01, 

с 1 

Р[х)- весово.-1 функционал вида P[xl= expl {[Ap(t}x2 (t) + g(t}x (t)l dtl. 
о 

Формулы точны для функциональных•, многочленов степени ~ 2m+ 1 IПF1 ,2,3, •.• / 
Континуальные интегралы вычислл10тся по этим формулам путем и •!тегрирования 
не которой функции, зависящей от F[ х]. по пгмерному единичному кубу в прост­
ранстве R m. Особо рассмотрен случай p(t) : 1, g(t) = g = const. Для некоторого 
класса Функцианалов получена оценка остаточного члена формул, а также доста­

точное условие сходимости приближений, вычисляемых по этим формулам, при 

m ~ -~. ~tспол~tэование формул продемонстрировано на численных примерах . Приве­

дене сравнение реальной погреwности интегрирования с теоретически найденной 

оценкой погрешности. 

Работа выnолнена в Лаборатории вычислительной техники и автоматизации 
о'ияи. 

Сообшение Объедииеииого • ииститута ядерных исследований . Дубна 1984 

Перевод О.С.Виноградовой 

Zhidkov Е.Р., Lobanov Yu : Yu, _, Sidorova O.V. Pll-84-775 ~ 
Foгмulas with а Weight for the Approximate Evaluation of Coпditional 
Wien~r lпtegral 

Some approximate formulas are derived for calculation of а conditioпal 
llieпer iпtegralcf Р{х] F(x]d • х. ~ere x(t) t;; с = lc[O,l]x(O)- x(l) =О 1, Р[х] . 
is а wieght fuпctioпal P[xf = ехр [ [Ap(t) x2(t) + g(t) x(t) ]dt 1. Formulas are rexact 
wheп f'{x] is а fuпctional po"'ynomial of degree at most 2m+l (m = 1,2, 
3, ••• ). Functional integrals are calculated using these formulas Ьу integra­
ting а certain function dependlng on F[x] over the m-dimensioпal unity cube 
i п R ш space. Sepa га te 1 у the case of p(t) = 1 ; g(t) = g- coost i s i nves t i ga­
ted. For а certain class of fuпctionals ал estimate of the remainder of 
the foгmulas is obtained. Sufficieпt conditioп of the coпvergency for m ~­
of appгoximatioпs, obtained Ьу these formulas, is derived. Numerical examp­
les illustrate the obtaiпed results. The comparisoп of actual integratioп 
error with theoretically found error estimate is presented. 

Th~ investigation has been performed at the Laboratory of Computing 
Techniques and Automation, JINR. 

Communication of the Joint Institute for Nuclear Research. Dubna 1984 
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