
сообщения 
объединенного 

ИНСТИТУТа 

ядерных 

исс11едованим 

дУбна 

Pll-84-766 

Е .Г . Алексов* , С .Т . Иванов , А .Б .Швачка 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ДИСПЕРСИИ 

)ЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В ВОЛНОВОДЕ, 

ЗАПОЛНЕННОМ ПОЛУПРОВОДНИКОВОЙ ПЛАЗМОЙ . 

Магиитоактивная плазма 

* Софийский университет 

.. 



1 • ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Успехи плазменной электроники 11 • 21 стимулировали поиск новых 
электродинамиЧеских структур для усиления и генерации мощных 
СВЧ-волн. Весьма перспективными для этой цели я вляются волново

ды, заполненные полупроводниковой плазмой, обладающие рядом 

достоинств 131 . При этом актуальной задачей является исследова 
ние закона дисперсии электромагнитных волн, распределения по

лей и потока мощности в таких волноводах. 
/3/ . 

В работе нами была рассмотрена дисперсия волн в волно-

водах, заполненных незамагниченной и замагниценной плазмоа. 
В настоящей работе исследуется дисперсия волн в анизотропном _ 
волноводе, заполненном магнитаактивной полупроводниковой плаз

мой. Суммарное магнитное поле не то.nько существенно усложняет 
картину дисперсии, но и приводит к качественно новым явлениям. 

В анизотропном волноводе появляются обратнt-lе волны , и новые гиб

ридные НЕ-моды, связанные с анизотропией среды и не имеющие 

аналога в волноводах с незамагниченной и замагниченной плаз

мой. 

Рассмотрим цилиндрический еолновод радиуса R, ось которого 

совпадает с цилиндрической координатной системой r, Ф. z и на
правлением внешнего постоянного магнитного поля Н 0 . Волновод 

заполнен магнитаактивной плазмой, электродинамичесtсие свойства 

которой опи~ываются тензором диэлектрической проницаемости 141 

/ 

' 1 
( 

(

. ( 1 -il2 :) 

lf . f . /1 .11 
2 1 • 

о о (3 ., 
.!. 
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1 L 2 • 2 • 3 L Ц)2 w _ (u 2 w 2 (w 2 _ w 2) 
'/1.2/ 

с с 

2 112 w 

где w = ~"ne I m*) - плазменная частота легких носителеи 
р w w w * 

с концентрациеи n и эф~ективнои маесои m ;wc- их ларморовекая 

частота, c L - остаточная д~электрическая проницаемость кристал

лической решетки. ВыfiР.а.е_зависимость вс~"переменных величин 

в виде f(r, t) = f(r)exp(I-D:ici t- kzz - f ф H1fJТ t риходим к следующим 
~.-: ". · ; .. i ::,: ,!'Щ~ 1 
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уравнениям для продольных !<Омnонент Е z и В ls l : z . 

2 2 4 
2 (2 си f 3 4 2 си ( 2 си 

(к+---,.. · -) ~ Е --(к -f 2 -)E =i--k ~В 
<: 2 J. Z 4 Z С Z J. Z' ( 1 с ( 1 с (1 

2л В 
к '-'J. z 

где 

4 
(к4-f 2~)В =-i2:!..f

2
k ~Е, 

2с 4 z с z J. z 

2 ~ =..!.. L -r L- .С . 
J. r дr дr r 2 и 

2 2 си 
к = kz - f 12 

с 

'!о< 

- . :.<' 

:-t 

Решая совместно уравнения /1.3/, получаем дляЕz уравнение чет
вертого порядка 

2 2 2 2 2 ( 3 (2 си 
~ Е - ( к +к - -- ·- - ·-) ~ Е + J. z ( ( 2 J. z 

1 1 с 

(3 4 2 си 4 
+- (к -Е -)Е 

(
1 

2с4 z 
о. " 

РеШение уравнения /1,4/ ищем в виде линейной комбинации функций· 
Бесселя 

Е 
z 

где 

2 
k1 2 

' 

E z1 + Ez2 =-AJf(k1r) + BJe(k2r), 

= _!_ 1-(l +Е )к2 _си2 f2 ± 
2f 1 1 3 с 2 2 

~- си2 2 2 2 2си 2 
+ Е - f )к2+- f ] + .4k f2-- ·f3, - 13 22 z 2 

с с 

" 

Продольная компонента магнитного поля выражается через 
компоненту 

Bz = fJ1 E.z1 + fJ2E z2 • 

/1 . 5/ 

Е -z 

При этом {3 12 = i-E.._ ,(f 3 к 2 + f k 2 ). Остальные компоненты 
• си k ( 1 1,2 

z 2 
выражаются через Е и В . Удовлетворяя граничным условиям 
/Ez(R) == О и Е ф(R)z = 0/ ,z получаем систему линейных однородных 
уравнений, условие существования нетривиального решения которой 
nриводит к диспеf,сионному уравнениt!> /для Газоразрядной n.ria з 1~~~ 
оно получено в 1 1;. 

2 

kz) = Ze(l k11 R) ZeCI k2\R) ( с : (2 -i {3 2 к : ) -
z k z 

- ·Ze( lk21 R) Zf( lk1IR) Ik 11. 

2 
(~ l - i{J ~ ) + _L Ze (l k11 R) Ze( l k 2 1 R ) ~-

ck 2 1 k2 R k 3 
z z с z 

( 
2 2 

( 1 k 1 - k2) о. 

Здесь 

ze < 1 х 1) = 
{ 

Jf (х) • 

Ie (х) . 

х 2 > о. 

2 
х < о. 

/1.8/ 

НиЖе дисперсионное уравнение /1 .8/ решается численно. При этом 
анализ проводится для случая относительно слабого магнитного 

поля (си < си 1 .'г;-) Случай сильного магнитного поля ( си > си I -'7J-c pYL· с рУ • 
который для газоразрядной плазмы рассмотрен в 16 1, будет излО>хен 
в следую~~ей работе. Отметим, что упомянутые обратные волны и 

анизотропные гибридные НЕ-моды наблюдаются в случае слабого 

магнитного поля (си < си ;..;-;-L). 
с р 

2. КАЧЕСТ ВЕ И ННА АНАЛИЗ ДИСПЕРСИОННОГО " УРАВНЕНИЯ 

Следуя 16 1 , ра ссмотрим зону непрозрачност и, т.е. ту область, 

~ 

в которой аргументы фу нкций Бесселя являются комплексными числа

ми . Так , дисперс ионное ура внение /1.8/ описывает затухающие вол
ны . Условие сущест вова ния этой зоны легко получить из явных вы

ражений /1 . 6/ для k f. 2 . После несложных преобразований это ус
ловие сводится к в иду 

2 22 4 22 ' 2 2 2 
f L (lLcи c + 4kzc )си - 2k zc ( f Lcи с+ 2сир) си + 

2 2 2 
+ шс k zc < О . 

/2.1/ 

Поскольку это неравенство трудно поддается анализу , перейдем 

к новым безразмерным переменным 

ck 
Л = .А_ = 2 "~ - , Р = s_ = _ z 

R Rси v си 
ph 

/ 2.2/ 

3 ~·1' 



Эти переменные оказываются очень удобными д.(lfl ч1~сленного реще~ 

ния дисnерсионного уравнения и графического представления ре

зуль татов счета. В навык переменных неравенство /2.1/ принимает 
следуi:>ЩИЙ вид: 

2 4€Lр2л; 
л > ---------·, 

- 2 л 2 2.2 
4р - <-IL,-(f - • р J 

Л L 
с2 

где АР, с= 277с / R cup, с· 
Условие вещественности Л позволяет найти асимптоты кривой, 

определяющей зону непрозрачности, 

л /л 2 

Р1, 2 =± Лc ;+../~+fL. 
Р АР 

Из / 2 . 3/ ле гко опредеЛяется и минимально возможная длина 
волны 

л2 
miп 

л 2 ( 
р L 

п ри р = VfL: /2.5/ 

На рис. 1 пока зана зона непрозрачности для двух значений маг
ни тного поля. Видно , что с увеличением напряженности магнитного 

' ч 

'""' 

величины зоны непрозрачности от 

м.. 

... 

( CtJ 1 < CtJ 2). 
. с, с, 

поля область непрозрачности сужаетсR и в nредельном случае бес

конечной напряженности ма гнитного ПOJ:lf\ а·симГ]тотичес~и стремится 
к прямой р = yfL: В o6paТI'IOM предельном сЛучае отсутстви~ маг
нитного nоля зона непрозрачности зани~~ает всю полуплоскостi> 

л > лmiq; 
Переидем теперь к решенип уравнений /1 .8/ в случае р =-0, ~то 

позволит определить критические длины волн. В этом случае урав
нение решается аналитич.ески, что весьма важно с точки зрения 

идентификации мод. При р ~ - О дисперсионное уравнение принимает 

~ ИД: Л следующии в д· 2 f 3 . 

( - (2 ) f -277 1 _ , + 277 2 77Fз) [ Z'o( - ---f ···- f 
1

· jf 2 -!: J (- L Л 1 1 

f л . , 
!~2 

·z < 277 / ( 1 - f 
f - · v 

2 

л ( 1 

)] . = о . 

/2 . 6/ 

Оно соответствует двум независиным уравнениЯм , оп ределяющим 
критические длины волн ЕН - · и НЕ -мод. Для критических длин волн 

типа ЕН получаем 

277F, 
Л0 = --~- ЛР . 

1 2 2 2 477 +Л" о · . р г L П 

/2.7/ 

Критические длины ЕН- волн не зависят от напряженности внешнего 

магнитного поля . Такой же результат получен и для газоразрядной 

плазмы 161 . 
Для волн типаНЕполучить анал~тически выражения для крити

ческИх длин волн в общем случае не удается . Это можно сделать 
лишь для аксиально-симметричных волн: 

2 2 2 2 2 2, -
Л = \ fLЛ [ ,4 77 (2 Л + fLЛ ) - р. ' Л Л J + _ ,,+ р с р оп р с 

+ [ · fL2Л 4( 4 772(2Л 2 + fLЛ 2) - /1 , 2 Л 2 Л 2] 2- 16 77 2Л 4 Л 2 f L . 
р с р оп р с р с 

]

112 
. ( р.' 2л 2 < Л2 + Л 2 > - 477 2л · . 1 • 1 

оп Р с Р ~ 2[р.~~Л2 (Л~ + Л2 )- 477 2Л~] 
Существуют два семейст ва электрома;.;>нитных 'НЕ -волн: высокочас
тотные, критические длины которых расположенЫ между О и Л 1 = 
"' Л ( р. 01 ), и низкочастотные, критические длины которых располо-

жеНы меiкду Ль = ЛрЛс~ 1Jл; ( L + Л~ и Л2 = Л+(р. 01) . Эти выводы 
относятся лишь к симметричным волнам, но численный анализ 

5 
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Рис. 2. Дисnерсионные кривые nри си < --1- 1 си = 2. 1 О 

с . 1- с 
RyfL 

а/ симметричные моды /е= 0/, б/ несимметричные моды 
1 е .;,., 0/. Показана одна из низкочастотных мод НЕ 11 . 

~ ''\ " 

-. 1/ с - • 

вает, что с точностьn до определения вeJ1ИYI(IH Л1 11 Л 2 он!(! спра
ведливы и для несимметричных НЕ -волн /см. р~с.2/. Оба се

мейства волн разделены областью нераспространениR электромагнит

ных волн обычного волноводного тиnа.Численный анализ показал,что 
между этими семействами при Фиксированном f f а расnространяет
ся НЕ -мода, связанная с анизотропией среды. ~lиже она называет

ся анизотропной модой. Отсутствие вариации полей по Радиусу 

связано с тем, что эта мода суЩествует в области значений р 
и Л /соответственно си и k z 1, _ в котарой функции Ze выражаnтся 
через модифицированные функциИ Бесселя. Поэтому важно оnреде

лить области вещественных значений аргументов функций, входящих 

в дисnерсионное уравнение /1.8/. В найденной зоне непрозрачнос
ти аргументы комnлексны.Вне ее они. либо вещественные, либо нни., 
мые. Найдя граничные кривые смены знака величин k i 2 , определим 
области вещественности аргум·ентов функций, входящих в 11. 8!. 

Исnользуя условие nрозрачности /обратное условию /2.3// 
и выражение /1.6/, заnисанное в nеременных Л и р, нетрудно nо
казать, что область положительных k~(k1 >О) оnределяется nарамет
рами р и Л, удовлетворящими одной из следующих . трех систем не
р<:Jвенств: 

{ 

f > о' 

(r11 - r2 - · р2) (с 1 

{

r
1

> 0, 

2 . 
( ( 1 + ( 3) ( р - 1) 

(1 < о. 

+f2-p2)<0, 

2 
+f2 < 0, 

.... ~ 

(3 2 2 
-(r1-r2-p)(rl +f2-p )>0, 
f 1 

( 
. 2 2 

r
1

+r
3
)(p - -1)+r

2
>0. 

.#. 

"" 

Аналогичным образом nолучаем три системы неравенств, оnределяю-

1:\ИХ границу раздела областей, в которых k 2 вещественно или мнимо. 
КривЫе, разделяющие указанные области для k1, найдены графически 
из неравенств /2.9/. Аналогично получена и граница раздела для 
k2• !3 случае относительно слабого магнитн-ого поля Ыс .< CUp ~~- они 
приведены на рис.З. Аналогичные области найдены и в случае силь

ного магнитного поля. 

'· 
' 
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2 2 
Рис.З. Области, в которых k 1 > О и k2 > О 
слабого магнитного поля (си < си / V fL) . 

с р 

в случае 

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Анализ показал, что для слабого магнитного поля надо рас

смотреть два случая: 

а/ си < Jl.o 1 с/ RF. и б/ JL 01 с /RV7:' < си < си 1 .,;-;- . 
с L L с р L 

В случае а/ области высокочастотных ЕН-волн и низкочастот
ных НЕ -волн разделены. Это означает, что критическая длина 

Е 
самой низкочастотной ЕН-волны (Л 0° 1 ) 1 Е 01 -мода/ меньше ниж-
ней границы Ль низкочастотных НЕ-волн . Именно это условие 

Ео1 
(Л0 <Ль) соответствует слабому магнитному полю в случае 
а/. Дисперсионные кривые электромагнитных волн найдены числен

но из уравнения /1.8/ и nриведены на рис.2. l<ак видно из рисун
КС?В, в этом случае четко выделяются два типа НЕ-волн - в~соко

частотные и низкочастотные /на рисунке показана ·самая длинновол

новая мода, поведение остальных волн качественно такое же/. От
метим, что поведение НЕ-и ЕН -волноводных мод качественно сов

падает. Дисперсионные кривые низкочастотных НЕ-мод обходят 

зону непрозрачности, при этом основная НЕ 11 .:.мода /на' рисунке , 
не показана/ приближается вплотную к этой зоне. При , больших 

Замедлениях ( р > Vf'Z) дисперсия меняет знак, и в системе распро
страняется обратная волна. У высших мод аномальная дисперсия 
имеет место при меньших замедлителях. При больших Замедлениях 

дисперсионные кривые всех НЕ-мод /симметричных и несимметрич

ных/ стремятся асимптотически к линиям Л = Л . v f L: 
Переходя к высокочастотным модам (Л < Ль),Камечаем аналогию 

с поведением дисперсионных кривых в случае однородного изотроп

ного волновода 131 /рис. 4/. Однако nорядок ЕН- и НЕ -мод меняет
ся и он су~ественно зависит от наnряженности внешнего магнитного 
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Рис.4. Дисперсионные кривые при 
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поля. Среди несимметричных волн мы обнаружива-ем и упомянутую 
выше а низотропную моду, которая обозначена НЕ из-за отсутствия 
ва р~ации по радиусу.Видно, что она лежит в области между низко
час тотными и высокочастотными НЕ -модами. Ма~симальное замедление 
для этой моды совnадает с ма ксимальным замедлением для всех ос
таль ных мод (р = Vi":'L)' но дисnерсионная зависимость у нее сущест-

. max 
венно иная . В очень широком частотном диапазоне ее груnnовая 

скорость высока и меняется очень медленно; в то же время 

вблизи критической частоты ее груnповая скорость очень мала 

и nрактически не меняется. 13 случае б/, когда cuc>JL 01 c/RV7, ·, 
в область расnространения низкочастотных НЕ-волн nоnадают ~со
кочастотные ЕН-волны. Это существенно затрудняет численный 
анализ и идентификацию различных мод. 11ы не будем nодробно оста
на в~иваться на этом вопросе. 

Для простоты рассмотрим магнитное поле, удовлетворя1'3щее 

~ - Jl.21c 
условию JL

11 
с I R'I/fL .<си < _ ,, При этом в область низкочастотных 

с R~' .. 

НЕ -волн (Л > Ль) попадают лишь моды ЕН 01 и ЕН 11 . 
Следует отметить, что дисперсионные кривые этих мод качест

вен но совпадают с кривыми, оnисывающими дисперсию низкочастотных 

НЕ -мод /рис .4/. Подчеркнем, . что в области Л > Льсуществует 
неограниченное ч исло решений , соответствуtощих модам с большими 
з начениями f и n. 9 
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Что касается НЕ-волн, увеличение напряженности магнитного . 

поля приводит к уменьщению ~~ритическl!lх д.[IJ!IH э.т11~. волн. Rри этом 
ход дисперсионных кривых не меняется, 3начите.пьное изменение 

наблюдается в поведении ан~>~зотропной НЕ-моды. Наряду с умень
шением ее критической длины, в этой области появляется обратная 

волна. С увеличением напряженности магнитного поля сужается 

область АР-т Ас и расширяется область Ль +АР' при этом низкочастот
ные НЕ -моды ста_новятся более t<оротк~лновыми. 

При дальнейшем увеличени1>1 напряженности магнитного поля 

(fL21 c/Rv7i:.' <cuc <шр/Уfi1новых эффектов не наблюдается. Но nри 
этом сохраняются следующие характерные особенности поведения 

волн: сужение зоны неnрозрачности; · расширение области Ль+ АР
распространения обратных низкочастотных волн; уменьшение кри

тических длин всех НЕ -волн и смер:!ивание низкочастотных НЕ
волн со все большим числом высших ЕН -мод. 

4. ЗАКЛОЧЕНИЕ 

В работе исследована дисперсия электромагнитных волн в од

нородном анизотропном волноводе, заполненном магнитаактивной 

полупроводниковой плазмой. Величина напряженности магнитного по

ля удовлетворяет условию шс<<ир/~'. Установлено, что сущест
вует два семейства НЕ-волн-высокочастотные и низкочастотные. 
При уменьшении До нуля концентрации носителей в плазме высоко
частотное семейство nриближается к модам волновода, заполнен

ного диэлектриком с проницаемостью EL, а низкочастотное исчезает, 

поскольку оно связано с наличиеr~ плазмы. Для низкочастотного 

семейства найдена область, в которой распространяются обратные 

волны. Между двумя семействами обнаружена новая гибридная НЕ

мода, связанная с анизотропией заполняющей среды. Эта анизотроn

ная мода не имеет вариаций по радиусу, так как . ее компоненты 

выражаются через модифицированные функции Rесселя. Но она зави

сит от азимутального числа, хотя эта зависимость очень слабая. 

С увеличением напряженности внешнего магнитного поля дисперсия 
анизотропной моды в областИ ее критической частоты становится 
аномальной. ЕН -волны образуют лишь одно Fемейство,и их диспер
сионные ~ривые расположены среди кривых · НЕ-мод, чередуясь с 

ними. С увеличением наnряженности магнитного поля порядок мод 
меняется,и,начиная с величины, соответствующей циклотронной ... 
частоте сие= fLOl c/ Rv'fi: , все большее число дисперсионных кривых 
ЕН-волн оказывается среди дисперсионных кривых низкочастотных 
НЕ-волн, при этом дисперсионные кривы~ ЕН-волн приобретают вид 
соответствующих кривых для низкочастотного семейства liЕ-мод. 

Критические длины как низкочастотных, так и высокочастотных мод, 
включая и анизотропные моды, уменьшаются. 

Авторы считают своИм приятнын долгом поблагодарить про~ессора 
д.А.Рухадзе за полезные дискуссии и обсуждение работы. 
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СООБЩЕНИЯ ; КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ , П РЕПРИНТЫ И СБОРНИКИ ТРУДОВ 

КОНФЕ РЕНЦИЙ, ИЗДАВАЕМЫЕ ОБЪЕДИНЕННЫМ ИНСТИТУТОМ ЯДЕРНЫХ ИС СЛЕ
ДОВАНИЙ, ЯВЛЯЮТСЯ ОФИЦИАЛЬНЫМИ ПУ БЛИКАЦИЯМИ. 

' 

Ссылки на С ООБЩЕНИЯ и ПРЕПРИНТЫ ОИЯИ должны содержать еле
элементы : 

- фамилии и и нициалы авторов, 

- сокращенное название И нститута /ОИЯИ/ и индекс публи кации , 

- место издания /Дубна/ , 
- год издания, 

-номер страницы / при необходимости/ . 

Прим е р : 

1. Первуши н В.Н. и др. ОИЯИ~ ?2-84- 64 9, 
Дубна, 1984. 

С сылки на конкретную СТАТЬЮ , помещенную в сборнике , должны 

фамилии и и нициалы а второв, 

- за главие сборника, перед которым приводя тся сокращенные 

слова : 11 В кн . 11 

- сокращенное название Института /ОИЯИ/ и инде кс издания, 
место и здания /Дубн а/, 

- год издания, 

- номер страницы. / 

"" 
Пример: 

Кол па ко в И . Ф. В кн . Х1 Мехдународ н ьzй 
симпозиум по ядерной электро ни ке, ОИЯИ, 

Д1 3 - 8 4-5 3~ Дубна , 198 4, с. 2 6. 

Савин И . А .~ Смир н о в Г .И . В сб . "Краткие 
сообщения ОИЯИ "~ N 2- 8 4~ Дубн а ~ 1 9 8 4, с . 3. 
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Алексов Е . Г., Иванов С.Т., Швачка А.Б. PII - 84-766 
Численный анализ дисперсии электромагнитных волн в волноводе, 

заполненном полупроводниковой плазмой. Магиитоактивная плазма 

Получено дисперсионное уравнение для волн , распространяю

щихся в волноводе, заполненном полупроводников ой магиитоактив

ной плазмой на основе уравнений Макс.велла и магнитной гидро

динамики . Показано, что в таком волноводе возбуждается одно 

семейство ЕН-волн и два семейства НЕ-волн / высокочастотные 
и низкочастотные/. При этом среди НЕ-волн обнаружена нов ая 
гибридная НЕ -мода, связаннал с анизотропией полупроводниковой 

плазмы, з аполняющей волновод . Расчет . указывает на возникнове

ние обратных · низкочастотных волн и анизотропных НЕ-мод при 

увеличении напряженности внешнего магнитного поля . 

Работа вьmолнена в Лаборатории вычислительной техники 

и автоматиз ации ОИЯИ . 

Сообщение Объединенного института ядерных исследованИй. Дубна 1984 

Перевод авторов 

Al eksov E.G., Ivanov S.T., Shvachka А.В. Pll - 84-766 
Numerical Analysis of the Electromagneti c Wave Dispersion i n 
the Wave guiue Filled with Semiconductor Plasma. Magnetoactive 
Plasma 

The dispersion equation of the waveguide, filled with semi
conduc t or magnetoactive plasma is received on the base of 
Мaxwell's equations and ~ПШ model of the pla sma . Thi s equation 
is analysed numer ically. It is shown , that one family of EH
waves and two families of HE- waves (high frequency and law 
frequency ) may propaRate in such system. The HE-mode connected 
with the anysotropy of the plasma is d iscovered among t wo HE
waves families. The existance of both backward law frequency 
waves and backwar d anysotropy HE-mode i s f ound. 

Тhе investi gation has been pe rformed at the Laboratory of 
Computing Techniques and Automation , Jilffi . 
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