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В 11"41 обнаружены и исследованы статические связанные состоя
ния флюксонов на микронеоднqродностях длинного /одномерного/ 

джозефсонавекого nерехода. Микронеоднородности соответствуют 

локальному уменьшению джозефсонавекого тока, их nриближенно 

можно оnисать с nомощью li -функций: 

n 
[ 1 - I 1-1 18 (х - х 1 ) ] вin ф , 1 = 1 

/1/ 

где Ф ... (х, t) - магнитное nоле в nереходе. Реальные физические 

неоднородности, конечно, "размазаны", но их можно приближенно 
заменить В-функциями, если размер неоднородностей меньше раз

мера флюксона. Последний nримерно равен 2Л J• где Л J - джозеф
соновская длина, оnределяющая характерный размер, на котором 

nроисходит заметное изменение магнитного nоля в nереходе.В даль

нейшем Л 1 nринимается за единицу длины. В качестве единицы вре

мени выбирается (JJ 1-1, где (JJ J - джозефсоновекая частот_а, оnреде
ляющая характерное время, за которое магнитное nоле может замет

но изменяться. 

Изменения магнитного nоля в nереходе оnисываются возмущенным 

уравнением sine-Gordon 

Ф =Ф -j(х)-аф /2/ 
tt хх t ' 

где малый nараметр а оnределяет эффекты затухания. Граничные 

условия на концах nерехода -t ~ х .s f оnределяются значениями 
внешнего магнитного nоля h: 

ф х (- f ' t) = h -t ' Ф ... <t ,t) = hf. /3/ 

В 1 1
"
41 были изучены статические расnределения магнитного nоля. 

В этом случае ф не зависит от t и удовлетворяет уравнению 

ф хх = j(x) /4/ 

и граничным условиям /3/. Для локальных неоднородностей, оnи
сываемых выражением /1/, задачу можно решить точно, и в nростей
шем случае /одна микронеоднородность/ свойства точных решений 
nоддаются достаточно nолному исследованию. 

В зависимос т и от величин f , lt и внешнего nоля в случае 
одной микронеоднородности существуют одно или два устойчивых 

относительно малых возмущений состояния с различными значения-
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ми полного магнитного потока. Они и были названы связанными 

состояниями. Если внешнее поле нулевое, то, помимо основного 
состояния Ф=О, существует состояние, в котором магнитный по
ток локализован вблизи микронеоднородности. Его форма, при до

статочно большом значении f, приблизительно совпадает с формой 
свободного флюксона в безграничном переходе 

ф (х) = 2 arccos (- th (х)) , !51 

но этот флюксон локализован на неоднородности, которую мы по

местили в середине перехода. 

Связанное состояние устойчиво, если р. > О, при р. <О оно 
также существует, но неустойчиво. Наглядно можно представить 

себе, что микронеоднородность с р. > О притягивает флюксон, 
а с р. < О - отталкивает. В дальнейшем изучается притягивающая 
микронеоднородность. 

Процессы, в которых образуются такие связанные состояния, 

описываются уравнением /2/, которое не поддается точному ана
литическому решению, и необходимо обратиться к численным мето

дам. При малых значениях р. и а можно, конечно, воспользовать

ся теорией возмущений по этим параметрам, но в существующих на 

сегодня вариантах теори и возмущений /см., например, / 5/ 1 нали
чие устойчивых связанных состояний в исходном приближении не 

учитывается. Например, в нашей простейшей задаче флюксон при

ближенно заменяется точечной частицей, а микронеоднородность 

описывается притягивающим эту частицу потенциалом. В этой кар

тине флюксон, налетающий на неоднородность, может быть захвачен, 

и тогда он образует связанное состояние. Однако осцилляции флюк

сона около равновесного положения могут быть весьма значитель

ными, и при малом а они слабо затухают. 

Учет связанного состояния может привести к совершенно иной 

картине захвата флюксона микронеоднородностью. Как показано 

в / 1·71, связанное состояние характеризуется не только определен 
ной энергией связи /энергия связанного состояния меньше энер

гии свободного покоящегося флюксона на величину "' 2р. 1, но и ха
рактерной собственной частотой cu 0 "" у р./2. Если на связанное 
состояние наложить некоторое внешнее возмущение, то оно в от

вет не будет осциллировать как точка около равновесного поло

жения, а начнет менять свою форму с частотой cu 0 , оставаясь 

локализованным на микронеоднородности /такое движение назовем 
пульсацией/. Пульсации могут в принципе возбуждаться и в том 
случае, когда флюксон налетает на неоднородность. Теория воз

мущений подобных деформаций не описывает. 

В этом сообщении обсуждаются ''численные эксперименты'', в ко
торых хорошо сформированный флюксон /его форма в системе покоя 
близка к /5// налетает на притягивающую микронеоднородность 
и захватывается ею, образуя связанное состояние . При расчетах 

можно было бы размазать о -функцию, однако небезынтересно по-
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r1 
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nытаться произвести их, не используя "размазку". В этом случае 
можно было бы надеяться сравнить полученное при больших временах 
локализованное статическое состояние с тем, которое вычисляется 
аналитически в задаче /2/. Мы увидим, что такое количественное 
сравнение вряд ли возможно. Однако качественные результаты хо
рошо согласуются с интуитивной физической картиной, подсказы
ваемой результатами 11·4/. 

Итак, движение флюксонов в ограниченной протяженной системе 
с притягивающей микронеоднородностью описывается уравнением 

ф =Ф -(1-"S(x-x
0
)) sinф-aф , -f<x<f, ф (-f)=Ф (f) =0 

tt J:Jt ,. t - - ][ ][ 

В качестве начальных данных берется "хорошо сформированный 
флюксон'': 

ф (х, О) 

фt (х, О) 

х-а 
= 2 arccos (- th---

yl-'V2 
о 

-2v 0 

) +с e-10(x+f) +с e10(x-t) 
1 2 

у 1- v2 ch( (х-а) 1 у 1- v 2 ) 
о о 

Постоянные с 1• с 2 выбираются так, чтобы удовлетворялись 
граничные условия. В расчетах, о которых идет речь ниже, t = 9, 
а = -2, х 

0 
= О, а = О. После замены u = ф х , v = ф t получаем 

систему: 

u t = vx, 

t 

vt = ux -(1-~(x-x 0))sin(ф(x,O) + f v(x,t)dt)-av, 
о 

u(-0 = u(f) =0, u(x,O) 
2 

10 
-1 O(x+f) 

10 
1 О(х- f) ----==----- с 1 е + C:f , 

_ х-а ) 
- ' 1 - vo2 ch ( ....--::r 
v v 1-vo -2v0 

v(x, 0) 
2 х-а v1- vo ch(-==:-

v1- v~ 
Задача решается численно. Используется метод конечных раз

ностей. Интегралы заменяются интегральными суммами. Далее т, 
h - шаги сетки по t , х соответственно, 

n • n + 1/2 D ( 1 ( 1 ) !v= !(-t+(v-1)h,nт), rv+1 / 2=!(-t+ v-т)h, 0+2 r). 

В полуцелых точках счет ведется по схеме Лакса: 

un + u n 
n+1/2 V+1 v 

u = 
V+ 1/ 2 2 

+ _r_(v n - v 0 ), v-= 1, ... , N, 
2h v+ 1 v 
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n n 
VV+1+VV vn+ 1/ 2 

v+ 1/ 2 2 
т n n 

+ 2h (uv+ 1- u v ) 

n 

- ; sin(ф(- f + (v- -i>ь, О) + ~ f:
1 

(v~ + vj+ 1 + vJ- 1 + v~~11 )} , 

Значения u. v на (n+ 1)-м слое с читаютс я по схеме- крест: 

un+1 = un +!.._(vn+112_ n+l / 2) 
v v h v+ 1/ 2 v v-112 • 

vn+1 
v 

n т n+ 1/ 2 n+ 112 
vv + ь< u v+ 1/ 2- u v-1/2 

v=·1, ... ,N, 

- r ( 1 - ..!f.. 8 (v - n ) ) 
h о 

х 

. 1 ( • ( т 0 f f-1 т n+ 112 n+ 1/ 2 х sш ф - r. + v- 1) h, О) + -
2 

.I (v + v ) + - (v + v ) 1, 
L = 1 v v 4 v+ 1/ 2 v-112 

{ 
1, v = n0 • 

2. f = N · h • х 0 = - f + (n 0 - 1 ) h, 8 (v - n0 ) = 
О, v ~ n 0 • 

В расчетах h = 0,06, т = 0,03 . Моделировалось движение флюк
сонов с такими параметрами: при ~ = 0,3 скорость v0 принималась 
равной О; 0,1; 0 , 3; при ~ = 0,5; v0 = 0,2; 0,3. Во всех случаях 
флюксон устанавливается вблизи неоднородности /х 0 = 0/. Ниже 
в таблице приведено время и место установления флюксона. 

Таблица 

~ vo t 8 xs 

0,3 о 33 -0,36 

2 0,3 о, 1 30 /-0,24, -0,36/ 

3 0,3 0,3 72 +0,84 /осцилляции/ 

4 0,5 0,2 21 -о, 12 

5 0,5 0,3 30 +0,36 /пульсации/ 

При нулевой скорости /1/ к моменту t = 15 флюксон достигает 
центра, после чего отражается влево на 0,84. Затем флюксон воз
вращается к центру и с момента t = 33 до конца счета /t = 81/ 
практически стоит на месте, очень слабо пульсируя. В остальных 
случаях флюксон проходит центр. Затем при 11малых'' скоростях 
/см. 2,4/ флюксон возвращается и устанавливается слева от цент
ра. В случае 2 флюксон до конца счета осциллирует в указанных 

в таблице пределах. При v 0 = О, 3/3,51 флюксон ведет себя более 

4 

u, (x;J!) 

- f Х 0 =О ~ 

Рис . l 

активно . При этом в случае 3 /~ = 0,3/ более ярко выражены ос
цилляции: флюксон устанавливается лишь к моменту t = 72. При 

~ = 0,5 /5/ микронеоднородность притягивает сильнее, флюксон 
устанавливается уже к моменту t = 21. Зато здесь более ярко 
выражены пульсации 1,826 < u < = 2,235. На рис.1 представле-- max-
ны графики u при t = 81 /в конце счета/ для различных ~, 
v0 , графики 1-5 соответственно таблице. Для варианта 5 нанесе
ны также промежуточные положения 11 головы флюксона 11 после его 
установления. 

Расчеты показывают, что динамика флюксона существенно за
висит от протяженности системы . Так , при f = 6 1 ~ = 0,3; 
v0 = 0,3 ; а = -2; х 0 = 0/ флюксон доходит до правой стенки, 
дважды около нее переворачивается и лишь после этого устанав

ливается справа от центра на расстоянии 3,84. 
Для проверки правильности счета естественно использовать 

энергетическое соотношение 

d& d f Ф~ Фi 
-dt = dt ( Г "2 + 2 + (1- cosф)dx- ~(1- соsф(х 0))) =О 

-f 
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и соотношение на разрыве Фs(х 0 +0)-Фs(х 0 -О) "'-J.Lsinф(x 0 ). 
Интеграл в &_вычисляется по формуле Симпсона. Расчетное значе
ние энергии & (t) на интервале О< t < 81 ПiJдает в среднем 
на 1. Например, при J.L = 0,3; vo; о,3 131_ :ь;(о) = 8,35;_&'(81)= 
= 7,53. В случае J.L = 0,5; v0 = 0,3 /5/ бi..(О) = 8,53; 'Gi(81)=6,89. 
Заметим, что после установления флюксона бi (t) практически не 
меняется. Что касается соотношения на разрыве, то разрыв хорошо 

просматривается на счете, но он размазан. 

\А,(Х_., t) 

х. 

На рис.2 представлен типич

ный случай. Значение справа 

u(xo + 0) определено однознач
но. Соотношение на разрыве хо-

рошо выполняется, если значе

ние u(x 0 - О) экстраполировать 

по двум близлежащим значениям 

слева. Но на самом деле вопрос 

остается открытым. Проводил

ся контрольный счет _с h/ 2, т/ 2. 
При этом u(x, t) и бi(t) ведут 
себя устойчиво. При счете того 

же варианта по схеме Русано

ва 161 расхождение в числах бо
лее значительно. Однако качест

венная картина динамики флюк

сона сохраняется. В предвари

тельных расчетах по схеме Ру-

Рис.2 санова наблюдались сильные ос-

цилляции, распространяющиеся от границ. В дальнейшем была най

дена устойчивая аппроксимация. 
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нескольких тел в ядерной физике. Дубна, 1979. 
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Казача Г.С., Сердюкова С.И., Филиппов А.Т. 
Численное моделирование движени11 ф110ксонов 
в системе с микронеоднородностАми 

Р11-84-76 

Движение флоксоное в протАженной системе с микронеоднородност11ми опи
сываетсА уравнением sine-Gordon с однородными граничными услови11ми. В ка
честве начальных данных беретсА "xopowo сформированный ф110ксон". Задача ре
wаетсА численнq. Эквивалентна" система уравнений реwаетсА по схеме Лакса 
с пересчетом по схеме-крект. Дл11 аппроксимации 3-функции, входАЩей в микро

неоднородность, применАетсА классическа11 аnпроксимациА. Дл11 проверки пра

вильности счета используотсА энергетическое соотноwение и соотноwение на 

разрыве. Численные эксперименты показываот, что динамика флоксона существен
но зависит от начальной скорости, от величины микросопротивлениА и протА- · 
жениости системы. Приведены соответствуощие графики и таблицы. 

Работа выполнена в Лаборатории вычислительной техники и автоматиза
ции оияи. 
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Kazacha G.S., Serdyukova S.I., Filippov А.Т. 
The Numerical ttodell i ng of the Нotion of Fluxons 
in the Long System with Microinhomogeneities 

Pll-84-76 

The motion of fluxons in the long systcm with microinhomogeneities is 
descriЬed Ьу si ne-Gordon equation with homogeneous Ьoundary conditions. 
As initial data we take "а well formed fluxon". The problem is solved nu
merically. The equivalent system of equations is solved Ьу the scheme of 
Lax with recalculation Ьу the scheme-cross. As approximation of the 8-
function, contained in the microinhomogeneity there is used the classical 
approximation. For verification of correctness of calculations there are 
used the energetic relation and the relation at discontinuity. tlumerical 
experiments show that dynamics of fluxons essentially depends оп the ini
tial velocity, the quantity of rnicroresistance and the size of the system. 
The corresponding tables and pictures are applied. 

The investigation has been performed at the Laboratory of Computing 
Techniques and Automation, JINR. 
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