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В этой части оп исывается ч исленный " метод решен ия гран ичных 

интегральных уравнений /ГИУ/ для оператора Лапла са , заданных на 

поверхности куба. Метод позволяет на основе блочной структуры 

возникающих при дискретизации ГИУ матри ц провести экономию вы

ч ислительных ресурсов. 

Приводятся численные результаты по решению задачи ~еймана 

с использованием варианта метода непалнога обращения 1 1, 21 • В При 
ложении выписаны формальные решения /в виде рядов по сферич е 
ским функциям/ краевых задач для уравнения Лапласа первого , 

второго и третьего типов в случае шаровой пов ерхности. 

§1. ДИСКРЕТИЗАЦИЯ ГИУ : 

СТРУКТУРА ВОЗНИКАЮЩИХ МАТРИЦ 

Рассматриваютс я ГИУ для уравнения Лапла са 

11 задача Дирихле а= -1 - внутренняя 1 а = 1 - внешняя/. ГИУ -

Lv = а (Е+ аК) g = 'Р (М ) ; g(M ) =u(M ) , м ~г. 

2/ задача Нейма на а = -1 - внутренняя 1 а = 1 - внешняя/. ГИУ 

д 
(Е + аК ) u = aLf = Ф ( М ) = - -- u ( Р ) \ , 

а п Р = м 
м ~ г. 

Дис к ре тизация уравнен ий проводится на ос нов е коллока ц ии и к у

с очно-линейной инте рп оляц и и ба зисными фун к ци ям и в ида 
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Обозначения: 

1 
Lv= f L(M,P)v(P)da =--

Г Р 211 

1 
Ku= J K(M,P)u( P )dap ="""2";" 

г 

1 v(P )dap ; г 
Г rMP 

( -+ -n ) d . СОВ rPM, Р_ -- u(P) up' г---2-
г rMP 

Г - ляпуновекая поверхность , геометрически близкая к поверх 
~ ности куба, n - в нутренняя нормаль в точ ках Г , da p - элемент 

площади Г , u , v - граничные значения га рмонической функции 
w ~ 

и ее производнои п о n соответственно. 
Дискретизация проводи тся на ра в номерной квадратной сетке 

с шагом h. Нумерация узлов п редс тавлена на рис . 2 . В точ ках ре 
бер куба значение краевых услов ий для уп рощения алгоритмической 
логики полагается нулем, что дает аппроксимацию -h . В даль ней 
шем через L и К обозначаются ма трицы, соответствующие интег 

раль ным операторам: 

L=Cfij )i,j=l ,N 

K=(kij )i,j=l,N 

f .. = 
IJ 

kij 

1 f ---ф . (Р)dар; 
~sj r м i Р J 

~ ~ ) 
cos( r РМ ' np 

г ------- ф.(Р) dа . 2 J р • 
~s j rм . Р 

1 

N - ч исло носителей ~S i на пове рхности куба . 

~: z 
1 
1 

)( 

1 / 

J / 
l/ 

~--1 

~,:~ Ut-!-
~i;!1 

~ 
РИ(;. 2 . => - направление 

главной нумерации ; 

--+ - смещение глав

ного направления; циф

ры /1-6/ - порядок ну
мераций граней. 

Поста в им каждым двум граням в соответс твие блок в ма т рич ной 
записи для L и К . в 1 31 с учетом та кой блочности изучена струк
тура матриц L и К для па раллелепипеда и отдель но - для куба. 

2 

Показано, что общая память, необходимая для хранения L и К, - р3 , 
где р - число узлов вдоль ребра куба. Оценка получается эконо

мией памяти на двух уровнях: 1 - блочном, 2 - внутри блока. 

Предлагаемый метод основан на экономии памяти на первом · уров

не. Согласно 131 , достаточно знать элементы 5 блоков из 72 состав
ляющих L и К; все блоки выражаются через эти пять с помощью 

операторов перенумерации, что ведет к экономии памяти в 14 раз 
/14,4/. 

Матрицы L и К для конкретного вида нумерации /рис .2/ и носи
теля /рис.1/ представлены в табл.1 /укажем мптрицу !Эь• понимая, 
что это L либо К 1 . 

Таблица 

2 <Db (ЛixN) 4 .3 б s ~ w 

1 

I11(I), I2(I) • 1 I11I2(I), 

А в с J J J 

I1(I), I11I1(I), IH2(I), I22(I), 

2 в А 
I2I22(J) I2I22(J) I2I22(J) I2I22(J) 

' r, 111 <n. I2(I), I2I1(I), 
А i в 

I2(J) I2(J) 
1 

I2(J) I2(J) 
.3 

4 
I1I2(I), I22(I), 

в А 
I1(I), I1I11 (J), 

I22(J) i22<J> I22(J) I22(.J) 

I2(I), I11I2(I), I, I11(I), 
А в 5 

J J I2(J) I2(J) 

I1I2(I), I22(I), I1(I), I1I11 (I), 
в А 

I2I22(J) I2I22(J) I22(J) I 22(J) 
6 
~- -~~----

Здесь А , В, С -матрицы порядка N/ 6. Цифры 1-6 lв табл.1/ соот 
в етствуют нумерации граней куба на рис.2. Запись 

D= Р n , ,O~k,E,m,n.::;4, ·(ер ... <; (I).) 
ер ... eP.<J) . 

k т 

означает, что данный блок получен, из блока С= (с ij ) , i, j = 1, N 1 6 
т ак, что для Vd ij сnраведливо выражение: 

dij =С(Э б (1) б б lj); D =(dij ) , i,j=l,N / 6. 
Рр ... Pn , pk ... pm· - .. 

г;--_-· \ 3 
~ .... J 
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- один из операторов перенумерации : I1 , 12 ,111 , 122 . 

f)Po (j) = j ' f)Po ( i) = i ; i , j= l,N / 6 , 

Воздействие операторов на номер происходи т справа налево . Отме

тим также , что A =(aij ), i , j= l,N / 6 для матрицы К состоит 
только из одного элемента: ai j .. о V i ,J= l , N/ 6. 

Операторы перенумераци и I1 , 12, 111 , 122 охарактеризованы 

в табл.2 ос ью /1/, относительно которой происходит отражен ие 

узла, а также направлением главного отсчета /2/ узлов со сме
щением главного направления /3/ . Для этих операторов справедли 

вы соотношения 112= Е, 122". Е , 1112= Е , 1222 = Е. 

Таблица 2 

н Ht ll. 12.Z. 

·В ·Ш ·0 ·rsJ 
~ ~ 1-3 ,_ .. 

§2 . ИТЕРАЦИОННЫЙ ПРОЦЕСС 

Численное решение ГИУ основывается на двухуровневых итера

ционных процессах, использующих блочность вида /2.1/. 
tJь (N х N) 

2 3 Лримечание : 

а/ цифры 1-3 соответ-

- Х 1 - Х2 - Х3 ствуют граням, 

der 
перпендикулярным 1 

2 - Х4 -Х1 - Х5 = х осям х' у 'z на т 

рис.2. 

3 -Х6 -Х7 -Х 1 б/ х5 = х7 • х3= Хв 

/2 .1 1 
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Поясним алгоритм на примере внешней задачи Неймана: 

Рассматривается итерационный процесс вида: 

un+ 1 
1 

un+1 
1 

Ku + u = f. 

un+1 1 =- К 
2 

un 
2 +f, П=0,1,., /2.2/ 

un+1 
3 ' 

Обозначения: 

u1 

U = u2 

u3 

f= 

un 
3 

f1 

f2 

r3 

ui , f i , i = 1 , 2, 3 - компоненты соответствующих векторов u и f 
с учетом блоч ности по осям. 

Данный итерационный процесс можно рассматривать как осущест

вление двух последовательных шагов. Во время первого шага вы

числяется компонента u~+ 1 пос редством обращения блока - (Е+ К )1 , 
которое реализуется методом простых итераций /внутренний итера

ционный процесс/ . Второй шаг с водится к пересчету компонент u~+1 
и u~+ 1 по формуле /2.2/ . Расчетные формулы имеют вид: 

1. (u~+1)J+1=K1(u~+1)J+t\ • J =о ,1, .•. 

~ = f1 + K 2 u~+ K3ug , ( n + 1)0 n u1 = u1 • 

2. un+ 1 =К un +f - n+ 1 
+ к 5 u~. 2 1 2 2 • f2=f2+K4u1 

3. n+ 1 К n f u3 = 1 u3 + 3 • f f К n+ 1 К n . 3 = 3 + 6 u1 + 7 u2 • 

Если в 1 ограничиться J =О, то на один шаг внешнего процесса 
будет приходиться один шаг внутреннего. Тогда коэффициент сжатия 

q за одну итерацию можно оценить выражением q = <lвнешн • Ч в нутр, 
где qвнешн - коэффициент сжатия для внешнего процесса, qвнутр -
для внутреннего. Численные исследования показали, что qвнешн < 
< 0,5. Аналитические расчеты для qвнутр дали оценку qвнутр ~ 
5 0,852. Поэтому q.,qвнешн • Qвнутр 5 0,426. Численные ре-
зультаты уточнили эту оценку: q- О, 2. 

В табл. 3 для сетки шага h = 0,2 , заданной на поверхности куба 
со стороной, равной 0,8, приведена зависимость величины 
llun+ 1-unllt от номера итерации n. Таблица характеризует 

11 .. 2n+ 1_ n 11 ·· u u f2 " q = q(n) =-------------,Отметим, что для аналитическои оценки 
lliin -un- 1 1\i 

2 5 
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qвнутр использовались значения величин, вычисляемых для куба 

точно 11 : к 1 11 : ;" 0,128; IIK1 11: = 0,436; i = 2, ... ,7, где норма опре
N / 3 

деляется 11 All = max 
, < N 

' IIK111 и IIL1 11: 
1
-3 

~ laiji;Для параллелепипеда приведем оценки 
j = 1 

ьа · 11 ·- ~ arctg - 2 
11 К 1 - тr 2с J ь2 + а2 + 4с 

а2 + ь2 с2 
, ~IIL1II ~---J а2 + ь2 + 4с2 ["4;;_2 + с2 

где 2. а, 2. Ь , 2. с - длины сторон параллелепипеда и а~ Ь ~с. 

С использованием описанного алгоритма решена внешняя задача 

Неймана с тестовой гармонической функцией 1/ r для куба, рас
стояние от центра которого до грани равно 0,4. В табл.4 при
ведены результаты убывания ошибки решения ouh=lltf -u*l le 
где u* = (ui•····"rP , uh =(u~ ••• u~). u1*- значение точного2 реше
ния в i узле, uh - приближенного. 

1 

ПРИЛОЖЕНИ Е 

В части 1 настоящей работы для интегральных операторов L 
и К, когда П 1 - шаровая область с радиусом R ,отмечено: 

1. K=-1-L, L=L*в L
2
(I'), Г- граница шара. 

2R 

2. g0 = const, где g0 удовлетворяет уравнению К* g0 = g0 • 

3. L обладает собственными значениями Лn = R;tn + 0,5), n = О, 1, 2, ... , 
(2n+1)-кратными с собственными функц иями Yn- сферическими 

функциями n -го порядка. 
Это позволяет сформулировать утверждения, которые дадут ре

шение уравнения Лапласа в интегральной постановке для краевых 

условий 1-го, 2-го и 3-го родов. 

Пусть IФ 1 1;"'= 0 - ортанормированная система базисных сфери-
ческих функций. Пронумеруем ее так, чтобы порядок следования 

базисных функций ф 1 соответствовал невозрастающей последова

тельности собственных значений л 1 оператора L. С учетом крат
ности л 1 каждой ф 1 соответствует л 1 по формуле: 

R 
л . =--------. 1 

(i 112 ]+0,5 
Используя полноту IФ 1 I~=O ,сформулируем следующие утверждения, 
где в записях вида е = }; си . ф . полагаем си . = (8,ф 1 ), i =О, •.. , оо . 

i= O 1 1 1 

1 . Внутренняя задача Неймана 
00 00 2 112 

Пусть V= .~ а 1 ф 1 ограничен в смысле L2 /т .е . ( .~ а 1 ) < оо)/. 
1:1 1= 1 

7 



00 

Тогда u = l Ь . Ф · < оо 
i = 1 1 1 

в смысле L2 , где ь 1 = -(а 1 • R) / [il/2]. 

2. Внешняя задача Неймана 

00 

Пусть V= .l а 1 ф 1 < oo (L2 ). 
1= 1 где Тогда U= .~ Ь 1 ф 1 < оо (L2 ), 

1 = 1 

bi 
а 1 • :R 

1+[i1/ 2] 

3. Внутренняя задача Дирихле 

00 00 • 112 . 
Пусть U= 1~ 1 Ь 1 ф 1 , 1~ 1Ь1 [1 ]<оо(f2 ).Тогда 

где a 1 =-b 1([i 112 ]/ R). 

4. Внешняя задача Дирихле 

Пусть U= ~ Ь . ф . , ~ ~ . (1+[i 112 ]) <oo (f ).Тогда 
i = 1 1 1 i=l 1 2 
1+[i112j 

где а 1 = ь 1 - ----R-----

V= ~ а . ф. <оо (L
2

), 
i= 1 1 1 

00 

v = l а. ф. < оо ( L
2 

), 
i= 1 1 1 

Отметим, что в 1 и 3 суммирование ряда для v и соответствен
но для u начинается с i= 1, Это связано с условием разрешимости 
задачи Неймана для уравнения: 

1 
2R Lu -·· u = Lv = С • (f, g

0
) = ( Lv. g

0
) = ( v, Lg

0
) = ( v, 1) = о , 

причем условие разрешимости (v ,1) =О убирает в разложении для u 
слагаемое Ь0 , которое обращается в оо • 

Суммирование рядов во 2 и 4 с i = 1 объясняется условием раз
решимости задачи Неймана - ( u, g

0
) =О для уравнения: 

u + _!_ Lu = Lv = С • 
2R 

Так как g0 =const для шара, то: (u,~)=O ~ (u,1)=0. 
Доказательство утверждений получается при непосредственной 

подстановке рядов для u и v в соответствующие граничные урав

нения и с использованием ортанормируемости системы базисных 

сферических функций 1 Ф 
1 

1 ~=О' · 
На основе ГИУ легко получить решения уравнения Лапласа в том 

случае, когда 0 1 -шар,для краевых условий 3-го рода вида: 

( с ) U+ y V=C, где у - const #О , С=С(М), М~Г. Такого типа 

задача решается сведением ее к задаче Неймана. Сформулируем 

соответствующие утверждения. 

8 

5 . Внутренняя задача с краевым условием ( с ) 

00 

Пусть r = I. С1 ф 1 < оо (L2) 
i= 1 

00 f . 
и у таковы,что I. 1 < оо (f ). 

i = 1 R 2 
у ---~-

[ i 1/2 ] 
Тогда задача для уравнения Лапласа с краевым услов ием вида ( с ) 

r. 
с води тся к задаче Нейма на 1 , где а 1 = 

1 R _ i=l , ... · ao . 

у- ---

[ i 112] 

б . Внешняя задача с краевым условием ( с) 

00 f i 
R < оо (f2). 

y +---
Пусть f= .I. f1 ф 1 <оо (L2 ) и у таковы,что .I. 

. 1= 1 1= 1 

l+[i11 2 j 

Тогда задача для ура внения Лапласа с краевым условием вида {с) 

f . 
сводится к задаче Неймана 2 , где а 

1 
= __ _,....._ _ _ 

у + R 
i = l, ... ao. 

Отме тим, что 

связано, как 

и ( u, g0 ) =0. 

ЛИТЕРАТУРА 

. l+[ i 1/2 ] 
суммирование ряда для f начинается с i= 1. Это 
и ра нее, с условиями разрешимости: (v , l )= O 
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