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В работе рассматриваются численные алгоритмы реwения гранич­

ных интегральных уравнений /ГИУ/, соответствующих задачам Ди­

рихле и Неймана для уравнения Лапласа в случае трех простран­

ственных переменных. 

В областях, ограниченных поверхностью куба, решение ГИУ осу­

ществляется экономичными методами, использующими кусачно-постоян­

ную и кусачно-линейную интерполяции граничных значений гармони­

ческой функции и ее нормальной производной. Построение числен­

ных алгоритмов основывается на приведенных в работе свойствах 

возникающих интегральных и матричных операторов. 

Выбор вида ограничивающей поверхности связан с возмоwностью 

реализации варианта метода разделения областей, в котором на 

одном из этапов решаетс'я ГИУ для стандартной границы /поверх­
ность куба/ методами, оптимизирующими вычислительные ресурсы. 

Для решения задач в области с границей, отличной от границы 

куба, возможен следующий вариант вычислений на шаге интерацион ­

ного процесса : область погружается в куб /либо куб погружается 

в область/, некоторым способом производится пересчет краевых 

условий на пов ерхность куба, где решается граничное интеграль­

ное уравнение построенными численными методами. 

Численные алгоритмы решения ГИУ на границе куба реализованы 

в виде комплекса программ на языке фортран. Приоедены данные 

расчетов на ~ЭСН-6. 
В Приложении /см. ч. 2 данной работы/ на основе постановки 

метода граничных интегральных уравнений для областей, ограничен­

ных поверхностью шара , выписаны формальные решения /в виде 

рядов/ задач для уравнения Лапласа с краевыми условиями перво­
го, второго или третьего рода. 

§1. ПОСТАНОВКА КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 8 ВИДЕ ГИХ 
СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛЫJЫХ ОПЕРАТОРОВ. РАЗРЕШИМОСТЬ ГИУ 

1 . Постановка задач 

Пусть поверхность Ляпунова Г разделяет трехмерное простран­

ство R3 на две области пi и Пr. так ЧТО пi u ГuПf = R3
, пi пП е= 

= ф,Пrсодержит бесконечно удаленную точку. 
Рассмотрим задачу об определении гармонической в области П; 

или Пr функции u(M) по ее значениям на границе Г 1 задача Дирих­
ле/ либо по значенилr~ ее нормальной производной /задача Нейма­

на/. ~адачу в области Пi назовем внутренней, а в области Пе -

~: (11:: ;; 
t . 
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внешней . Приведем вариант метод~ ГИУ, делапщи й ПОСТi"!НОВКУ ук;з-

. д+ 
занных задач единообразно~. Через --- обозначим 

~ 
по внутренней нормали к границе Г области П;, 

по внешней. Пусть далее 

~u = О, М Е-П;; ~w = О, М Е- Пе, 

тогда имеют место формулы Грина: 

д+ 
au(M) - J (К(М, P)u(P) - L(M, Р)--- u(P))d ap ~ О, 

Г дn 

а ~ !О, М Е П е; 1,М Е Г ; 2, М Е- П;\ ; 

a.-
a 1w (M) - J (K 1(M,P)w(P) - L(M, P) - w(P))d a r " О, 

Г дn 

а 1 = \0, М Е П;; 1, М Е- Г ; 2, М E- Пrl, 

где 

К(М, Р) 
д+ - \ 

(1 / 2" ) - - (r ) ; К 
1 

(М , Р) 
~ МР 

р 

(! - 1 
(1/211) - _::__ (rMP ) ' 

J n,, 

производнуп 

д­
а через­

дn 

/1.11 

/1.2/ 

/1.3/ 

L(M, Р) = (1 / 211) 1/ r МР' Р Е Г ; М Е- R3 , do 1• - элемент площади Г. 
При этом равенство /1.3/ выполн е но п , 1 т р ебованию регулярное -

\ rJ__ 2 
ти на бе скон ечности w(M): w(M) = o (r - ) ; - - ·- w(M) ~ o(r - ), 

ан 
r(M, tJ) 

д- определяется в точка х М : r(M, (') = r, где t) - начало = r _., "" ' д n 

координа т. 

Полагая М Е- Г, из равенства /1.2 / получ им ГИУ для внутренн е й 
кр ае вой задачи, а из /1.3/ - для вн ешне й . Между этими уравнения­

ми существует связь. Определим инт егральн ые оп е раторы на Г : 

l,v "' r L(M, p)v(P) dap ; Ku " I К(М. Р) u(P) da l' 
г г 

K
1
u "' r К 1 (М, P)u(P)d a p ; М, Р Е- l ' 

l ' 

/1.4/ 

и усло в имс я бра ть напра вле ни е но рма ли в обе и х формула х совnадаю-

д д+ 
щим с --- :. - -- . 

дn ан 

Пус ть н(М) и v (М) = -~- н (Р ) 1 , М -- 1 ·, Р '=- ~ ! (Р Е Пе > соответ-
д п 1-' -' М 1 

с т в уют решениям u(M) ( >"1ЛИ w(M)), &1 Е-(!. (М Е Пе) для задачи 11 . 11 . 
1 

2 

Учитывая К 1 = -К , ГИУ для /1.2/, /1.3/ при М Е- Г з апишем в виде 

(Е + аК) u - aLv = О, / 1 . 5/ 

а = - 1 - для внутренн~й задачи, а = 1 - для внешней . 

При этом задача Дирихле сводится к уравнению 

Lv = а(Е + аК) g " ф(М) ; g(M) = u(M), М Е- Г, / 1 .h/ 

а задача Неймана - к уравнению 

(Е + aK)u = aLf " ,(М) ; f(M) = _j_ u (Р) \ , М Е- Г . 
~ Р=М /1.71 

Для выяснения воnроса разрешимости /1 . 6/, /1 .7/ естественно 
выяснить свойства входящих в эти уравне ния оп е раторов К и L. 

2 . Свойства интегральных операторов К и L. 
Разрешимость ГИУ 

А . 1. Оператор К является Фредгольмовым и осуществляет 

действие L 2 (Г) ... С(П. 
2. Л = -1 не является собств енным знач ением оператора 

кl 11. 
3. ~ = 1 является собств енным значением К, однократным , 

максимальным по мод;;лю, соответствующая соГJственная 

функция равна const l / . 
4 / 2/ . Если П; - выnуклая область, то gn ~ О , где g 0 удовлет-

воряет уравнению: K*gn = giJ. 
В. 1. L- си1~метрически~ оnератор в L2 (1 '), огранич енный 

в С(ГJ. 

2 . L- компактный оператор при дей ствии : L"" ... Lipf3 , {3 -
показатель Лппtf'нова /0 < {3 < 1 1 / 3/ . 

3 . L > о в L 2 с г/ ,~_ 
4 . L g 0 = const 1 4/ . 

Исходя из этих свойств, момно предложить метод однозначного 

разрешения /1.7/ на основе принципа с>~имающих отображений /для 
внутренней задачи Неймана на Х = ! u: (u, 1) = О 1), добавляя необ­
ходимое и достаточное, согласно теории Фредгольма, условие раз­

решимости . Для а = 1 (а = -1) данное условие соответственно прини­
мает вид / D.li(/D.2/) : (v,l) = 0/ D.1 / , ((u, g ) = O) / D.2 / . 

Из свойства 3 n. В сразу следует утв~рждение о единственности 
решения внутренней /внешней/ задач Дирихле в интегральной 
ПОСТ-'3Нf)ВКе. 
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Утверждение 1 

Для всякой f = Ku - u(f = Ku + u) из С(Г) такой, что (f, g~ = n, 
уравнение Lv = f имеет единственное решение v, для которого 
(v,1)=0 ((u,g

0
) = 0). Тре6овi'!ния на v и u соответствуют 

соотношениям (0.1) , (D.2) разрешимости соответствуi'Jщих задi1Ч 

Неймана в интегральной постановке. Отметим, что утв ерждение 

говорит о единственности решени;:1 уравнения Lv = f, но не фиксирует 
метода нахождения v. Как известно 1 5/ , уравнение Фредгольма пер­
вого рода с компактным операторш~ есть пример некорректно по­

ставленной по Адамару задачи. В нашем случае не существует ог­

раниченного L 1, т. е. не выполняется физическое требование -
устойчивости рещения. Эффективные методы решения подобного рода 
~адач развиты в 1 5~ метод подбора, квазирешения, конструировilния 
регуляризу~щего оператора и т.д. В данной работе был использован 
так называемый метод саморегуляризации, смысл которого вылснит­

ся позднее . Некоторые позитивные стороны этого метода отмечены 
в /6/ 

С . ~амечание 1 В случае, когда ni -шаровая область, приведем 
без доказательства утверждение. 

Утверждение 2 Если Oi- шаровал область, то : 

1/ K = (1/2R)L, 2/ К *",к, 3/ g 0 =const, 4;Lобладает собствен ­
ными значениями ,\

0 
= R/(n + 0._5), n = О, 1 ,2 ... , (2n +!)-·кратными 

с собственными функциями У0 ( 6 , ф) - сферическим функциям n-го 

порядка. n k 
Здесь R - радиус шара, У0 (6, ф ) = l CkY 

0
(6, ф); У~(6, ф) 

k=-n 
k -k k о о 

Р0 (cos6)sink<A; У 0 (6, ф) = Р0 (cos6)coskф ; У0 (6, ф) = Р0 (cos6) 
Р0 (cos6) - фундаментальные сферические функции n -го порядка, 

k 2 k/ 2 dk 
где Р ( t> = (1- t ) -- Р ( t) - присоединенные функции Ле-

n d~ n 

жандра. 

Полнота и ортогональность фундаментальных сферических функ­
циi1 n -го порядка позволяют выписать формальные решения /в ви­
де рядов/ краевых задач для уравнения Лапласа первого, второго 

и третьего типов в случае, когда ni - шар . Результаты приведены 
в Приложении части 2 этой работы. 

D. На основа~~и исследования спектра L и К для ~ара выскажем 
гипотезу о спектральном поведении интегральных операторов, 

когда ni - произвольная выпуклая область. 

Гипотеза: \(L, К)- t:)(1/ k), d\(L, К) - k, 

de f 
где d,\ (L, К) "' 

4 

кратность Лk(L, К), k = 1, 2, ... 

Замечание 2 В случае, когда Г- по~ерхность куба, спектраль­
ные свойства Дискретизованных операторов L и К аналогичны отме­
ченным в утверждении гипотезы для интегральных операторов и при­

водятся в §2. 

§2. ПОСТРОЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ ЧИСЛЕННЫХ АЛГОРИТМОВ 

В этом парагра~е рассматривается ляпуновекая поверхность Г, 

геометрически бли зкая к поверхности куба. Производится дискре­

тизация /1 .6/, /1.7/ на основе кусачно-постоянной интерполяции, 
соответствующие линейные уравнения получаются на основе метода 

коллокации. Построение линейных уравнений с использованием ме­

тодов, аналогичных вариационным ; либо методу интегральных 
тождеств, приводит к сохранению полезных свойств исходных опе­

раторов у дискретных аналогов /положительная определенность 

и симметричность L в нашем случае/. Но тогда для вычисления 

матричного элемента кратность соответствуi'Jщего интеграла воз­

растает с 2 /коллокация/ до 4 /интегральные тождества, вариа­
ционный метод/, что увеличивает время счета. Поэтому используем 
коллокационный принцип построения алгебраической системы и про­

водим численное исследование свойств дискретизованных опера­

торов. 

Ранее отмечалось, что решение задачи п~рихле в интегральной 

постановке проводится по методу саморегуляризации, применимасть 

которого связана со спектральными свойствами дискретного анало­

га L. 
Суть метода: n- 1 
Р ешение v /1 . 6/ ищется в классе функций вида l v. ор. (М), М Е- Г, 

i=O 1 1 

где n - количество носителей, покрывающих Г, opi - базисная 

функция, соответствующая i носителю. Неизвестные величины vi, 
которые являются значениями искомого решения v в узлах Mi, 

н-1 

отыскиваются из условий коллокации в тех же узлах : l vi L 'Pi (М j) 
i=O 

= f(M . ), j = О , ... , n - 1. Разрешимость этой систеr~ы линейных ал-
б 1 v 

ге > раических уравнении относительно vi эквивалентна возможности 

проинтерполировать f(M) функциями ! L ор . (М) 1 i = О, ... , n -1 по 
1 

значениям в узлах сетки. 

Сnектральные свойства матрицы (Lop . (М . )) nозволяtот использо-
v v v 'б 1 и 

вать устоичивыи прямои метод для ее о ращения. сследования по-

казали, что для дискретного оператора К сnектральные свойства 

близки к соответствующим для интегрального оператора . Это nоз­

воляет nрименять nринциn сжимающих отображений для задач Нейма­
на. Результаты численных исследований свойств дискретных К 

и L приведеныв п.1. Первый подход к численному решению возни­

кающих систем уравнений специального вида /назовем его мето~ 
дом А . / рассмотрен в п.2. 
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1 . Кусачно-постоянная инте рполяция 

А. Дискретизация ура в нен ий /1 . 6/ , / 1.7/ 

Для экономии записи в дальнейшем ограничимся видом ГИУ 

/1.6/ при а= -1. Пов ерхност ь куба разбивается на элементарные 
носители - квадраты площадь ю: h2 = S/n, где h - шаг разбиения 
/разбиение равномерное/, S - площадь поверхности куба, n -
количество носителей. Искомое решение v /аналогично u в случае 
задачи Неймана/ ищем в класс е функций вида: 

n-1 . n-1 
Q vh = I v. "(М), М ~Г, vh = 1 v . 1 , 

n i=O 1 1 1 i = О 

где Qn- оператор кусачно-постоянного восполнения, а , . (М) 
1 

базисные функции: 

{ 

1. м Е- ~s1 
'·(М)= 

1 -
о. м Е- ~ s 1 

Уравнени~ для функции vh(M) строим по методу коллокации: 

J L(M., P)Q vh (Р) d а = J К(М., P) Q uh (P)dap - u(M.) = f(M . ), 
1 n р 1 n 1 1 

г г 2 
где М 1 - середины элементарных квадратов ~~ площадью h . [3 мат-

ричноi1 форме: PnL(Qnvh) = Pnf или Lьvь= Кьuь- Еuь• где Pn­
оператор проектирования на построенную равномерную сетку. Lь = 

(f1i) ; K ь =(k 1 i); Е =(o 1i), f 1i = JL(M1,P)dap,, k 1i 

J 
. . 1 s ~s. 

К(М. , P)daP' 1, J = , ... , n =-. 1 
~ • 1 ь2 
~ведем также обозна чения: ('1') - совокупность r~атричных урав-

нений, получающихся при дискре тизации /1 . 6/ и /1 .7/. (8) -
любое уравнение и~~· (Ф) - любое из двух матричных ур~внений, 

соответствующих /1 .6/. 

В. Свойства Lь . Кь 

При исследовании обусловленности Lь существенной является 

асимптотика минимального по модулю собственного значения при 

h 1 О. При этом, как показываюi численные результаты, имеет мес­
то оценка /см. табл. 1/ 

h h h 
Vi Л 1 > О О < min Л 1 = Л J - ()(h), 

1 < i < J 
h - -

где Л . - собственные значения Lь· 
От~етим также численный результат для лh = mахЛ~. являющего-

mа11 · 1 

ся важным параметром итерационных процессов tсм. 1 табл.2/ : 
О < Лh <с ,с=б(1). 

max . 
6 

J 

1 

Таблица 1 

Таблица 1. ( h -0,08) 

аги 1 1 1 1 

азбиения i h h/2 i h/J h/4 

r А~ ! 5,656-1 ! 2 , 529-1 ! 1,806-1 ! 1,333-1 

Таблица 2 . ( h -0,08) 

Шаги 1 1 1 ! 
разбиения i h i h/2 i h/3 1 h/4 

h 
Л шах ! 1,203 ! 1,200 ! 9,329-1 ! 9,137-1 

h 
Поведение Л . -()(h) МО>'<НО проинтерпретировать с учетом гипо­

mln 

тезы § 1: при разбиении поверхности куба на n = §_ частей эле-
h2 

ментарными квадратами плоЩадью h2 создается n носителей, на ко­
торых реализуются первые n собственных функций оператора L. 
Какой номер (J) соответствует минимальному по модулю собствен­

ному значению? Используя утверждение гипотезы о кратности соб­

ственных значений L - dл -k, имеем: 
k 

J 
~ k - n, 

k= l 
liL.±._!l_ - n, J - nl / 2. 

2 

Учитывая определение n и заключение 

ственного значения L - Лk- ~·имеем: 

гипотезы о поведении соб-

1 1 h 
Лmin = ЛJ- J -

0
1/ 2 = sl / 2. 

Получили результат, который дают численные исследования. 

Для оператора Кь получены результаты: "-max = ШfХ jЛ1 j = 1 и соот-
ветствует собственной функции Фл ь' у которой ф1 ~ h =const, 

max, '''maxt 

i = О, ... , n - 1. 
При реализации 6 кусачно-постоянных базисных функций в табл.З 

приведен спектр матрицы Кь. Из таблицы видно, что кратность соб- · 

ственных значений Кь - dл1 (Кь) = i. Этот результат аналогичен 
утверждению гипотезы §1 о кратности собственных значений интег­

рального оператора К: d Лi (К)-i . 
Обозначения в табл.З: R E Re\ (Кь) ,I = ImЛ 1 (Kь)• Z­

массив собственных функций построчно. 
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Таблица 3 ( кh ) 

R ! r,ooo ! -I,282-I ! -3,008-I ! -3, 008-I ! -I,282-I ! -I,282- I 

I ! 0,0 ! о о ! о о ! о о ! о о ! о о 

z.! 6 789-I ! 6 789-I ! 6 789-I ! 6 789-I ! 6 789-I ! 6 789- I 

! 7,37I-I ! -7,37I-I ! 2 ,274-I2! 6,82I-I3! 2,046-I2 ! 2 ,274-I2 

! 6,66I-I ! 6 ,66I-I ! -3,33I-I ! -3,33I-I ! -3,33I-I r -3,33I-I 

!-3,53I-I ! -3,53I-I ! -3, 234-I ! -3~234-I ! 6 , 766- I ! 6 , 766-I 

! I,008-I ! -I,008-I ! - 6 ,440-2 ! 6,440-2 ! - 5, 000-I ! 5 ,000- I 

! 7,4I3-I ! -7,4I3-I ! -4, 678-I ! 4, 678-I ! 2,500- I ! - 2 , 500- I 

Ест ~ственно развить экономичные численные методы реше ния 

дис кретных аналогов уравнений /1 .б/, /1 .7/, используя результа­
ты этого пункта; уч ес ть геометрию границы Г; на основе спектраль­

ного поведения Lь построить экономичный прямой метод для зада-

чи Дирихле . П е речисленным требованиям удовлетворяет метод А. 

2 . Метод решения матричного уравнения (8) основанныА 

на свойствах симметрии поверхнос ти куба 

Рассма трива е т с я кусачно-постоянная интерполяция п.1 . Произ­

водится нуме рация узлов м 1 дискретной схемы так, что: М 2~ 1 
и М21 симметричны относительно центра куба, где i ; 1 , 2 .. . , N/ 2. 
Причем N- ч етно, т.к. N=o·No. где N0 - количество узлов на од­

ной грани куба . Ана логич но 1 7 1, для изучения структуры матриц L 
и К используем обозначени я : А = !А .. 1~1 . _ 1 - ~1атрица, 

'11 1 1 1 J ~ -

состоящая из n 1 x~ клеток А 1 1 
. . Множес тво клеток А 1 1

. назов ем 
1 1 1 1 

первым уровнем. Далее пусть А1 1
· = 1 А 1 1

· . i 
1
· 1." . 

1 1 1 1' 2 2 '2 1 2; 1 

клеточная матрица, состоящая из n2 xn2 клеток А . 
1 
.. ,· 

1 
.• 

1 1 1' 2 2 
t1но-

жес т во клеток А . . . . назовем вторым уровнем. Аналогично tюж-
11 1 1; 12 12 

но вв ес ти последующие уровни: k -~1 уровень есть множество кле-

ток 

Если 

де~1 

8 

"k + 1 
А . . . . -= IA . . . . . . 1. · - 1 • 

'1J1 ; .. . ; tklk 'tlt : .. . ; tklk ; 1 k + llk + 1 \+t1k+l -
np + ,= 1 , то говорят, что А имеет р уровней. Число nk Ву­

называть порядком k-го уровня. Обозначив n порядок А, имеем 

n = n 
1 
. . . n (n + 

1 
; 1). Назовем k -й уровень уровнем Т, D, С, или 

о-типа, ~crfи клетки k-1-го уровня являются соответственно 
клеточно-теплицевыми, клеточно-диагональными, клеточно-цирку­
лянтными или клеточными матрицами общего в ида. Если А имеет р 
уровней, то ее структура полностью определяется последователь-

ностью an , а n an , в которой вместо каждого символа а 
l 2' ... ' " 

стоит один из символов T,D,C или G. Соответственно данной форме 
записи при упомянутой нумерации доказано /доказательно опуска­

ем/, что структура L и К± Е имеет в~: GN/ 2 с2,где N, как и 
ранее, - количество узлов. ~ С~гласно 7 ~ сущест ву/т матрица Р, 
которая дает для матрицы LIK ±EI;PLIK±EIPcтpyктypy: 
C

2
GN /

2
. Здесь 1 1 - означают, что Р и рТ применяются к L 

или К± Е . Р при этом можно выписать непосредственно: Р 
= (pij)i~j=l; Pe,2f-1= 1, Pf+ N/ 2,2f = 1. f= 1,N/2. Ос-
тальные р 1 i = О~ л 

Применяя к L IK±E 1 преобразов,ния с унитарной матрицей F: 
LIK ± Е 1 = FL !К± Е !F~получаем 71 для LIK± Е! структуру D2GN / Z' 
гдеF=F* и F = (f1i),i = 1,N; j=1,N имеет вид : 

1 
1 

1 
1 

1 

1 1 
F = -= 

у2 

1 

N 

N/2 

1 
1 

1 

N/ 2 + 1 

1 

-1 
- 1 

r\ 

-1 

N/2 

N/2 + 1 

После отмеченных п реоб разований исходные матрицы п риоб ре ­
тают вид: 

л=(~) 
A l (a1 1 j). л 2 

i, j = l,N/ 2 

< a2i i ) • 

а 1 .. = а 2. l 2. l + а 2. l 2. 
'•1 · - ' J- ·- • 1 

а2 . . = a2i-l 2j-l- a21-l, 2j 
l,J ' 

А - преобразованная А 1 L или К ± Е/ . 
9 



Понятно, что решение ГИУ в дискретной постановке с оператора­

ми вида А дает экономию памяти в 2 раза 1 F и Р хранить не на­
до/. 

Выполненные преобразования - перенумерация /циркулянтный 

вид/, преобразование подобия /диагональный/ - сохраняют спект­

ральные свойства матричных операторов. Выскажем утверждение, 

которое суммирует свойства преобразованных операт~ров вида К. 
Данное утверждение сразу позволяет осуществлять решение задачи 

Дирихле путем обращения Cj, [. 2, а задачи Неймана - методом по­
следовательных приближении для каждого из расщепленных уравне­

ний с к. и к2/с к. на пространстве, ортогональном 

N/ 2 
u = ! u 1!. , uj = 1 v i/. 

1 = 1 

При этом происходит экономия в количестве выполняемых операций: 

1/ задача Дирихле - в 4 раза по сравнению с исходным прямым 
методом обращения L; 

2/ задача Неймана - в 2 раза /в расчете на одну ит е рацию/ 
по сравнению с исходным методом. 

Утверждение 4 

- N/ 2 - N/ 2 
11 !:- 1 > О на R , 2/ !:- 2>0 на R , 
3/ II L. II N/ 2= II L II N,4 / IIL211 1 < IIL II . 

- R Н - R N, 2 R N 
5/ II K. II N/ 2= 11 KII N"1,6/ II K2 11 N/ 2 <11 KII N= 1, 

R Н Н Н 
71 Л к = 1 - макс:_имальное по модулю однократное собствен-

ное значение К с собственной функцией 

N 
W = lwi ! . 1: W. = 1, W, N / 2 t = 1 t + 

= О, i = 1, N/ 2, 

3/ ЛR = 1 - максимальное по модулю однократное собственное 
1 -

значение К 1 с собственной функцией у = 1 у. 1 : у . = 1 , i = 1, N/ 2. 
Здесь Rk - векторное пространство с нормой! ' 

l: x ll = max l xi l • 
1.$ i ,:<;;k k 

IIA II k = max 2. 
R i j=l 

. k 
x=(x 1, ..•• xk)ER. 

lai i 1 · 

Данные свойства - следствия результатов, отмеченных в В . 

п. 1 §2. Докажем, например, 3/ /аналогично доказываются 4/, 5/, 
6//. 

Для матрицы L = (f .. ) : f .. 
IJ i ,j =i,N IJ 

1 
= f --d а > О 
~s rм Р Р 

i i 

/для K=(kii)i,j=l,N' т.к. n. - выпуклая: 
1 

10 

k .. 
IJ 

= f 
~si 

-+ п ) 
cos(rPM . , Р da > О, 

____ 1 р 

2 
rмi Р 

где м . и м. не принадлежат одной грани, k . . 
1 1 IJ 

принадлежат одной грани/. 
_ N/ 2 _ 

11 L 111 N/ 2 = max 2. 1 Hi) 
R 1 S i S N/ 2 j= 1 

N/ 2 
max 2. <f2i-l 21·-1 + e2i-l 21· ) 

l .S: i .S: N/ 2 j =1 ' • 

N 

О, Mi и Mi 

N 
max 2. f . 

l ,S i $ N/ 2 m=l 21-l,m 
max 2. 1 е l,Si,SN / 2 m=l 2i-l,m1 = 11. 

Так как ~t-1 и M2i 

N е 

симметричны относительно центра куба, то: 

= 2. 2 i, 
m=l 

N 

2. e2i-l, m 
m=l 

m' V i : 1 ~ i ~ N/2. Следовательно: 

N N 
11 = max 2. 1 е 2i -1 m 1 = max 2. е 2i- 1 m = 

l ~i'5)"1/2 m=l ' l,Si~/2 m=l ' 
N N 

max 2. 1 е 2i 1 = max 2. е 2i m 
\~i~N /2 m=l ,m l~i.$_N / 2 m=l ' 

Тогда: 

N N 

II L II RN max 
lS pSN 

2. 1 е pm 1 max 2. е 
1 Sp-:;,N m=l pm m=l 

N N 
max ! max 2. е . . max 2. е ! 

l ,S i ,S N/ 2m=l 21-l,m l,SiSN / 2 m=l 
2

i, m 

= max!Il.Il\ = 11. 

Пункт 3/ доказан. 

В табл.4 приведены результаты по решению задач Дирихле 
и Неймана методом А для куба, расстояние от центра которого 
до грани обозначеноR. Метод А целесообразно применять для се­
ток с небольшим числом узлов в случае многократного решения 
матричного уравнения вида(Ф). Для сеток с большим числом узлов 
необходимы численные алгоритмы, основанные на значительной 
экономии массивов. Построение такого типа алгоритма приведено 

в о 2-й части работы. 
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Таблица 4 

Задача Дирихле h =0,8) R = 0,4 

Тестовая гармони- : Абсолютная ошибка ческал функция 1 &v 

u. х ! h h/2 h/3 h/4 

! ! 
0,363 ! 0,168 ! O,II1 ! 0,089 

Задача Неймана ( h =0,08) R = 0,04 

Тестовая гармони­
ческая функция 

U • X+Y+Z 

ЛИТЕРАТУРА 

h 

Абсолютная ошибка 
Б'Ъ 

h/2 h/3 

' 1 

1,О75·1о-2 о,4вз·rо-2 i o,281·ro-2 
! 

h/4 

0,221 ·I0-2 
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Рассматриваются численные алгоритмы решения граничнь~ ин­
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