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Рассмотрим уравнение в банаховом пространстве 

Р(Х ) "' О (I) 

где Р( Х )- нелинейный оператор в банаховом nространстве н , дейст­
вительном или комплексном. Одним из основных методов nриближенного 

решения (I) является метод Ньютона и его непрерывный аналог . Будем 

предnолагать , что оператор Р(Х) удо влетворяет некоторым условиям 

гладкости, определяемым ниже. 

Обозначим Р' ( Х ) производную Фреше оператора Р( Х ) и оператор , 

обратный производной Г( Х )= [P'( X)j - 1 • Дискретный метод Нью-
тона состоит в nоследовательном вычислении итераций 

Xn+1"'Xn - ( (~)P( Xn) , ( 2 ) 

начиная с некоторого начального приближения Х0 
Итерации (2) можно рассматривать как реализацию метода ломаных 

Эйлера с постоянным шагом, равным единице для дифференциального урав­

нения в банахо вом пространстве 

dX п -- ГСХ)Р(Х) (3) 

с начальным условием х(о).х0 • Множество начальных условий, для 

которых решение ( 3) Х( t) имеет предел Х* при t - ~ и 

Р(Х*) • о, является областью сходимости проuесса (3) к реше-

нию х• . Эта область шире, чем соответствующая область сходимости 

дискретного процесса (2). 
Сходимость проuесса (3) изучалась Гавуриным/I/. В этой работе 

было показано, что если имеют место неравенства //Р(Х0 >1/f= 1,. и 
f/ ((X)f/f::. Б в сфере с центром х0 и радиусом Б? , то в этой сфере 
существует корень (1), к которому сходится решение (3). Там же ука­
зан первый интеграл уравнения (3): 

P(X(t)) • P(X
0
)e-t. (4) 

~- ] ---
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· ~ 



Непрерывный аналог (3) нашел широкое применение при решении конкрет­

ных задач в тех случаях, когда аналитическое решение получить не 

удается и алгоритм численного решения в некотором смысле эквивален­

тен нахождению точного решения . Процессы ньютоновского типа , приво­

дящие к итерационным последовательностям, хорошо занекомендовали 

себя при решении ряда задач теоретической физики 121. 
Если удается оценить# (( Х0 )~ более точно, то оuенку для радиу­

са сферы , в которой локализуется решение (l), ;ожно уточнить. Для 
дискретного случая зто было сделано в работе73 , где накладывались 
ограничения, вызванные дискретностью метода. В непрерывном случае 

ситуаuия упрощается. 

Целью настоящего сообщения является получение соответствующего 

результата . Имеет место следующая 

Теорема. Пусть в сфере с центром х и радиусом r выполнены 
о 

условия: 

11 r<xo>ll ~ во 

~ r<x>ll ~в 

IJ Р(Х0 ) // ~ ~ 

~ Р"(Х)# ~ К 

Тогда, если 
1 

.-~2 
r~ t 

1 
в.к s f dt 

1 
:вк 

_В-Во 

+ В'( е 2О!К ( 5 ) 

в сфере существует корень Х* уравнения (l), к которому сходится 

решение ( 3) . 
Доказательство. аведем функцию 

К' (t) • sup 11 r(x)li 
11 X0-XI/~t 

и оценим ее. 

Производнан r ( Х) равна 

r(x>.- r<x>P"(X) r<x>. 

По теореме о среднем для любой пары точек х1 , ~ имеем 

11 r<x2> 11 ~ ~ r ( Х 1 ) 1/ +aup /lr(X1+ ~( Х2-Х1 ) )// · 11 Х2-Х1 // . 
о~ r ~ 1 

2 

·1 

1 

Отсюда для функuии о получаем 

'Q<t 2 )~ '(<t1) + к ~2 <t 2 )(t 2-t 1 > . (6 ) 

Рассмотрим функцию l(t) , являющуюся решением дифференциального 
уравнения 

z •(t). кz2 (t) 

с начальным условием Е(О)•В0 • 

Уравнение (7) легко интегрируется 

во ·---Z(t) 
1-BOKt 

Сравнивая (6) и (7), получим неравенство 

Y<t>~ Z(t). 

Определив t 1 из условия 

Z(t) • В, 

получим 

В-Во 
t1 • ВВi{ 

о 

Значит, имеет место оценка 

r <t> ~ 

{ .. 1-:0кt 
при t ~ t1 

при t > t1 

(7) 

(8 ) 

Из определения функции ( , первого интеграла (4) и условий теоремы 

следует 

~X'(t)/1~ G<t>z·-t· 

Подставляя (8) в (9) и используя неравенство 

//X(t)- Х0 1/ ~ S// X'(t)/1 dt, 
о 

после упрощения интеграла в правой части, получаем 
8-В. 
:ак 

f/X(t)-Xoll ~ Bot J _.41 
О et(1-B

0
Kt) 

3 
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(9) 
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Сделав замену переменной в интеграле, получим справа искомое выраже­

ние (Ь), из чего следует, что решение X(t) не выйдет за пределы 

сферы. Существование решения (I) и сходимость к нему X(t) следуют 
из неравенства t 2 

11 X(t1 )-X(t2) ~~~ s 11 Х' (t) 11 dt 

t1 

сходимости интеграла в (IO) и полноты пространства н : Теорема 
доказана. 

Заметим , что ?~' в0 ~в теорема превращается в упомянутый 
результат Гавурина . 

Сравнение полученного выражения для радиуса сферы с оценкой 

Гавурина для отдельных значений в0 и в при К= rг =1 приведено 
в таблиuе, где r означает оценку ( Ь ), а II оценку Гавурина в~ . 

Таблица 

во в I II 

0. 2 I 0.28 I 
0.4 I 0.65 I 
0.6 I 0.87 I 
0.8 I 0.97 I 
I 2 1.74 2 
1.3 2 1.90 2 
1. 5 2 1. 96 2 
- - - - -
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К теории непрерывного аналога метода Ньютона 

Работа посвящена изучению непрерывного аналога метода 

Ньютона. Доказывается теорема о существовании решения абстракт­

ного нелинейнога уравнения в банаховом пространстве и сходи­

мость к нему траектории метода. Дается оценка уклонения решения 

от начального приближения в зависимости от начальнь~ условий. 

Приводится сравнение с известными результатами . 

Работа выполнена в Лаборатории вьNислительной техники 

и автоматизации ОИЯИ. 
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То the Тheory of Continuos Analog of Newton's Method 

Тhе continuos analog of Newton's method is studied.Тhe theo­
rem about the existence of а solution of abs t ract nonlinear 
equation in the Banach space and the convergence to the solu­
tion of the method trajectory i s proved. Тhе estimate for deri­
vation of the solution from zero estimate as а function of ini­
tial data is given. Comparison with the availaЬle results is 
made . 

The investigation bas been performed at the Laboratory 
of Computing Techniques and Automation, JINR. 
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