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1 . 8 / 1/ бwn рассмотрен класс формально и><теrрируеных уравне
ниА в11да 

о~.= F(u, UJ •••• , u
8
), u-= u(c,.x) .. u

1 
d';.r dl" -. dx; 

а ~ 2 /1/ 

/Функци~ F адес~ и в дальнейшем nредnолагается nокально анали
тическо~/. По-андинону, все уравнения вида /1/, к которwм можно 
nрименять технику обратной задачи рассеяни~ или интегриРОвать 
nри nомощи nреобраэоеания Фурье, nринадле*ат этому классу. На
nомним основные nонятия из теории фОрмально интеrрируе,wх урав

нений. систематическое изложение которой можно найти в 21• ' 
Уравнение аида /1/ буден называть формально интеrрируеным, 

если для неrо раэреwимо оnератарное соотноwение 

L, -1 F •• Ll • О· t' d,r Х af' D;· . . ~ . 
ioO Q "1 

D d~f _L L d:r 1 _L • L 1 • 
dx ' ' dc 121 

~ разреwимост~о onepaтop~oro соотна.ения /2/ м~ nонинаем су
•ествование формальноrо ряда 

t.' d-:.f • 
I , __ al о•. al = ai> (u, ui ••..• u k .>. 

1 
/3/ 

удовnетеорRощеrо на реwениях /1/ соотноwенио /2/. Так, для урав
нения Кортеееrа-де Вриза 

ut • "з+Зuu 1 • /4/ 

на nримере ~отороrо будем иллюстрировать ееодимwе nонАтия, 
соотноwениоо /2./ удовлетворяет Ряд L 2 • D 2•· 2u + uр-!дейиви
тельно, neea" част~ /2/ в этон случае имеет аид 

d 
2(u,-u,-3tttttl+-(u 1 -uз- 3uul) 

dl 

м nозтому об~аетс~ в нуnь на ре.ениях уоаененн~ /~/. 
Легко андет~, что nри nоследоватеn~нон оnреде~енни кОЭфф~циен

тов L И$ СООТНО8енИА /2/ nриходится интегрираеат• /т.е. об~ать 
оnератор D /. Поэтому далеко не всякое уравнение аида /1/ фор-
иа . .n~tно интеrрмруено. Так, есл:и мы nonwтaeнc,. искат~t ряд L1 дм 
уравнени~t 

01!1 ..• .. ~• ... ..:.1 ·, y·r 1 
fi.II!IJoUX ut · .•ra0!13BIIt! 

""'~"' ' ···~~•..r .. \o1 ... JQ)iYt:.._", L':a \Г1 
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з 
.2 u, . т· 

1 - 1 1 
то из соотн011ения /2/ по.nуч'""• 'ITO L • u2 D + а0 + ~ а 1 D 

1•--

/S/ 

где к()3ффициент а 0 долмrен удоаnетворяТiо уравнениоо D<•o>- u~ /u2 • 

Отсюда аидно, что а0 не мо•оr локапьно зависеть от конечного чи

сла nеременнwх u
6 

/т. е. его нелttэя заnисать в виде а0 • а 0 ( u , 
u1 , ••• , "ko )/. бречена на неудачу и попытка най!и для уравне-

ния /S/ ряд L' вида /3/ 1110бого другого nорядка r. так1 как если такой ряд удовлетворяет соотнооаениоо /2/, то ряд (L')" ' ,где 
о • ... , -2, ·1 J 1, 2, ... , таое удоаnетворяет ЭТе»4,У соот·но
gен~, nричем его кОЭффициентами явnяотся дифференциаnьнwе nо

линомы от коЭФФициентов ряда ~. 
При оnределении коЭффициентов ряда L из соотноuения /2/ воз

ннк~от константы ннтегрнроеания. При этом мы можем их счнтат~ 
nроиэвольн~и постоянными или nоnагать равными нулю, что не 

влияет на разрешимость соотношения /2/. 
Требоеание разрешимости соотноwения /2/ накладывает мrесткие 

условия иа nравуоо часть ураанения /1/ : Первые (n - 1) коэффициен
тов р11да L оnределяоотся для пообой правой цасти F(u, u

1
,. •• u ). 

Но ДIUII оокаJ1ьнод эависt.1Мос.ти от конечного числа nеременных u1 • 
n-ro коэффициента необходимо, чтобы 

d дF -1 /о 
dt «au-> ) ,;[mD. 

• 
/6/ 

При оnределении каждого nоследующего коЭффициента на nравуоо 

~аст. уравнения /1/ 'накладывается новое условие. Уелоене /6/ 
и nослед~ие условия 'фОрмальной интегрируемости можно заnисать 

е тернинах ряда L: 

d - · -· d d . - ( resL ) Е lmD: res(L -{L)) ElmD: ~d resL')~ lml>; 1 •1, 2,.,., 
~ ~ t 

171 
. d~f 

где ree ( ! ь, D ') = ь_ 1 • , • 

нен~~lt;я,!.t: о::~~~~; .~:т=т:::~"::~:~=н~~~:~~:~~о урав-
Под эаконон сохранения уравнения /1/ ны nонимаем соотноше-

ни е 

ddl (p(u, u, .... , uk)) = D(q(u, u, ..... •н.- 1 )), !8/ 

которое еwnоnняется на реwен~ях уравнения /1/. Закон сохранения 
/8/ ШJ3wеается трмвнальн ..... , есnи ero nrютность р e- tml>иnи, что 
то •е самое. 

2 

i 

8р ~е,!: <-o'o' <-Jt>-o. 
Во i = O ·1 /9/ 

Законы сохранени,., nnотностяни которw:х яаnмтс~ res 11. могут t 
в~е rоворя, окаsат~ся и тр~визльными. в/S/ докааано, что 
уравнение /1/, обпадаоощее бесконечной сериеА законов сохранения 
/эдесь и далее подраэуневается, что они нетриеиаnьны/, фОрмаль
но интегрируемо, е необходимым условием наличия такой серии яв
ляется С)IU!естеоеание ряда L1, у ко.торого reaL2' (' fmD, t = 1,2, •... 
С друrой сторонw, reaL 21+1. i ~0,1,2, ... д.nJit всех иэвестнwх 
ФОрмал&но интегрируемых ураененмй , облада'*'·""'х бесконечной се.рией 
ааконое сохране.ни11 t1 npeдcтa..B.I'UIDIIкx интере~ с точки зрения nрt1-
менення техники обратной задачи рассеяннА ~ , содераат nonнwй 
набор nлотностеА законоа сохранения из этой серии. 

Формальна" ин~егрируемость тесно связана с тем, что уравнение 
обnадает не только бесконечной серией законоа сохранения, но 
и нетривиаль~~ алгеброй Ли-Беклунда. Наnомним, что алгебр~ 
Ли-Беклунда A(F) дnя уравнения /1/ называется множество ~ункций 
H(u . . ... u .. ) 1"аких, что ' 

Н.(Р) - Р.(Н) ~ О. /10/ 

Функции u 1 и F' всегда nрннаАЛе..ат А ( F ); ес.nм •е А ( F ) ими не 
нсчерnwвается, то rоаорят. что уравнение обnгдает нетривиал•ной 

алгеброй Ли-Беклунда. Примерам такнх уравнений момrет сЛужить 
ураенение ;4;, обпадаоqее бесконечной алгеброй, элементами кото
рой яелJЮтся npaвwe части BWCIIfИX аналогов ураене.ния Кортевега
де 8риэа: 

u,. (D
2

+ 2u+ u1D-1)'" (u 3 + 3uu1), m;; ·1, 2, 3, .... 

Bl l / доказано, ~то асякое уравнение аида /1/, облада~ее беско
нечноМ алгеброй Лн-Бекnунда. яеn.яетсR Формально ннте.грируемwм. 
Заметим, что оно МО8еТ иметь бесконечнуо anreбpy Ли-Беклунда, 
но не ~еть бесконечноМ серии эаконое сохранения. Таким ураене
НИеJ4 11вляется, наnример. уравнение Sl)prepca u 

1 
• u t + о о 1 н его 

еvс•ие анаnоrк . 

2. После тоrо как мы ее ели необход"tМwе нам оnределеt-tия и 
кратко сфорнулираеали некоторые результатw теории форнально ин

теrDируемых ураенени~, nерейдем к воnросам. неnосредственно свя
эаннwн с использованием систем аналитических вычис~ений на ЭВН 
дn~ исследованнА формельной интегрируемости эвоnоцнонных урав
ненlо1й. 

Как У*• отмечалос•, требование разреuимости соотно.ения /2/ 
накладwеает •есткие усnоеия на вид nравой части уравнения /1/. 
Вwраwая из /2/ nераые коЭффициенты ряда L е терминах функции Р 
и нссnедУя nepeonpeдeneннYD систему уравнениА е частнwх nроиз
еоднwх, экемвалентнУJО нескоnt..к~оtМ nере~.М услоемN4 /7/, моано наАти 
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вид nравой части уравнения /1/. Таким сnособом a / G/ nолучен 
nолный сnисок формально интеrрируемых уравнений аида нt = 
а Uз + r(u, u,, U2). 

Полных сnис.сов форм.альt~о интегрируемых уравнений более высо
кого nорАдка еще не nолучено. Однако и до nолучени~ та~их 
сnисков для каждоrо конкретного уравнения /наnример, инеощеrо 
физические nриложени~/ хотелось бы иметь еозмоwность быстро 
получить ответ на воnрОС - выnолнено ли для этого уравнения хотя 

бw нескол~ко nepewx условий формальной ннтеrрируености, обладает 
ли оно нетрмеиаn~ной аnгеброй Ли-Беклунда и законами сохранекия 

достаточно вwсокого nорядка. Ответ на все эти eonpocw МОJКНО nо
лучит• nри nоно.м ЭВН. 

АеАствнтельно, асе де"стеия, которые нужно nроделать дли nро

ее.рки усrювий фО~альной интеrриру~ости, В!llnисwеания э11емента 

алгебры Ли-Sекnунда или nлотности закона сохранения могут быть 
nолностыо а.лrоритмизированы. m 

Т iJK, наnример, коэффициенты ряда L m • I а1 D 1 /е том чис-··-
ле и ro_"(l"1111 ) . а_ 1 1 находятся из соотноwения /2/ nри nомощи 
следующи~ рекуррентных формул : 

а,.. (..2.f..)•l· 
cJu • 

• 

а. :.!... (ar >''" • о ...--ou. 

_, 
о 1( д f' )(-;-.)/а. ((а ) - Ь 

до ...Н-1 1 . ... t-1 
• ..0 .. ' 

1)1, 

rде ь •. tl-1 • кОЭФФициент nРи o•+t-l в ком"'У-таторе 

•m-1 
[ F •. 1.'"]. I 

i·-~ 

ь1 oi 

/11/ 

/12/ 

Не трудно nроеерить, что Ь n+l-l не содержит ... леноа, зависящих 
от а1 с но.tерами J < i, nоэтому формулы /l1/ nоэаоляют nоследо
вательно оnределАть коэффициенты ряда L /замети~, что в nра

вой части второй из Формул /11/ nредnолагается, что •·•~• ~ О 
nри 1 > n1 - n + 1 / . 

Коммутатор /12/ тоwе легко вычисляете~, если восnольэоеат~ся 
формуnоi\ 

ok . A . ~.!..k(k-l) •.. ( k -i+ 
1•0 k l 

1 ) ~ (А) . о'. 
d.l' 

верной дnя I'IOбoA фун·кции А , лакаль но заемсящей от конечного чис

ла nерсменных ,11 • 

4 

.J 

1 

Проверка условий Формальной интегрируемости ~(res r..m) Е; lmD 
dt 

сеодится таким образом 'к nроверке тоrо, рееняетсА nи нулю вы-

ражение д.. (..L(a 1)). 8u dt -
Алгоритм нахо*де~ия элемента алrебрw Ли-Бе~nунда основывает

ся на следующем факте. Есnи уравнение /1/ имеет элемент 
ll (u, u1 ..... u.> алгебры A(F), то дл11 него сnраведлмео соотно
.ение: 

•. 
н •• (L >+• (д.!!.- а 1 ) D + (dli - а0), 

cJ ., d. 

где ( 1..'" >. - главная часть ряда 1.. "'. т .е. 
. . 

(1.. • ) & ~ а, о'. 
+ •• о 

/13/ 

Соотно-

wение /13/ nредставляет собой С"tстену обшс.ноаенны)( уравнений 
ан 

au; • At • t • 2. 3 •. . . _. m § / 1 Ч/ 

rде А1 -коэффициенты npиD' в nравой части /13/. 
Уелоаня соемссrимости системы /1Ч/ заnисываются е еиде 

..L А1 - .;_ А J = О. i i i, i, 1 • 2, З, .... m. /1 S/ 
дuj au, 
Если услоеия /15/ выnолнены, то, и'!тегрируl\ уравнения /14/, 
-но оnределить H( u, u

1
, .... u ) с точностыо до nромэеоnьной 

фунмции h(u. u 1). Подстаеля.я ка Аденное ан.ачение Н в с.оотНОUJение 
/10/, nолучаем уравнения дм кахоiiДения фуккции b ( u. u1) м petDae>o 
их. 

Все nредлоwеннwе аnrоритны для вwчисления коЭффициентов ряда 

L·. п~ерки условий фОрн~льноа интегрнруемости, nолучения nлот
нос. т ей законов сохранения, стоящих е rea L 1 • и элементов алгебры 
Ли·бекnунда реализованы нами в вид~ nакетз nрограмм на языке 
систсмw REOUCE-2/ 16/. 

Ис.nол!о\ЭУ" этот nакет nрограмм. удалось nолучить некоfорые 

новые результаты. Так, · например, при классификации уравнений 
еида u., .. u5 ~ f(u, u1, u2, u3) ~7им из авторов данной работы 
/С.С./ совместно с В.В.Соколовым бwло nолучено уравнение 

u 1 • Us + 5(u2- u~ + ue 2• + f3e-4a )u3 - 6u1uj + 

2а _.., $ _ .._ а 

+ 1 6(ае - 4Ре ) u 1uz + u 1 + 90/Je u 1 • /16/ 

+ 5~ое2• • {:Je- 4• )
2

u1, ... р~с. 

Ест-. основание nредnоле гать., что это уравнение обладает беt-ко .. 
нечноМ с;.ерией законое сохранениА и нетриеигnьной anreб~ Ли-
6еклунда. При nоноuа.и соЗданного nакета nрОграмм на.м удалось 

' 
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аwnис•ть несколько ноеwх sаконоа сохранения м н.Атм элемент 

•лreбi>W Л~<-Беклунда , которwi\ М><еет внд: 

н • u, + 7(u2 - u~u5 + 14(u3 - 2u, u2) u 4 - 21 u1u ~ -

! 2 '- .28 3 ао31 4 7 
- H(l!uz + '\Dz -ul·luв - sulu2 + .... ulu2- ЗUJ + 

+ 7(ае2"+ ,ge-4u)u5 + 7(5ае2о - 1б,Ве-4.)u 1 u 4 + 

+ 14(5ае 2•- ts,вe-"">u 2u8 + 28(2de 2" + 29,Ве-4е ) u:u 3 + 

+ i}<Бае 2• + s,вe-..,2u 3 + 112(ае2о+ to,вe-4e>u 1 u; + / 17/ 

2о -4о 3 2 4о -2о 2 -8о 
• Щае - 7б,Ве )u1 u2 + 14(7ае -1За,8е -I!О.Ве 1u1 u 2 + 

+ 1260,9e-<lu -uf + 70(а2е4о + 2a{Je- 2• + 10{J\-8•)u~ + 

28 ( 2о " -4u )3 • Тае +,... е u1• 

Ааторw выражают nр~<знательi<Ость nРОФессору А.Б.Wабату за ст~<
нуnир~не дискусс.ии и анмм•ние к работе. 
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ТЕМАТИЧЕСКИЕ КАТЕГОРИИ ПУБJIИКАЦИЙ 

ОБЪЕДИНЕИНОГО ИНСТИТУТА ЯДЕРНЫХ 

ИССЛЕДОВАНИЙ 

Индекс TeмiiТIQ(a 

1. Э ксnерииектал~ма~ физика •~окмх 3нергн~ 

2. Теоретическая ФИзика •~соких энерги~ 

3. Эксnериментаn•ная не~тронная физика 
~. Теоретическая физика низких энерrиА 

5. Катенатика 
6. Ядерная сnектроскоnия и радиохиимя 
7 . ..,эмка тяwе~х ионое 

8 . Криогеника 

9. Ускоритеrм 

10. Аатонатиэачия обработки зксnермментаn•н~ 
дан..,х 

11. Вwчнсnмтеnьна~ математика н техника 

12. Химия 

13. Техника физического эксnеримента 
1~. Мсспедоаания таердwх теп и wндкостеА 

~дернWМи методами 

15. Эксnеринентапьная фиаика ядернwх реакциА 
nри нмаких энергиях 

16 . Доsмнетрия и физика а..ит~ 

17. Теория конденсироаанного состояния 
18. Mcnon•soaaннe реауn•татоа и натодоа 

tу~ментап.нwх ~sмческмх wсспедое•ннА 
• Сме8НWХ об~сткх науки и техники 

19. 6моtианка 

' \ 


